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Introducao

Alguns amigos e colegas, regentes das primeiras disciplinas de Anélise Ma-
tematica no IST, aconselharam uma reedicao dos dois primeiros capitulos
do texto Ligoes de Andlise Real (que redigi hd mais de trinta anos), por
entenderem que, nas condi¢oes actuais do nosso ensino, poderiam ser de al-
guma utilidade como introducao aos principais assuntos versados nas suas
aulas. Foi esta a causa da presente publicacao. O texto foi agora submetido
a uma revisao ligeira; no entanto, para os estudantes que utilizem também o
livro Introducdo a Andlise Matemdtica, convém mencionar uma pequena di-
ferenga: o conjunto dos niimeros naturais (em ambos os trabalhos designado
pela letra N) ¢é definido nesse livro por forma a incluir o nimero zero, en-
quanto no texto que agora se publica o nao inclui. Trata-se evidentemente de
uma discrepancia em matéria de natureza convencional, da qual, depois de
devidamente acentuada, nao resultara decerto qualquer inconveniente para
os eventuais utilizadores dos dois trabalhos.

Lisboa, Outubro de 2000,

Jaime Campos Ferreira
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Capitulo 1

Elementos de ldgica matematica

Para compreender bem as defini¢goes e teoremas que constituem as teorias
matematicas cujo estudo vamos iniciar, é indispensavel habituarmo-nos a
usar uma linguagem mais precisa e rigorosa do que a que se utiliza, em
geral, na vida corrente. A aquisicdo desse habito pode ser muito facilitada
pelo recurso a algumas nogoes e simbolos da Légica Matematica, dos quais
indicaremos neste primeiro capitulo, de forma muito resumida e largamente
baseada na intuicao, aqueles que tém maior interesse para a sequéncia do
NOSSO Curso.

Convém, no entanto, observar que a Légica Matemaética tem hoje aplica-
¢oOes concretas extremamente importantes, em diversos dominios; uma das
mais notéveis é, sem davida, a sua utilizagdo no planeamento dos modernos
computadores electrénicos.

1.1 Termos e proposicoes. Algebra proposicional.

A linguagem usada na Matematica, como qualquer outra linguagem, com-
preende designacgoes (também chamadas nomes ou termos) e proposigoes
(ou frases). As designagoes servem para indicar determinados objectos ma-
temdticos: ntimeros, pontos, conjuntos, fungoes, operacoes, figuras geométri-
cas, etc.; as proposicoes exprimem afirmacdes — que podem ser verdadeiras
ou falsas — a respeito dos mesmos objectos.

Como exemplos de designacoes registamos as seguintes!:

7, 3+4, (2—v7)', 2+43i, N, R

Observe-se que as duas primeiras designacoes se referem ao mesmo ob-
jecto: sao designacdes equivalentes ou sindnimas; para indicar que duas
designagoes, a e b, sao equivalentes, escreve-se usualmente a = b. Como
exemplos de proposigdes (as duas primeiras verdadeiras, as outras falsas)

'Designamos por N e R, respectivamente, o conjunto dos niimeros naturais e o conjunto
dos numeros reais.



CAPITULO 1. ELEMENTOS DE LOGICA MATEMATICA

podemos indicar:
7T=34+4, 4<4, 243=3+2 24+1<1+2

Uma proposicao é necessariamente verdadeira ou falsa (mas nunca uma coisa
e outra); na primeira hipdtese, diz-se também por vezes que a proposigao
tem o walor logico 1, na segunda que tem o wvalor ldgico 0. Os simbolos
1 e 0 servem assim, de forma convencional, para designar respectivamente
verdade e falsidade.

Duas proposigoes dizem-se equivalentes quando tém o mesmo valor 16gico;
por exemplo, sao equivalentes as proposicoes

7<0 e (=2)° =2

Para indicar que duas proposi¢oes — designadas, por exemplo, pelos simbolos
p e ¢ — sao equivalentes, costuma-se escrever p <= q.

Dadas duas proposigoes, p e g, chama-se conjunc¢ao ou produto l6gico de
p e q, e designa-se por pAq (ler “p e ¢”) a proposicao que consiste em afirmar
simultaneamente p e ¢q. A proposigdo p A q serd, portanto, verdadeira se o
forem as duas proposigoes dadas e falsa quando uma destas for falsa (ou
quando o forem ambas).

Por exemplo, a conjuncao das proposi¢oes “4 é um ntumero par’ e “4 é
um divisor de 10” equivale & afirmagao de que “4 é um nimero par e um
divisor de 10” e é, evidentemente, uma proposicao falsa.

Por outro lado, chama-se disjun¢ao ou soma ldgica de p e ¢, e designa-se
por pV q, (“p ou ¢”), a proposicao que consiste em afirmar que pelo menos
uma das proposicoes dadas é verdadeira. Nestas condigoes, a proposicao pVgq
86 é falsa quando o forem ambas as proposicoes p e g. A disjuncdo das duas
proposigoes consideradas no exemplo anterior é a proposicao (verdadeira):
“4 é um numero par ou é um divisor de 10”.

Nas tabelas seguintes, andlogas as vulgares tabuadas das operagoes ele-
mentares estudadas na escola primaéria, indicam-se os valores légicos das
proposicoes pAq e pV q, em correspondéncia com os possiveis valores légicos
depeq:

Observe-se que o valor légico de p A ¢ é o minimo dos valores 16gicos
das proposicoes p e ¢, enquanto o valor logico de p V ¢ é o mdzimo dos
valores 1égicos das mesmas proposigoes (evidentemente, no caso de estas
terem valores 16gicos iguais, entende-se por maximo e minimo desses valores
légicos o seu valor comum).

Nota. Podem definir-se de forma inteiramente andloga a conjuncdo e a
disjungao no caso de serem dadas mais de duas proposicoes. Por exemplo,
a conjunc¢do das proposicées p, q, T,...consiste na afirmacdo de que todas
essas proposicoes sao verdadeiras e € portanto uma proposicdo que so € falsa
se alguma das proposicoes p, q, T,..., o for.
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1.1. TERMOS E PROPOSICOES. ALGEBRA PROPOSICIONAL.

PAgq Vg
p 0 1 p 0 1
q q
0 0 0 0 0 1
1 0 1 1 1 1

Sendo p uma proposigao, a nega¢do de p é uma nova proposicao, que
costuma designar-se por ~ p ou ndo p. A proposicio ~ p é verdadeira sse?p
é falsa. A soma dos valores légicos de p e ~ p é, portanto, sempre igual &
unidade.

E evidente que, para toda a proposicao p, se tem:
~ (~p) <= Dp.

Verificam-se também sem dificuldade as seguintes propriedades (conhecidas
por primeiras leis de De Morgan), que relacionam as trés operagoes légicas
designadas pelos simbolos V, A e ~:

~(pNg = (~p)V(~q)
~(pVaq) = (~p)A(~q).

Em linguagem corrente, a primeira destas propriedades poderia exprimir-se
da forma seguinte: negar que as proposicoes p e g sejam ambas verdadeiras
equivale a afirmar que pelo menos uma delas é falsa.

Uma outra operagao légica importante é a implicagdo: dadas duas pro-
posigoes p e ¢, designa-se correntemente pelo simbolo p = ¢ (que pode
ler-se “p implica ¢” ou “se p, entd@o ¢”) uma nova proposicao que consiste
em afirmar que, se p é verdadeira, ¢ também o é. A implicacao p = ¢ s6
¢é portanto falsa no caso de p ser verdadeira e ¢ ser falsa, isto é, se o valor
l6gico de p for maior do que o de ¢q. Assim, por exemplo, das proposicoes:

2>2=3>2+1,
3=2=—5<0,
3=2=—52>0,

(10001)? > 229000 —; 000! > 210000

2Usamos sse como abreviatura da expressio se e s se.
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CAPITULO 1. ELEMENTOS DE LOGICA MATEMATICA

86 a primeira é falsa.
Evidentemente, quando se verificam conjuntamente as implicacoes p =
q e ¢ = p, as proposigoes p e ¢ sao equivalentes; simbolicamente:

(p=4q) N (¢ =1Dp)] <= (p<=q).

1.2 Expressoes com variaveis.

Além dos termos e proposicoes que temos estado a considerar, a linguagem
matematica usa constantemente expressoes em que intervém varidveis, isto
é simbolos (em geral, letras) que podem ser substituidos por designagoes de
acordo com determinadas regras.® Por exemplo, as expressoes:

z, (v—y)?, 2*—2zy+y?

nao sdo propriamente designagoes, mas converter-se-ao em designagoes (de
nimeros reais) se as letras que nelas figuram forem substituidas por nimeros
reais arbitarios; assim, se substituirmos x por 1 e y por 0, as trés expressoes
referidas converter-se-ao em designagoes do numero 1.

As expressoes com varidveis que, como as precedentes, se transformam
em designacoes quando as varidveis que nelas figuram sao substituidas por
designagoes convenientes, chamaremos expressoes designatorias . Sao tam-
bém expressoes designatdrias as seguintes:

ve—1, cotgr, 2
T

Convém no entanto observar que, para que estas ultimas expressoes se
convertam em designacoes de nimeros reais, nao basta substituir as varidveis
por numeros reais arbitrarios: por exemplo, da substituicao de x por 0 nao
resultaria em qualquer dos casos a designacao de um nimero real (fosse qual
fosse o valor atribuido & varidvel y, no caso da terceira expressao).

Duas expressoes designatérias numa mesma variavel x dizem-se equiva-
lentes se todo o valor de = que converta alguma delas numa designacao,
converter a outra numa designacao equivalente. Sao equivalentes no con-
junto dos reais as expressdes x e v/a3, mas nio o sao as expressoes 1/|z]
e y/z (substituindo = por —1, por exemplo, a primeira converte-se numa
designagao do nimero 1 e a segunda num simbolo sem significado).

Evidentemente, a definicdo de equivaléncia é andloga no caso de ex-
pressoes designatérias com mais de uma variavel; assim, por exemplo, sao
equivalentes as expressoes designatorias:

2 2 2

(—y)" e 2" —2ay+y,
3Nos casos habituais uma varigvel pode ser substituida por qualquer termo de entre os
que se referem aos objectos de um determinado conjunto, chamado dominio da varidvel
em causa. Atribuir & varidvel, como valor, um certo objecto (pertencente ao dominio)
consiste precisamente em substitui-la por qualquer designagao desse objecto, em todos os

lugares em que ela ocorra na expressao considerada.
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1.2. EXPRESSOES COM VARIAVEIS.

(supondo que z e y tém por dominio o conjunto R).
Consideremos agora as expressoes:

22>0, 2°=22, 22—y®’=0, z—y>y— 2

Se em qualquer destas expressoes substituirmos todas as varidveis por de-
signagoes de numeros reais, obteremos desta vez, nao designacgoes, mas sim
proposicgoes, verdadeiras ou falsas.

As expressoes com varidveis, que se transformam em proposi¢oes quando
as variaveis sdo substituidas por designagoes convenientes, chamam-se ex-
pressoes proposicionais ou condig¢oes.

As expressoes proposicionais podem também combinar-se por meio de
operacoes légicas inteiramente analogas as que consideramos no caso das
proposicoes.

Sejam, por exemplo, p(x) e ¢(x) duas expressoes proposicionais com uma
variavel.

A conjungdo, p(x) A q(x), é uma nova condi¢do que se converte numa
proposicao verdadeira sse forem atribuidos a x valores que tornem verdadei-
ras as duas condicoes p(z) e q(x). A disjuncao, p(z) V q(z), é uma condigao
que s6 é falsa para os valores da varidvel que tornam p(z) e g(z) ambas
falsas.

A negacao de p(z) é a condicdo ~ p(x), apenas verdadeira para os
valores de = que convertem p(z) numa proposicao falsa. A implicagao,
p(z) = q(x), é uma condicdo que se converte numa proposigao falsa sse
forem atribuidos a varidvel x valores para os quais p(z) seja verdadeira e
q(z) falsa. Finalmente, a equivaléncia, p(r) <= q(x), é a conjuncao das
implicacoes p(x) = q(z) e q(x) = p(z).

Vejamos alguns exemplos de equivaléncias (verdadeiras, quaisquer que
sejam os valores reais atribuidos as variaveis):

[(x >3)V(x=3)] <z >3,
[(z <3)A(x>2)]«<—=2<z<3,
~(r<l)=x>1,
22> 0=z #0.
Sao também sempre verdadeiras as condigoes:

r<l=zx<3,
(z<y)AN(y<z2)]=z<z,

e, supondo que x designa agora uma variavel cujo dominio é o conjunto dos
numeros naturais, N:
~ (x é par ) <= z é fmpar,
x é multiplo de 6 = x é multiplo de 3,
[(z é multiplo de 2) A (z é multiplo de 3)] <= (z é multiplo de 6).
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1.3 Quantificadores.

Se, numa dada condic¢ao p(z), atribuirmos & varidvel z um dos valores do
seu dominio, obteremos, como vimos, uma proposicao. Outra forma, ex-
tremamente importante em Matematica, de obter proposicoes a partir de
uma condi¢ao p(x), é antepor-lhe um dos simbolos ¥V, ou 3,, que se chamam
quantificadores (quantificador universal e quantificador existencial, respec-
tivamente).

A proposicao V,, p(z) lé-se “qualquer que seja z, p(x)” ou “para todo o z,
tem-se p(x)” e é verdadeira sse, atribuindo a 2 qualquer valor do seu dominio,
p(z) se converter sempre numa proposicao verdadeira. A proposigao 3, p(x),
que se & “existe um x tal que p(z)” ou “para algum x, tem-se p(z)”, é falsa
sse p(z) se transformar numa proposicao falsa sempre que a varidvel = seja
atribuido um valor qualquer do seu dominio.

Por exemplo, sendo x uma variavel real, sao verdadeiras as proposigoes:

Vo2 +1>0, J,2°<0 e I, 22-3=0.

A definicao e o uso dos quantificadores, no caso de proposi¢oes com mais
de uma varidvel, sdo inteiramente andlogos. Assim, supondo x e y varidveis
reais, a proposicao V,3d, y < x pode ler-se “qualquer que seja x existe um y
tal que y < z” e equivale portanto a afirmar que “nao existe um nimero real
que seja menor do que todos os outros”. E, evidentemente, uma proposicao
verdadeira (observe-se que seria falsa se o dominio das varidveis x e y fosse,
em vez do conjunto dos reais, o dos naturais).

A proposicao 3,V, y < x, que exprime a existéncia de um ntimero real
menor do que qualquer outro (e até menor do que ele préprio), é obviamente
falsa.

Convém notar bem que, como acabamos de ver, trocando a posicao dos
dois quantificadores que intervém na proposicao V.3, y < z, se obtem uma
proposicao nao equivalente. Este facto verifica-se correntemente, quando os
quantificadores trocados sao de tipo diferente (um universal, outro existen-
cial).

Em contrapartida, a permutacao de quantificadores do mesmo tipo con-
duz sempre, como é facil verificar, a uma proposicao equivalente a inicial.
Por exemplo, sao equivalentes as proposigoes:

VoV (2% =y = 2 =y
YV, [2° = y° = 2 =y
que podem escrever-se abreviadamente?:

Vay [:L'3 = y3 = x =yl

4Esta proposicdo, verdadeira no caso de e y serem varidveis reais, seria falsa se se
tratasse de varidveis complexas (isto é, de varidveis tendo por dominio o conjunto dos
nimeros complexos). Em qualquer hipdtese, porem, era sempre legitima a permutagao
dos dois quantificadores universais.
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1.3. QUANTIFICADORES.

Dadas duas condigoes — p(z,y) e q(z,y) por exemplo — diz-se que a
primeira implica formalmente a segunda sse é verdadeira a proposigao:

Ve p(x,y) = q(z,y)

Por exemplo, no conjunto dos reais, x = y? implica formalmente z? = y*,
mas ja a implicagao

x>y = 22>y’

nao é formal.

Observe-se que é vulgar na linguagem matematica usar-se apenas a pa-
lavra “implica” no sentido de “implica formalmente” e até escrever somente
p(z) = q(z), em lugar de ¥, p(x) = ¢q(z). Trata-se de “abusos de lingua-
gem” que, geralmente, nao tém inconveniente de maior, porque o proprio
contexto permite reconhecer com facilidade se se pretende ou nao exprimir
uma implicagao formal.

De forma anéloga, diz-se que as condigoes p(z,y) e q(x,y) sao formal-
mente equivalentes (ou apenas equivalentes) sse se tiver:

Yoy p(2,y) = q(2,y),

expressao esta em que, muitas vezes, se suprime também o quantificador.

Convém salientar que a implicagao formal p(x,y) = ¢(x,y) pode tam-
bém exprimir-se dizendo que “p(z,y) é condi¢do suficiente para q(z,y)” ou
que “q(x,y) é condi¢ao necessdria para p(z,y)”. No caso de equivaléncia for-
mal costuma também dizer-se que “p(x,y) é condicdo necessdria e suficiente
para q(z,y)".

Tém importancia fundamental as seguintes leis — designadas por se-
gundas leis de De Morgan — que indicam como se efectua a negacao de
proposi¢oes com quantificadores:

~ vx p(l’) — Elx ~ p(l‘),
~ 3, p(x) <=V, ~ p(x).

Para enunciar esta ultima, poderia dizer-se que “nao existindo nenhum valor
de = que torne p(z) verdadeira, todos os valores de x tornam essa proposicao
falsa, e reciprocamente”. Assim, por exemplo:

~Vyp 2 >0 3, 22 <0,
~Veyd T =yz &= 3.V, T # Yz

11



CAPITULO 1. ELEMENTOS DE LOGICA MATEMATICA

Exercicios

1. Prove que, quaisquer que sejam as proposicoes p, q e r, se tem:

pVqg<= qVp (comutatividade da disjuncao),
(pVq)Vr<=pV(qgVr) (associatividade da disjungao),
pAqg<= qAp (comutatividade da conjungao),
(pANg ANr<=pA(¢gAT) (associatividade da conjuncao),
pA(gVr)< (pAgV(pAT)
(distributividade da conjungao a respeito da disjungao),
pV(gAr)<= (pVgA(pVrT)

(distributividade da disjungao a respeito da conjungao).

2. Prove que, quaisquer que sejam as proposigoes p, q e 1, sao verdadeiras
as proposicoes:

(p=q) <= [(~q) = (~p)] (regra do contra-reciproco),

pA(p= q)] =g,
(p=)N(g=r1)]= (p=r).

3. Indique quais das seguintes proposicoes sao verdadeiras e quais sao
falsas (supondo que as varidveis intervenientes tém por dominio: a) o
conjunto dos reais; b) o conjunto dos naturais):

Vel 4+1>1, VYe(r>2=2>1), VY,3,y=2%

2

Elyvx Yy = x27 vx,yzlz r =Yz, Elx,y (:U - y)2 =T — y27

Vay (2 —y)* =2 —1°.

4. Verifique que, no conjunto dos reais, as condicbes I,y = 22 e y > 0
sao (formalmente) equivalentes. Observe bem que o quantificador 3,
converteu a condicdo com duas varidveis y = 22, numa expressiao pro-
posicional equivalente a condigao y > 0, que tem apenas uma varidvel
(a varidvel y, que se diz varidvel nao quantificada ou varidvel livre).
Na mesma ordem de ideias verifique as equivaléncias (formais):

Jyr =10Y <=2 >0 (em R),
Vey<z<—y=1 (em N),
Vey<zr<—y=y+1 (em N),
dr=ytz=zx>y (em N).

5. Mostre que as condigbes p(x) = ¢(z) e ~q(z) = ~ p(x) sao
equivalentes, mas que, em geral, qualquer delas nao é equivalente a

12



1.3. QUANTIFICADORES.

q¢(z) = p(z) (de contrario, como observa Godement no seu livro
citado na Bibliografia, do facto de todos os homens serem mortais
poderia deduzir-se que todos os caes sao imortais. .. ).

6. Escreva a negacao de cada uma das condigoes seguintes:

x>z = |f(x)| <§, lf(x)] <e= x>z,
Ve y =22, Hyy:a:Q, VoVy 2 —x =2 -1,
2Vyz—x=2—y, dedy z—r =2 -1y,
Vy3 Ve > 2 = f(x) >y, Vy3: Ve 2 < 2 = |f(x)] > v.

7. Como ¢ sabido, sendo u, o termo geral de uma sucessao de termos
reais e a um numero real, a proposicao lim u,, = a é equivalente a

V53pVn(n > p = |u, —al < 9)

(onde p e n tém por dominio o conjunto dos naturais e § o conjunto dos
reais positivos). Tendo em conta este facto, mostre que a proposigao
~ (limu, = a) equivale a

IsVpIn(n >p A |u, —al >9)
Serao estas ultimas proposigoes equivalentes a lim u,, # a?

8. Sabendo que a sucessao (de termo geral) u,, é limitada sse 3V, |u,| <
k, defina a nocao de sucessao ilimitada (isto é, ndo limitada). Mostre
que as sucessoes que verificam a condigao V,3x |u,| < k nao sao, de
forma alguma, apenas as sucessoes limitadas.

9. Verifique que sendo z e € nimeros reais, se V(e > 0 = |z| < €), entao
z = 0.

13
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Capitulo 2

Elementos de teoria dos conjuntos.

As ideias essenciais da teoria dos conjuntos foram introduzidas por G. Can-
tor, na parte final do Século XIX. Desde entao a teoria dos conjuntos nao
deixou de desenvolver-se intensamente, de tal forma que hoje pode dizer-se
que todos os ramos da Matematica foram profundamente influenciados e
enriquecidos por essa teoria. Procuraremos neste Capitulo introduzir algu-
mas das ideias bésicas da teoria dos conjuntos, evitando no entanto (mesmo
com eventual prejuizo de rigor) uma formulacdo demasiada abstracta, que
julgamos imcompativel com a formagao média dos alunos que frequentam o
curso. Alids, o estudo desta teoria podera ser aprofundado pelos alunos que
o desejarem, por meio de alguns dos trabalhos mencionados na Bibliografia.

2.1 Conjuntos. Operacoes fundamentais.

A nocgao de conjunto é uma das nogoes primitivas da Mateméatica Moderna,
isto é, um dos conceitos adoptados como ponto de partida e que servem de
base para a definicao dos outros conceitos introduzidos no desenvolvimento
da teoria. Intuitivamente, um conjunto é encarado como uma colecgao de
objectos de natureza qualquer, os quais se dizem elementos do conjunto.
Representa-se simbolicamente por x € X a proposicao “x é um elemento
do conjunto X” que também se 1& “x pertence a X”!. A negacdo desta
proposigao escreve-se x ¢ X. Assim, sdo verdadeiras as proposigoes:

2eN, -2¢N, w¢N.

Para designar o conjunto que tem a, b e ¢ por Unicos elementos usa-se
correntemente o simbolo {a, b, c}. Da mesma forma, o conjunto dos nimeros
naturais menores do que 5 pode ser designado por {1,2,3,4}, etc. Frequen-
temente, um conjunto é definido por uma certa condicao, p(x): os elementos
do conjunto sado entao precisamente os objectos que convertem p(x) numa

'Em estruturacdes rigorosas da teoria dos conjuntos, a nogéo expressa pelo sinal “€”
é também adoptada como nocdo primitiva da teoria.
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proposicao verdadeira. Em tal hipotese, recorre-se, para designar o con-
junto, ao simbolo {z : p(x)}, que pode ler-se “conjunto dos = que verificam
a condi¢ao p(x)” ou “conjunto dos z tais que p(z)”. Assim, o conjunto dos
naturais menores do que 5 poderia também ser designado de qualquer das
formas seguintes:

{r:zeNAz<b}, {z:z=1Vae=2V2er=3V x=4}

Sendo A e B dois conjuntos, diz-se que A estd contido em B ou que A é
uma parte ou um subconjunto de B sse todos os elementos de A pertencem
também a B, isto é, sse

Ve(r € A=z € B).

Para afirmar que A esta contido em B escreve-se A C B e para o negar,
A ¢ B. Nestas condicGes a proposicao A ¢ B é equivalente a

d.(x € AN x¢B).

Nota. Em vez de 3,(x € A AN x ¢ B) pode também escrever-se Jpea © ¢
B (existe um x pertencente a A que ndo pertence a B); analogamente, a
expressao Vi (x € A = x € B), pode abreviar-se para Vzc4 x € B (todo o x
pertencente a A pertence a B). Esta simplificacdo de notagoes, que usaremos
na sequéncia em casos andlogos €, por vezes, de grande comodidade.

Com o mesmo significado de A C B é também usual escrever-se B D A,
e dizer-se que B contém A ou é um sobreconjunto de A. Convém notar que
o facto de se verificar a relagdo A C B nao exclui a possibilidade de se ter
também B C A; quando estas duas relagoes sao conjuntamente verificadas
os conjuntos A e B tém precisamente os mesmos elementos e diz-se entao
que sdo iguais (ou que sdo o mesmo conjunto), podendo escrever-se

A=B.

Quando se tem A C B, mas nao A = B, diz-se que A é uma parte estrita
ou uma parte propria de B.

Chama-se conjunto singular a qualquer conjunto com um sé elemento;
o conjunto singular que tem a por uUnico elemento é habitualmente repre-
sentado por {a}. Convém notar que neste caso, seria incorrecto escrever
a = {a}: um objecto e o conjunto que o tem por unico elemento nao sao,
de forma alguma, o mesmo objecto. Assim, por exemplo, enquanto a pro-
posicao 1 € {1} é obviamente verdadeira, as proposicoes

{1tel, {1ye{y}

sao ambas falsas. Uma condicao impossivel — isto é, que nao seja veri-
ficada por nenhum objecto — define também um conjunto, que se chama
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conjunto vazio e se designa usualmente por (). Trata-se, evidentemente, de
um conjunto sem elemento algum. Tem-se assim, por exemplo:

0={z:z #=x}.

Dados dois conjuntos, A e B, a intersec¢ao de A com B, designada por
AN B, é o conjunto formado pelos elementos comuns a A e a B; a reunidgo de
A com B é o conjunto AU B, formado por todos os elementos que pertencem
a um, pelo menos, dos conjuntos A e B. Simbolicamente:

ANB={zx:2€ A N x € B},
AUB={x:z€ AV x € B}.

Se AN B = (), isto é, se A e B nao tém elementos comuns, diz-se que sao
conjuntos disjuntos.

Chama-se diferen¢a dos conjuntos A e B, ou complementar de B em A,
ao conjunto A\ B formado pelos elementos de A que nao pertencem a B:

A\B={z:x€ A N x ¢ B}.

E evidente que se tem A\ B = () sse A C B. No estudo de diversas
questoes sucede, por vezes, poder fixar-se de inicio um conjunto U, tal que
todos os conjuntos que interessa considerar no desenvolvimento da teoria
sao subconjuntos de Y. Quando esta assim fixado um conjunto universal, é
usual chamar apenas complementar de um dado conjunto A (tal que A C U
evidentemente!) ao conjunto U \ A, que entao se designa de preferéncia pelo
simbolo C(A). Pode também escrever-se, nessa hip6tese (e s6 nessa):

CA)={z:x ¢ A}.

Exercicios

1. Mostre que, quaisquer que sejam os conjuntos A, B e C,setem A C A
eACBABCC= ACC.

2. Mostre que se tem

{z:p(x)} C{x:q(x)} sse p(z)implica (formalmente) q(z)

{z:p(x)} ={x:q(x)} sse p(x) é equivalente a g(x).

3. Recorrendo a equivaléncia das proposicoes A ¢ Bed,(z € ANz ¢ B),
mostre que o conjunto vazio estd contido em qualquer conjunto.

19



CAPITULO 2. ELEMENTOS DE TEORIA DOS CONJUNTOS.

4.

5.

9.

Indique quais das proposicoes seguintes sao verdadeiras:
0co, 1ef1}, {1}e{1,2,3}
2e{1,2}, 1€{2,3}, 2€{1,2,3}
{1} c{1,{2,3}}, O0={x:2eN A z=z+1}

Quantos elementos tém os conjuntos seguintes:

0, {0}, {0.{01), {037

Indique algumas proposicoes verdadeiras que exprimam relacoes de
inclusao (isto é, da forma X C Y) e relagoes de pertenca (X € Y)
entre dois dos conjuntos dados.

. Indique dois conjuntos A e B para os quais seja verdadeira a proposicao

Ae B N A CB.

Sendo A um conjunto qualquer, chama-se conjunto das partes de A
e designa-se por P(A) o conjunto cujos elementos sdo, precisamente,
todos os subconjuntos de A. Por exemplo, se A = {1,2} é

P(A) = {0,{1},{2}, A}

a) Quantos elementos tém os conjuntos

P0),P(P())?
b) Verifique que as relagdes = € X e {zx} € P(X) sao equivalentes.

¢) Prove, por inducado, que, sendo A um conjunto com n elementos,
o numero de elementos de P(A4) é 2.

. Sendo

A = {1}, B={z:xeNA z>2}, C={z:2eNA z <6}

e designando em geral por M, e D,,, respectivamente, o conjunto dos
multiplos e o conjunto dos divisores do nimero natural n, determine
0s conjuntos
AUB, AnB, BUC, BNnC, AnNM,,
Mo N Dqo, N\A, (N\Dlz)U(N\D17)
a) Interprete geometricamente (como subconjuntos de R) os seguin-
tes conjuntos:
A={z:|z| <1}, B={x:|z| <0},
C={z:|r—a|<e}, D={z:|z|>0},
E={z:|z|>-1}, F={x:(x—a)(z—>) <0}
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b) Determine ANC, AND, AUD, ENF.

10. a) Interprete geometricamente, como subconjuntos do “plano” R?,
0s seguintes:

1
A={(z,y):2a® +y* <1}, B= {(%y) x> 5},
C=A{(y):z<y}, D=A{(zy):zy=0}
E={(z,y):x2>0 A y>senx},
F={(zy): x|+ yl <1}, G={(z,y) : max(|z|,[y]) < 1}.
b) Recorrendo & interpretacao geométrica, determine AN D, C(B)U
E,BNnCnNnD,ANF, AUG,C(A)NF.

11. Verifique que qualquer das condigoes seguintes é equivalente a A C B:
ANB=A, AUB=B
e, suposto fixado um conjunto universal, I/:

C(B) C C(A), AnC(B)=0, C(A)UB=U.

12. Um conjunto X = {a,b,...} e duas operagoes designadas, por exemplo,
pelos simbolos U e N, constituem uma dlgebra de Boole sse forem
verificados os seguintes axiomas:

1) a,be X = aUbe XN anbe X;

2) (aUb)Uc=aU ((bUc),an(bNc)=(anb)Nec (associatividade);
3) aUb=bUa, anb=>bNa (comutatividade);
)

4) an(BdUc) = (andb)U(anc), ad(bnNe) = (aUb)N (aUec)
(distributividade);

5) existem em X dois elementos, que designaremos por 0 e 1, tais que,
paratodooa € X,aUO0=a,aNl=aq;

6) para todo o a € X existe @’ € X tal que aUd' =1, and =0.

Prove que, sendo A um conjunto arbitdrio, o conjunto P(A) e as

operagoes de reuniao e interseccao de conjuntos, constituem uma algebra
de Boole. Quais sao os elementos 0 e 1 dessa dlgebra?

2.2 Pares ordenados. Sequéncias. Produto cartesiano. Relagoes.

Observemos em primeiro lugar que, sendo a e b dois objectos quaisquer, se
tem, evidentemente

{a,b} = {b,a}.
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Na realidade, segundo a defini¢do atras indicada, considera-se que dois con-
juntos sao iguais sse tiverem os mesmos elementos, sem que haja que aten-
der a quaisquer outras circunstancias. Em contrapartida, na Geometria
Analitica plana, se a e b s2o nimeros reais, as notagoes (a,b) e (b, a) referem-
se a dois pontos distintos (a néo ser que a = b). Por exemplo, os pares (2, 5)
e (5,2) nao correspondem, num dado referencial, a0 mesmo ponto do plano.
Em casos como este é costume dizer que se trata de pares ordenados.> De
uma forma geral, sendo a e b objectos quaisquer, designaremos por (a,b) o
par ordenado que tem a por primeira coordenada (ou primeira projec¢ao)
e b por sequnda coordenada (ou sequnda projec¢ao). Assim, os simbolos
{a,b} e (a,b) designam objectos matematicos distintos (pode dizer-se que
o primeiro é um par, se for a # b; o segundo, em qualquer hipdtese, é um
par ordenado. Em particular, deve notar-se que dois pares ordenados sé sao
considerados iguais se forem iguais tanto as suas primeiras como as suas
segundas coordenadas, isto é:

(a,b) =(c,d) <= a=c A b=d.

De uma forma anéloga, sendo a,b e c¢ trés objectos quaisquer, designa-
remos pelo simbolo (a, b, c) o terno ordenado que tem a por primeira coor-
denada, b por segunda e ¢ por terceira. A nocao de terno ordenado pode
ser definida a partir da de par ordenado: basta dizer que o termo ordenado
(a,b,c) é precisamente o par ordenado ((a,b), c), que tem (a, b) por primeira
coordenada e ¢ por segunda. Ter-se-a assim, por definicao:

(a,b,c) = ((a,b),c).

Desta defini¢ao resulta facilmente que a igualdade (a,b,c) = (a’,¥’, ) equi-
vale & conjuncao das trés igualdades a = a’, b =V, ¢ = . As nocoes de par
ordenado e terno ordenado podem generalizar-se facilmente: sendo n um
nimero natural maior do que 12 e a1, as, ... a, objectos quaisquer, designa-
remos pelo simbolo (a1, as,...a,) a sequéncia cuja primeira coordenada é
ai,... e cuja n* coordenada € a,. A nogao de sequéncia pode ser definida
por inducgao: para n = 2, a sequéncia de primeira coordenada a; e segunda

2Pode dar-se uma definicdo de par ordenado, usando apenas nocdes jé introduzidas.
Uma definigao possivel (que indicamos apenas a titulo de curiosidade) é a que se exprime
pela igualdade seguinte:

(a,b) = {{a},{a,b}}.

Contudo, esta definicdo, embora permita efectuar as dedugbes légicas em que intervem a
nogdo em causa, parecerd certamente demasiado abstracta - por excessivamente afastada
da nogao intuitiva de par ordenado - a quem inicia o estudo da teoria dos conjuntos.
Parece-nos por isso preferivel ndo definir aqui a nogéo de par ordenado, a qual poderd ser
encarada como nocao primitiva.

8No caso n = 1, a sequéncia (a1), de primeira (e tinica) coordenada a; é geralmente
identificada com o préprio objecto a;.
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coordenada ag é precisamente o par ordenado (a1, az); para n > 2 poe-se,
por definicao:

(ar,a2,...,an) = ((a1,...,an-1),an).

Reconhece-se sem dificuldade que a igualdade de sequéncias:
(a1,a2,...,a,) = (b1,ba,...,by)
é equivalente a conjungao das n igualdades
a1 =by,as =bo,...,an = by.

Sejam agora A e B dois conjuntos quaisquer. Chama-se produto carte-
siano de A e B, e designa-se pelo simbolo A x B, o conjunto de todos os
pares ordenados (a,b) tais que a € A e b € B. Simbolicamente:

AxB={(zx,y):x € AN ye B}

Se, em particular, é A = B, o produto cartesiano A x B (ou A x A)
chama-se quadrado cartesiano de A e designa-se usualmente por A2.

Exemplos
1. Sendo A ={1,2,3} e B = {1,4}, tem-se

Ax B ={(1,1),(1,4),(2,1),(2,4), (3,1), (3,4)},
BxA={(11),(41),(1,2),(4,2),(1,3),(4,3)},
Bx B=1{(1,1),(1,4),(4,1), (4,4)}.

2. Sendo R o conjunto dos reais, o conjunto R? é formado por todos
os pares ordenados (z,y), tais que z,y € R (isto é, z € R e y € R).
Cada um de tais pares pode, como sabemos, ser “identificado” com um
ponto de um plano no qual tenha sido instituido um referencial; é esse
o ponto de vista adoptado na Geometria Analitica plana. Numa outra
ordem de ideias, o par (z,y) pode também “identificar-se” com um
numero complexo, precisamente o complexo que, mais correntemente,
¢é designado por x + yi.

Sendo A, B e C trés conjuntos quaisquer, chama-se produto cartesiano de
A, B e C e designa-se pelo simbolo A x B x C o conjunto de todos os ternos
ordenados (z,y,z) tais que z € A, y € B e z € C. No caso particular de ser
A= B = C o conjunto A x B x C chama-se cubo cartesiano de A e designa-
se por A3. Mais geralmente, sendo Aj, Ag, ..., A, conjuntos quaisquer, o
produto cartesiano de Ay, Ao, ..., A, é 0 conjunto Ay X AsX...x A, formado
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por todas as sequéncias (1, T2, ...,T,) tais que 1 € Ay, 29 € Ag,..., 2y, €
Ay

Al><A2><...XAn:{(azl,xQ,...,xn):xl€A1/\...A .%’nEAn}

Se for Ay = A = ... = A, = A, o conjunto A; X Ay x ... x A, é an?
poténcia cartesiana de A, habitualmente designada por A™.

Exemplos

1. Sendo n um natural qualquer, a n? poténcia cartesiana do conjunto dos
reais, R", é o conjunto de todas as sequéncias de n nimeros reais; sao
elementos de R"™, por exemplo, as sequéncias (1, %, e %), (0,0...,0)

(com n zeros).

2. Instituido um referencial no “espaco ordinario”, cada ponto P deste
espago determina um terno ordenado de numeros reais (a abcissa x, a
ordenada y e a cota z do ponto P, no referencial considerado); reci-
procamente, a cada terno ordenado de numeros reais corresponde um
ponto do espaco ordinario. Nesta ordem de ideias, tal como o conjunto

R pode ser identificado com o conjunto dos pontos de uma recta e o
conjunto R? com o conjunto dos pontos de um plano, R3 pode ser
interpretado como o conjunto dos pontos do espago ordinério (fixado
um referencial). Para n > 3, ndo hd possibilidade de interpretacoes
geométricas intuitivas deste tipo.

Em Geometria Analitica Plana faz-se corresponder & condicao p(x,y) —
onde x e y sdo variaveis reais — um subconjunto A de pontos do plano.
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Essa correspondéncia é estabelecida com base na seguinte convengao: para
que um ponto, (xg,yo), pertenca ao conjunto A é necessario e suficiente
que p(zg, yo) seja uma proposigao verdadeira; para exprimir esta ideia, pode
também escrever-se, como sabemos:

A={(z,y): plz,y)}.

Assim, por exemplo, as condi¢ées y = 2x e y > x — que exprimem
certas “relacoes” entre x e y : “y é o dobro de x”, “y é maior do que z” —
correspondem respectivamente, uma determinada recta e um determinado
semiplano (observe-se, porém, que a mesma recta e 0 mesmo semiplano
corresponderiam também, por exemplo, as condicdes 10Y = 100% e y3 > 23,
equivalentes a y = 2x e y > x, respectivamente).

Em sentido inverso, se for fixado um conjunto de pontos do plano, é
também natural pensar que ficara assim definida uma “relagdo entre z e
y”: por exemplo, a bissectriz dos quadrantes pares — isto é, ao conjunto
de todos os pontos (z,y) tais que x + y = 0 — corresponderia a relagao de
simetria (“y é o simétrico de x”); a circunferéncia de centro na origem e
raio 1, ficaria associada uma relacao que poderia exprimir-se dizendo que “a
soma dos quadrados de = e y é igual a unidade”, etc.

Note-se que, nas consideragoes precedentes, o termo “relagao” (que nao
foi ainda definido) tem estado a ser utilizado na sua acepgao intuitiva; tem-
se apenas em vista sugerir que a cada “relacao” das que foram consideradas,
pode associar-se um conjunto de pares ordenados de tal forma que, conhecido
este conjunto, podera dizer-se, em certo sentido, que ficarda determinada a
relagdo considerada.

Um outro exemplo: seja H o conjunto dos homens e M o conjunto das
mulheres, residentes em determinada localidade. Uma relacao entre M e
H (ou entre elementos de M e elementos de H) é a que se exprime pela
condicao “y é o marido de 2" (com x € M ey € H).

Neste caso, para quem dispusesse de uma lista de todos os “casais” (x,y),
seria facil, escolhidos arbitrariamente dois elementos, um de M e outro de
H, verificar se eles constituiam ou nao um casal, isto é, se estavam ou nao
na relagdo considerada. Uma vez mais, o conhecimento de um conjunto de
pares ordenados equivaleria ao conhecimento da relacdo em causa.

Consideremos agora a condi¢ao “X é o ponto médio do segmento de ex-
tremos Y e Z” (onde pode supor-se que o dominio de qualquer das varidveis
X, Y e Z é o espago ordindrio). Esta condigdo exprime uma relagdo que
pode ser ou nao ser verificada por trés pontos X, Y e Z arbitrariamente
escolhidos (e considerados por certa ordem); do ponto de vista que temos
vindo a desenvolver, a essa relacao corresponde um conjunto, cujos elemen-
tos sao todos os ternos ordenados (U, V, W) tais que “U, V, W sao pontos
do espacgo ordinario e U é o ponto médio do segmento que tem V e W por
extremos”. Trata-se, desta vez, de uma relagao que faz intervir trés objectos
(relagdo terndria).
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Analogamente, a condicao “os pontos P, @), R e S sao complanares” cor-
responde um certo conjunto de quaternos ordenados (relagdo quaterndria),
etc.

Os exemplos anteriores contribuirdo talvez para tornar menos artifici-
ais as defini¢oes seguintes, que enunciaremos nos termos abstractos carac-
teristicos da teoria dos conjuntos:

Chama-se relagao bindria a qualquer conjunto de pares ordenados. Mais
explicitamente: diz-se que um conjunto A é uma relacao bindria sse cada
um dos elementos que o constituem é um par ordenado, isto é, sse:

vzeAﬂm,y z = (ac,y)

Se G é uma relagao bindria, em vez de dizer que o par (a,b) pertence a
G, diz-se também que o elemento a estd na relagado G com o elemento b e
escreve-se, por vezes, a G b.

Consideremos, por exemplo, a relacao binaria entre niimeros reais que
habitualmente se representa pelo sinal <. De acordo com a definigao an-
terior, essa relacao é um conjunto de pares, tais como (2,3), (—1,5), etc.
Em vez de dizer que o par (2,3) pertence a relagdo considerada, diz-se de
preferéncia que 2 estd nessa relagdo com 3 (ou que “2 é menor do que 3”) e
escreve-se 2 < 3.

De forma andloga, uma rela¢do terndria é, por definicao, qualquer con-
junto de ternos ordenados; mais geralmente, sendo n € N, chama-se relacdo
n-dria a qualquer conjunto formado por sequéncias de m objectos. As-
sim, por exemplo, sao relagoes n-drias os conjuntos de todas as sequéncias
(x1,22,...,2,) de n nimeros reais que verificam uma qualquer das trés
condicoes seguintes:

13‘) r1+x2o+...+x, =0,
28) 23+ a3+ ...+ 22 =0,
3 22+ 2d+...+22+1=0.

Observe-se de passagem que, no 1° caso, ha infinitas sequéncias que perten-
cem a relacdo considerada (se n > 1); no 2° caso, a relagao é constituida
por uma unica sequéncia: a sequéncia nula, formada por n zeros; no 3°, a
relacao ndo contem sequéncia alguma (relagao vazia).

No que vai seguir-se, as relagoes que terao maior interesse para nds serao
as relagoes binarias; alids, nesta parte do curso, quase nunca nos referiremos
a outras. Convencionamos por isso que o termo “relacao” deverd de aqui
em diante ser interpretado como abreviatura da expressao “relacao binéaria”
(salvo algum caso em que seja evidente que tal interpretacao é inaceitével).

Sendo A e B dois conjuntos, qualquer subconjunto do produto cartesiano
A x B é, evidentemente, um conjunto de pares ordenados, e portanto uma
relacdo: é o que por vezes se chama uma relacao entre os conjuntos A e
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B. Se, em particular, for A = B, podera dizer-se que se trata de uma
rela¢do mo conjunto A. E nesta acepcao que a usual relacao de “maior”
pode considerar-se como uma relacao no conjunto dos reais, a de “divisor”
como uma relacao no conjunto dos naturais, a de “irmao”, no conjunto das
pessoas humanas, etc.

Sendo G uma relagao, chama-se dominio de G ao conjunto de todos
os elementos x para os quais existe (pelo menos) um y tal que zGy e
contradominio de G ao conjunto dos y para os quais existe (pelo menos)
um z tal que = Gy; o dominio e o contradominio de G podem designar-se,
respectivamente, por D¢g e Cg:

Dg ={z:3, Gy}, Co={y:3: zGy}.

Assim, o dominio da relagao determinada pela condicao “y é o marido de z”,
considerada num dos exemplos anteriores, é o subconjunto de M formado
pelas mulheres casadas (cujo marido resida também na localidade conside-
rada); o contradominio é a parte de H formada pelos homens casados com
mulheres do conjunto M. A relacao determinada no conjunto dos reais pela
condicao z2 + y? = 1 tem por dominio e por contradominio o conjunto dos
reais compreendidos entre —1 e 1 (incluindo estes dois nimeros). A “relacao
de pertenga” (entre um conjunto qualquer A e o conjunto P(A), dos seus
subconjuntos) formada por todos os pares (z,X) tais que z € A, X C A
e z € X, tem por dominio o conjunto A e por contradominio P(A) \ {0}.
Sendo G uma relagao, chama-se inversa ou reciproca de G e representa-
se por G~ ! a relacdo que se obtém trocando as coordenadas em cada par
(x,y) € G, isto é:
G = {(y2) : (,y) € G}.
Tem-se, portanto,
yGloe = zGy.

Por exemplo, a inversa da relacao de “maior” (y > x) é a relagao de “menor”
(y < z) e ainversa da relacio definida pela condicio 22 +y? = 1 é essa mesma
relacdo. E evidente que, sendo G uma relagao arbitraria,

Dg-1=Cqg, Cg-1=Dg
e ainda (G~1)71 =G.
Exercicios

1. Prove que

Ax (BUC)=(Ax B)U(AxO),
Ax(BNC)=(Ax B)N(AxO),
AxB=0) < A=0V B=10
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2. Prove, por indugao, que se A tem m elementos e B tem n elementos,
(m,n € N), A x B tem mn elementos.

3. Sendo A =0,B=1{0,1}, C = {1}, D ={0,2,4,6}, forme os produtos
cartesianos: B x C' x D, B3 Ax B x D, C® e D%

4. a) Verifique que a relagao

G = {(0,{0}),(0,{0,1}), (1, {1}), (1, {0, 1})}

é precisamente a usual “relacao de pertenca” entre elementos do
conjunto A = {0,1} e subconjuntos deste mesmo conjunto.

b) Defina, de forma anéloga, a relagao de igualdade, entre elementos
de A e as relacoes de igualdade e de inclusdo, entre subconjuntos
de A.

5. Determine os dominios, os contradominios e as relagoes inversas das
relagoes:

a) de igualdade (em N),
b) de “divisor”  (em N),

c¢) de inclusao  (em P(A), sendo A um conjunto arbitrério).

6. O mesmo para as relagoes em R, formadas por todos os pares (z,y)
cujas coordenadas verificam as condicoes seguintes:

r<y, x=3y, x*=y, x=seny.

2.3 Funcoes. Aplicacoes. Inversao. Composicao.

Introduziremos agora a seguinte definicao fundamental:

Uma relacao F' diz-se uma func¢do sse nao contém dois pares distintos
com igual primeira coordenada; assim, dizer que F' é uma fungao equivale a
dizer que, quaisquer que sejam x, y e z

(x,y) e F N (z,2) e F = y==z.

A relacdo em R, determinada pela condicio z? + y?> = 1 ndo é uma
funcado: pertencem-lhe, por exemplo, os pares (0,1) e (0,—1). No exemplo
dos “casais”, a relacao considerada é uma funcao (excluida a hipdtese de
poliandria). A lista telefénica de uma localidade define evidentemente uma
relagao, associando a cada “assinante” o seu - ou os seus - “nimeros de tele-
fone”. Tal relagao sé serd uma fungao se nao houver na localidade assinantes
que ai tenham mais de um numero de telefone. Intuitivamente, uma funcao
pode ser imaginada como uma tabela, com duas colunas, figurando em cada
linha um par (z,y). A coluna dos z corresponderd o dominio da funcao,
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a coluna dos y o contradominio. Evidentemente, tratando-se de facto de
uma fungao, se figurarem, em duas linhas, os pares (z,y) e (z, z), ter-se-a
necessariamente y = z. Em vez de dizer que uma funcao F tem por dominio
o conjunto A, diz-se também que F' é uma fungao definida em A. Seja F
uma funcao e x um elemento qualquer do seu dominio; chama-se valor de F
em = (ou valor de F' no ponto x) o (inico) objecto y tal que (z,y) € F. O
valor de F' no ponto z é habitualmente designado por F'(x), podendo entao
escrever-se y = F(x) em lugar de (z,y) € F. Quando se pretende definir
uma funcao é geralmente preferivel, em vez de indicar explicitamente os pa-
res que a constituem, descrever o seu dominio e, para cada valor de x nesse
dominio, indicar como pode obter-se o correspondente valor da funcao. Por
exemplo, o conjunto de todos os pares (z,22), com z € R é evidentemente
uma funcao, f. Para descrevé-la, poderd dizer-se: f é a funcao definida em
R tal que f(z) = 2%(Vz € R).

Sendo A e B dois conjuntos quaisquer, designa-se por aplicacdo de A em
B qualquer fungao cujo dominio seja A e cujo contradominio seja uma parte
de B *. Para indicar que f é uma aplicacio de A em B pode escrever-se
f A — B. Evidentemente, sempre que f seja uma aplicacdo de A em B,
ter-se-a, por definicao,

Df:A, CfCB.

No caso particular de ser Cy = B, diz-se que a aplicacao f é sobrejectiva
(ou que f é uma sobrejeccio) de A em B; dizer que f : A — B é uma
sobrejecgao equivale portanto a afirmar que é verdadeira a proposigao

vyGBElaxeA Yy = f(.TU)

Por outro lado, uma aplicagdo f : A — B diz-se injectiva (ou uma
injecgdo) sse, para cada y € B, existe quando muito um x € A tal que
y = f(z); doutra forma, dizer que f é injectiva equivale a dizer que:

vx’,x”GA ! 7é v’ = f(wl) 7& f(x”)a
ou, 0 que é 0 mesmo:

vx’,x”GA f(x,) = f(xﬂ) = .’L‘/ = iL'”.
Diz-se ainda que f : A — B é bijectiva (ou que é uma bijec¢do) sse
f € injectiva e sobrejectiva. As aplicacoes bijectivas de A em B chama-se
também correspondéncias biunivocas entre A e BS.

Em vez de aplicacio de A em B diz-se também por vezes funcdo definida em A e com
valores em B.

5Usam-se também as expressdes: aplicacio de A sobre B, aplicacio biunivoca de A
em B, a aplicagdo biunivoca de A sobre B para significar respectivamente, aplicacéo
sobrejectiva, injectiva e bijectiva de A em B.
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Exemplos

1. A aplicacdo f : R — R, tal que f(x) = 2(Vx € R) ndo é injectiva (por
exemplo, f(—3) = f(3)), nem sobrejectiva (ndo existe z € R tal que

fla) = -1).

2. A aplicacdo g : N — N| definida por g(z) = =
sobrejectiva (nao existe z € N que g(z) = 2).

2 é injectiva mas nao

3. A aplicagdo D : D — {0,1} definida por

0 se x é racional
D(z) = ’
1 se x é irracional,

(aplicagao por vezes chamada fun¢do de Dirichlet) é sobrejectiva mas
nao injectiva.

4. A aplicacio ¥ : R — R, ¥(x) = 23 é uma bijeccio.

Seja f uma aplicacao de A em B. Como qualquer relagdo, f admite uma
relacdo inversa, f~!. Em geral, porém, f~! ndo é uma funcio. Quais serdo
entdo as aplicacbes f para as quais f~! é uma funcdo? A resposta é facil:
para que f~! seja uma funcao deve ter-se:

vx/,x”eA f(.l‘/) _ f(x”) N

o que, como vimos, significa que f é injectiva. Assim, a relacio inversa f !
de uma aplicagdo f : A — B é uma funcao, sse f é injectiva. Em tal caso,
chama-se a f~! a funcdo inversa ou a aplicacdo inversa de f.

Sejam A, B e C' trés conjuntos, f uma aplicacdo de A em B e g uma
aplicacao de B em C. A cada x € A corresponde, por meio de f, um unico
elemento y = f(z) € B; por sua vez g, aplicacao de B em (|, associa a esse
yum e um s6 z = g(y) € C. Assim, aplicando, sucessivamente f e g, faz-se
corresponder a cada z € A um tnico elemento z = g(f(z)) € C, definindo-se
portanto uma aplicacdo de A em C, que se chama aplicagdo composta de
f e g. Em resumo: chama-se aplicacdo composta de f e g e designa-se por
go f a aplicagdo de A em C definida por

(go f)@)=g(f(x))  (VzeA).
Consideramos, por exemplo, as aplicagoes:

p:R—=R, ¢x)=senz,
U:R-R, Ux)=az2
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Tem-se:

(Vop)(z) = U(p(x)) = (senz)® = sen’ z,
(¢ o W)(z) = sen(z?)

e também:

(¢ 0 p)(x) = sen(sen ),
(U o W)(x) = 22,

Por outro lado, se for
0:N—R, 0(z)=+x,
ter-se-4 ainda:

(pof)(x) =senvx (Vx €N)
(Pob)(z) =2 (VxeN),

mas as composigoes 0 o p, # o ¥ nao poderao formar-se (notar que a com-
posicao de duas aplicacoes f e g sé foi definida na hipétese de ser f : A — B
e g: B — C; ver, no entanto, uma nota ulterior).

O exemplo anterior revela, em particular, que a composicao de aplicagoes
nao é uma operagao comutativa: existindo foge go f pode ter-se fog #
go f (pode também acontecer que uma das composi¢oes tenha sentido e a
outra nao ou que qualquer delas o nao tenha). E facil, porém provar que
a composicao de aplicacoes é associativa, isto é, que, sendo f : A — B,
g:B—Ceh:C — D, setem sempre

ho(gof)=(hog)of.

Deixaremos a demonstragdo como exercicio.
Sendo A um conjunto qualquer, chama-se aplica¢ao idéntica em A &
aplicacao : 14 : A — A definida por

Iy(z) == (Vz € A).

E evidente que a aplicacdo I4 é uma bijeccio e que a inversa, A~1, é a
prépria aplicagao I 4.

J4 sabemos que se ¢ : A — B é uma aplicacio bijectiva, a inversa ¢! é
também uma bijeccao (de B em A). Tem-se entao, como logo se reconhece:

op)(x) ==z Vo e A,
(pop™Hy) =y VyeB,

isto é,
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Introduziremos ainda as seguintes definigoes, que nos serao necessarias
na sequéncia: Sejam A e B dois conjuntos, f uma aplicagdo de A em B e C
um subconjunto de A. Chama-se restricdo de f ao conjunto C' e designa-se
por f|c a aplicacdo de C' em B definida por:

fle(x) = f(z), VzeC.

Em particular, ter-se-4 evidentemente, f|4 = f.

Nas mesmas condicoes acima referidas, chama-se imagem ou transfor-
mado do conjunto C' pela fungao f e designa-se pelo simbolo f(C), o con-
tradominio da aplicagdo f|¢, isto é, o conjunto dos valores f(z), que corres-
pondem a todos os elementos z € C. Tem-se assim, por definicao:

F(C)=Cpo ={y: Fecc y = f(2)},

sendo também evidente que f(A) = Cy.

Supondo ainda que f é uma aplicacdo de A em B, seja agora D um
subconjunto de B; chama-se entao imagem inversa ou imagem reciproca de
D por f — e designa-se por f~1(D) — o conjunto de todos os elementos
x € A tais que f(z) € D:

f1(D)={x€A: f(z) € D}.
Nas condigoes referidas ter-se-4 portanto f~1(B) = A.

Nota. A nocao de aplicagdo composta pode ser definida com maior genera-
lidade do que foi feito atrds: sendo f: A — B e g:C — D duas aplicagoes
(onde agora A, B, C' e D sdo conjuntos quaisquer) chamar-se-d composta
de f com g e designar-se-d ainda por go f a funcdo que tem por dominio o
conjunto E = {x € A: f(x) € C} e tal que, para cada x € E, se tem

go f(x) = g(f(x)).

FEvidentemente, pode acontecer que o conjunto E seja vazio, caso em que
go f, fun¢ao com dominio vazio, serd a chamada funcao vazia (€ o que se
passa, por exemplo, se for f : R — R, f(x) = —x% e g :]0,+o00] — R, g(x) =
1/\/x). Convém observar que a maior generalidade da defini¢io acabada de
referir €, em certo sentido, apenas aparente: na realidade € fdcil verificar que
a fungdo go f agora definida nao é mais do que a composta go f| g no sentido
previamente considerado da restri¢cao de f ao conjunto E com a funcdo g.
Nao € também dificil reconhecer que, mesmo com a definicao considerada
nesta Nota, a composicdo de funcdes € ainda uma operacdo associativa.

Exercicios

1. Das relagoes consideradas nos exercicios 4, 5 e 6 da secgao 2.2, indique:
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a) as que sao fungoes;

b) as que tém por inversa uma fungao.
. Dé exemplos de aplicagoes de R em R e de N em N que sejam:

a) bijectivas,
b
¢

d

injectivas mas nao sobrejectivas,

) sobrejectivas mas nao injectivas,
) nao injectivas nem sobrejectivas.

. Classifique, numa das quatro classes consideradas nas alineas do exer-
cicio 2, as seguintes fungoes:

fiRoR, @)=z,

g:NoR,  ga) =2,
F:N—N, F(z)=2z+1,
G:R—N, G 1+ |C(z)],

onde C(z) designe o maior nimero inteiro inferior ou igual a x.

. Supondo A C B, chama-se aplica¢ao canonica de A em B a aplicacao
I : A — B definida por I(z) = z (Vx € A). Prove que I é uma
aplicagao injectiva. Em que caso é bijectiva?

. Prove que se f : A — B é injectiva, f7! : Cy — A ¢é uma bijeccao
e que se g : A — B é uma bijeccio, g-' : B — A é também uma
bijeccao.

. Dadas as aplicagoes de R em si mesmo definidas por

flx) = z3, g(z)=x+1, h(zx)=|z|,

determine fog, go f, foh,hof,goh, hog, (fog)oh,fo(goh),
flog, fTrog g tof T e (fog)h

. Sendo f, g e h as aplicagGes do exercicio 6 e
C={-1,0,1}, D={z:2e€ R N -2<2x<3},

determine os conjuntos f(C), g(C), h(C), f(D), g(D), h(D), f(N),
g(N), h(N), f(R), g(R) e h(R).

. Sendo f: A — B, verifique que foly =1Igo f=f.

. Prove que a composicao de aplicagoes é uma operagao associativa.
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10. Recordando que uma funcao foi definida como sendo um conjunto de
pares ordenados (com certa propriedade especial) e tendo em conta a
defini¢ao de igualdade de conjuntos, prove que duas fungoes f e g sao
iguais sse

(Dy = Dg) A (Vwep, f(z) = g(@)).

11. Prove quese f : A — Beg: B — C sao injectivas (resp. sobrejectivas)
g o f é injectiva (resp. sobrejectiva).

12. Prove que f : A — B é uma bijeccao sse existe g : B — A tal que
feg=Ipegof=Ia.

13. Sendo A e B dois conjuntos, diz-se que A é equipotente a B e escreve-
se A ~ B sse existe uma bijeccio f : A — B. Prove que, quaisquer
que sejam A, B e C, se tem:

a) A= A.
b) A~ B <= B~ A
c) Ax BNB~(C= A~C.

2.4 Relacoes de equivaléncia. Relacoes de ordem.

Seja A um conjunto nao vazio. Uma relagdo G no conjunto A, diz-se uma
relacdo de equivaléncia sse forem verificadas as propriedades seguintes:

Veea x G (reflexividade),
Voyed ©Gy = yGuaz (simetria),
Voyred Gy N yGz= xGz (transitividade).

Sao relagoes de equivaléncia, por exemplo, a relagao de “igualdade” (num
conjunto qualquer), a relagdo de paralelismo (no conjunto das rectas do
espaco, e admitindo que se considera a coincidéncia como caso particular do
paralelismo), a relagdo de “semelhanga” (entre tridngulos, por exemplo), a
relacdo de “equipoténcia”, entre subconjuntos de um conjunto arbitario (cf.
exercicio 13), etc. Nao sao relagoes de equivaléncia: a relacao de “perpen-
dicularidade”, entre rectas (nao é reflexiva, nem transitiva), as relagoes de
“divisor” entre numeros naturais e de “contido” entre conjuntos (nao sao
simétricas), a relacao de “maior” (nao é reflexiva, nem simétrica).

Fixada uma relagdo de equivaléncia G num conjunto A, diz-se que dois
elementos a, b de A sao equivalentes (seqgundo G) sse a Gb. Nas mesmas
condigoes, sendo ¢ um elemento qualquer de A, chama-se classe de equi-
valéncia de ¢ (segundo G) e designa-se usualmente por G[c|, ou apenas [c],
o conjunto de todos os elementos de A que sdo equivalentes a c:

xz €] = zGe.
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No caso da relacao de paralelismo, a classe de equivaléncia de uma recta
¢ o conjunto de todas as rectas que tém a mesma direccdo do que a recta
dada; para a relagdo de igualdade num conjunto X, tem-se para qualquer
elemento ¢ € X, [¢] = {c} (isto é, a classe de equivaléncia de ¢ tem um tdnico
elemento: o préprio ¢). Demonstraremos agora o seguinte:

Teorema. Seja G uma relagdo de equivaléncia no conjunto A, a e b ele-
mentos quaisquer de A. Tem-se entdo:

1) a € [a).

2) aGb <> [a] = [b].

3) ~ (a Gb) < [a] N[b] = 0.
Demonstracdo:

1) Para provar que a pertence a sua propria classe de equivaléncia, basta
atender a definicao desta classe e ao facto de que, por hipétese, a é
equivalente a si préprio (visto que a relagdo G é reflexiva). Observe-se
que de aqui resulta, em particular, que nenhuma classe de equivaléncia é
vazia.

2) Para provar que, se a e b sao equivalentes tém a mesma classe de equi-
valéncia, suponha-se, de facto, a G b e observe-se que, se ¢ é um elemento
qualquer de [a] tem-se (por definigdo de [a]) ¢G a e portanto também,
pela transitividade de G, ¢Gb, isto é ¢ € [b]. Fica assim provado que
[a] C [b] e, como poderia provar-se da mesma forma que [b] C [a], pode
concluir-se que [a] = [b]. Reciprocamente, se [a] = [b], tem-se, por (1),
a € [b] e portanto a G b.

3) Para reconhecer que as classes de equivaléncia de dois elementos ndo
equivalentes sao disjuntas — ou, o que é o mesmo que, se [a] N [b] #
(), se tem necessariamente, a Gb — basta notar que, sendo ¢ € [a] N
[b], ter-se-4 cGa (visto que ¢ € [a]) e cGb (visto que ¢ € [b]). Logo,
atendendo a simetria de G, ter-se-4 também a G c e ¢G b e finalmente,
pela transitividade, a Gb. Em sentido inverso observe-se que, por (2),
a G b= [a] = [b] e portanto, como uma classe de equivaléncia nao pode
ser vazia, [a] N [b] # 0.

Introduziremos ainda a seguinte definicao:

Sendo G uma relagao de equivaléncia num conjunto A, chama-se con-
Junto quociente de A (segundo G) e designa-se por A/G o conjunto formado
pelas classes de equivaléncia (segundo G) de todos os elementos de A. Por
exemplo, no caso de G ser a relacao de igualdade no conjunto A, A/G é o
conjunto de todas as partes de A que tém apenas um elemento. Se G for
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a relacao de equivaléncia, no conjunto das pessoas (nao apétridas), definida
por:
x Gy <= z tem a mesma nacionalidade que vy,

cada uma das classes de equivaléncia segundo G serda formada por todas
as pessoas que tém uma determinada nacionalidade e o conjunto quociente
corresponderd, de certo modo, ao conjunto de todas as nacionalidades.

Nota. Como exemplo particularmente significativo da utilizagcdo da nog¢ao
de conjunto quociente em Matemdtica, indicaremos nesta nota o processo
usualmente adoptado para definir o conjunto Z dos nimeros inteiros (0,
+1, £2,... ) a partir do conjunto dos naturais, N, que, por agora, suporemos
previamente conhecido. A defini¢do pode indicar-se em poucas palavras (mas
s0 poderd ser bem compreendida se se tiver em conta a motivacdo que serd
indicada posteriormente):

Considere-se o conjunto N?, de todos os pares ordenados de nimeros
naturais,

N? = {(a,b) : a,b € N}

e, neste conjunto, a relagdo de equivaléncia G definida da sequinte forma:
(a,b) G (¢,d) <= a+d=b+ec.

Nestas condig¢des, o conjunto Z dos numeros inteiros €, por defini¢do, o
conjunto quociente N?/G.

Qual a ordem de ideias que pode conduzir naturalmente a esta defini¢cdo?
Para a apreender comecemos por lembrar que a consideracdo do conjunto Z é
essencialmente motivada por uma “insuficiéncia” do conjunto dos naturais:
o facto de nem sempre ser possivel em N a operacdo de subtraccdo. Na
realidade, supondo a,b € N, a equagdo em x:

at+xz="

s0 tem solucao em N se for a < b.

Como esta limitagao € indesejdvel, do ponto de vista algébrico, surge
naturalmente a ideia de construir um sobreconjunto Z do conjunto N, no
qual a equacdo anterior jd tenha solucdo, quaisquer que sejam a e b.

Nesse sentido, observemos primeiramente que, quando a equagcdo consi-
derada tem solucdo em N — isto €, quando a < b — essa solugdo € unica
(x = b—a). Pode exprimir-se este facto dizendo que a cada par (a,b) de
numeros naturais, que verifique a condigdo a < b, corresponde um e um
s6 natural x, que € solugdo da equacdo considerada. Note-se, porém, que
a correspondéncia assim estabelecida entre os niumeros naturais x e 0s pa-
res ordenados (a,b) € N2, tais que a < b, ndo € biunivoca; por exemplo,
a qualquer dos pares (1,5),(2,6),(3,7),... corresponde o mesmo natural, 4
(solugdo comum das equagoes 1 +x =05,24+x=6,...).
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Que condi¢ao devem entao verificar dois pares (a,b) e (¢,d) — coma < b
e c < d — para que lhes corresponda o mesmo natural ¢ Facilmente se vé
que tal condicdo pode ser expressa pela igualdade a +d = b+ c.

Assim, se utilizarmos esta igualdade para definir uma relagao g no sub-
conjunto de N? formado pelos pares com primeira coordenada inferior
sequnda, isto €, se pusermos, no referido conjunto:

(a,b) g (¢,d) <= a+d=0b+c,

verificamos sem dificuldade que g € uma relagdo de equivaléncia e que as
classes de equivaléncia determinadas por esta relacdo podem por-se em cor-
respondéncia biunivoca com 0s niumeros naturais.

O que se passard, porém, se considerarmos a relacdo de equivaléncia G,
definida da mesma forma, ndo no subconjunto de N? acima indicado, mas em
todo o conjunto N?? Além das classes de equivaléncia correspondentes aos
nimeros naturais (todas formadas por pares em que a primeira coordenada €
menor do que a sequnda) obteremos agora novas classes que, intuitivamente,
poderemos supor corresponderem a numeros de movo tipo, precisamente 0s
numeros de que necessitdvamos para resolver equacdes da forma a+ x = b,
quando for a > b.

Agora, para dar uma definicao matematicamente correcta dos objectos
que constituem o novo conjunto numérico que alcan¢dmos (por enquanto
apenas intuitivamente) e que € precisamente o conjunto dos inteiros, o mais
stmples serd chamar nimero inteiro a qualquer das classes de equivaléncia
determinadas em N? pela relacdo G. Uma tal definicio parecerd certamente,
a uma primeira vista, um tanto artificial: claro que, na prdtica, ninguém
pensard nunca, ao calcular com inteiros, que eles sao certas “classes de
equivaléncia de pares de numeros naturais”.

Porém, ndo € de cdlculo que agora se trata, mas sim de procurar obter
uma definicdo rigorosa do conjunto Z, a partir de N e utilizando exclusiva-
mente nogoes fundamentais da teoria dos conjuntos (tais como a de produto
cartesiano e a de conjunto quociente) que, por sua vez, tenham jd sido defi-
nidas com o indispensdvel rigor. Ora para este efeito, a defini¢ao indicada
€ perfeitamente satisfatoria.

Designando por |a,b] a classe de equivaléncia a que pertence o par (a,b)
— com a e b naturais quaisquer — diremos que esta classe corresponde a
um numero natural sse for a < b; nesta hipdtese, o niumero natural corres-
pondente ao inteiro [a,b] é precisamente o nimero b — a.

Quando for a > b, a classe [a,b] € um inteiro que nao corresponde jd a
nenhum niumero natural.

Na prdtica, cada nimero natural e o nimero inteiro correspondente —
em principio, objectos matemdticos distintos — sao mesmo “identificados”,
passando-se a designd-los pelo mesmo simbolo. Feita essa identificagdo, po-
derd dizer-se que o conjunto N € um subconjunto do conjunto Z.
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Vejamos como se definem as operacoes algébricas fundamentais no con-
Junto Z, acabado de construir.
A adicdo de dois inteiros € definida pela igualdade ©:

[a,b] + [c,d] = [a + ¢, b+ d].

Facilmente se verifica que todos os pares da forma (c,c), com ¢ € N),
sao equivalentes entre si e que se tem, para qualquer inteiro |a,b]:

[a,b] + [¢, ] = [a, b]

(atender a igualdade [a + ¢, b+ ¢] = [a,b], consequéncia da equivaléncia dos
pares (a+¢,b+c) e (a,b)).

Assim, [c,c] € elemento neutro para a adi¢ao: chama-se-lhe zero do con-
junto Z e usa-se, para designd-lo, o simbolo 0.

Os inteiros [a,b] e [b,al], de soma igual a zero, sdo inteiros simétricos;
€ fdcil reconhecer que qualquer inteiro diferente de zero ou é um numero
natural ou € o simétrico de um nidmero natural (o que, em particular, sugere
a forma usual de notagao dos inteiros: 0,+1,4+2,... ).

No que respeita a multiplicacao de inteiros, limitar-nos-emos a indicar
que ela pode ser definida pela igualdade

[a,b] - [¢,d] = [ad + be, ac + bd],

a partir da qual € bastante simples (como o teria sido também no caso da
adi¢ao) deduzir as propriedades da multiplicagao de inteiros ji conhecidas
do curso liceal.

Finalmente, € importante observar que pode construir-se o conjunto Q,
dos mimeros racionais, a partir do conjunto Z, por um processo inteiramente
andlogo ao que seguimos na passagem de N para Z.. A ideia orientadora desta
nova “ampliacao” € a de tornar resoluvel qualquer equacdo da forma

a-x=>

com a # 0, isto €, no fundo, a de tornar sempre possivel a divisdo, com
divisor diferente de zero.
O conjunto Q pode entdo ser definido pela forma sequinte:
Considere-se o conjunto de todos os pares (a,b) com a,b € Z e a # 0,
isto é, o conjunto (Z\{0}) x Z — que aqui representaremos abreviadamente
por W —, e introduza-se em W a relagdo de equivaléncia S definida por

(a,b) S (c,d) < ad = bc.

6Observe-se que, se os pares (a,b) e (c,d) forem respectivamente equivalentes a (a’,b')
e (¢',d’), também os pares (a’ +¢',b' +d’) e (a+ ¢, b+ d) serdo equivalentes, o que mostra
que a igualdade em referéncia permite realmente definir uma operagdo no conjunto dos
inteiros (isto é, uma aplicacdo de Z X Z em Z).
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O conjunto dos racionais Q é, por defini¢cao o quociente W/S. Quanto

as operacoes algébricas, designando por 3 a classe de equivaléncia a que per-
tence o par (a,b) — o que, alids, poderd lan¢ar alguma luz sobre a razio que

levou a definir a relacdo S pela forma indicada. .. — por-se-d, por definicdo:
b d ad+bc
24+ 2= ,
a c a-c
b d b-d
a ¢ a-c

Cada midmero inteiro ¢ serd “identificado” com wm racional, precisa-
mente o racional 7, passando entdao a ter-se N C Z C Q. Também neste
caso podem deduzir-se sem dificuldade as propriedades operatorias ja conhe-
cidas, o que ndao faremos.

Seja A um conjunto qualquer e suponhamos fixada uma relagao binaria
no conjunto A, relacdo que designaremos pelo simbolo < (que pode ler-
se “precede”). Diz-se que < é uma relagao de ordem parcial sse forem
verificadas as propriedades seguintes:

Veyea x <y = x#vy (anti-reflexividade),
Veyea © <y =~ (y <) (anti-simetria),
VoyrzeA T <=y ANy <2z => = <z (transitividade).

Se, além destas propriedades, se tiver:
Voyea =<y V o=y Vy=<z (tricotomia)

a relacao < dir-se-4 uma relagdo de ordem total, ou simplesmente uma
relagdo de ordem. Como exemplos de relagoes de ordem, registaremos: a
relacio de < (ou a de >), no conjunto dos reais, R (ou em qualquer dos
conjuntos N, Z, Q) e a relacdo determinada, no conjunto de todas as pa-
lavras da lingua portuguesa, pela condicao “x precede alfabeticamente 3”.
Como exemplos de relagoes de ordem parcial (além dos anteriores, visto que
qualquer relagdo de ordem total é também uma relagdo de ordem parcial)
indicaremos ainda a relacao de “inclusao estrita” — isto é, a relacao defi-
nida pela condicado X C Y A X # Y — entre as partes de um conjunto
qualquer, a relacdo de “divisor estrito” no conjunto dos inteiros ’, a relacdo
de “descendente” no conjunto dos seres humanos, etc.

Um conjunto A diz-se ordenado (ou totalmente ordenado), quando es-
tiver fixada uma relacdo de ordem em A; da mesma forma, um conjunto
no qual se tenha fixado uma relacao de ordem parcial é um conjunto parci-
almente ordenado. Dada uma relacdo de ordem < (total ou parcial), num

T«g & divisor estrito de y” equivale a “z divide y e = # y”.
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conjunto A, chama-se relagao de ordem lata associada a <, a relacao <
definida pela forma seguinte:

r<y<<=zxr<yVr=y.

Por exemplo, a relacao de <, no conjunto dos reais é a relacao de ordem
lata associada a relagao <; as relagoes latas associadas as de “estritamente
contido” e de “divisor estrito” sao as relagoes de “contido” e de “divisor”,
respectivamente.

Facilmente se verifica que, sendo < uma relacao de ordem parcial no
conjunto A, a relagdo de ordem lata associada a < tem as propriedades:

Veea v <z (reflexividade),
Voyed T <y Ny<xz= 2=y (anti-simetria lata),
Voyzed T <Yy Ny =<z=x <z (transitividade)

e que, se < for uma relagao de ordem total, se tem ainda:
Veyear <y Vy < x (dicotomia).

Consideremos agora um conjunto (totalmente) ordenado A e, para maior
comodidade, designemos pelo simbolo <, que leremos mesmo “menor”, a
relacao de ordem fixada em A. Introduzamos ainda as habituais convengoes
de notacao:

a>b<=1b<a,
a>b<=a>bV a=hb,
a<b<c<=a<bANb<e,
a<b<c<=a<bAb<ec,

etc.

Nestas condigoes, sendo a e b elementos de A tais que a < b, chama-se
intervalo fechado de extremos a e b (no conjunto A) e designa-se por [a, b],
o conjunto:

[a,b) ={x:2 € ANa<z<b}

Define-se analogamente o intervalo aberto de extremos a e b:
la,b[={x: 2 € ANa<z<b}
e os intervalos semifechados:
[a,b={r:z€ ANa<z<b}

la,b) ={x:z € ANa<z<b}

40



2.4. RELACOES DE EQUIVALENCIA. RELACOES DE ORDEM.

Seja agora X um subconjunto qualquer de A. Diz-se que um elemento ¢
de A é um minorante de X sse

Veex ¢ < .

Evidentemente, se ¢ for um minorante de X, qualquer elemento ¢’ € A
tal que ¢’ < ¢ serd também um minorante de X.

Diz-se que o conjunto X é minorado (ou limitado inferiormente) sse X
tiver pelo menos um minorante; assim, dizer que X é minorado equivale a
afirmar que

deeaVeex c <z

Analogamente, chama-se majorante de X a qualquer elemento d € A tal
que
vxeX o S d

e diz-se que o conjunto X é majorado (ou limitado superiormente) sse
JdeaVzex v < d.

Um conjunto X C A que seja minorado e majorado diz-se um conjunto
limitado; portanto, X é limitado sse

dedeaVeex c < x < d.

Exemplos: (considerando sempre como conjunto ordenado — isto é, no
lugar do conjunto A das defini¢bes precedentes — o conjunto R, com a
relacao de ordem < usual): N é um conjunto minorado (qualquer niimero real
< 1 é um minorante) mas nao majorado nem, portanto, limitado; o conjunto
Q, dos racionais negativos é majorado (sao majorantes os reais > 0) mas
também nao é limitado; é limitado o conjunto dos reais que verificam a
condicio x> < 4, que é precismente o intervalo ] —2,2[ e que tem por
minorantes os reais < —2 e por majorantes os reais > 2.

Dado um subconjunto X do conjunto ordenado A pode existir ou nao
em X um elemento menor do que todos os outros, isto €, um elemento a tal
que:

1) a € X,
2) Veex a < .

E facil, porém, reconhecer que, se existir um elemento a nas condigoes
indicadas, esse elemento é tinico: basta observar que, se a e a’ verificam
as condigoes (1) e (2), se tem necessariamente ¢’ < a e a < a/, donde
resulta ¢ = a’. Um tal elemento a (quando existe) é chamado o minimo do
conjunto X e designado por min X. Define-se de forma analoga o méximo
de X (max X): b é mdzrimo de X sse
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1) be X,

Evidentemente, um conjunto X C A pode ter ou ndo ter maximo. Por
exemplo, no conjunto R, com a relagdo de ordem habitual, ndo tém maximo
nem minimo o intervalo 0, 1[ e os conjuntos Z, Q, R; tém minimo (= 1) mas
nao maximo, os conjuntos N, [1,3[; tém maximo (= 5) e minimo (= 2), os
conjuntos {2,3,5} e [2,5], etc. Seja de novo X um subconjunto do conjunto
ordenado A, mas admitamos agora que X é majorado, e designemos por V'
o conjunto de todos os majorantes de X. Chama-se supremo de X (sup X)
ao minimo de V (se V n&o tiver minimo, diz-se também que X n&o tem
supremo). Assim, o supremo de X (quando existe) é o elemento s € A
caracterizado pelas condigoes seguintes:

1) Vaex  <s (isto é,s € V,s é um majorante de X),
2) Voevy s <v  (nado hd majorantes de X menores do que s).

Convém observar que esta ultima condicao poderia também exprimir-se
da seguinte maneira:

Viea [2 < s = Jpex z < 7.

Isto é, qualquer elemento de A menor do que s é também menor de que
algum elemento de X (e portanto ja ndo é um majorante deste conjunto).
De forma analoga, suponhamos agora que X é um subconjunto minorado de
A e designemos por U o conjunto dos minorantes de X. Chama-se infimo de
X (inf X') ao maximo de V, se tal méximo existir; nesta hipdtese, o infimo
de X serd o elemento r € A caracterizado por:

1) Voex r <z (isto é,7 € U,r é minorante de X),
2) Yuer u <r (n@o hd minorantes de X maiores do que r),

podendo ainda esta tltima condicao traduzir-se por:
Vyea [r <y = Fpex = <yl

E f4cil reconhecer que um conjunto X que tenha maximo tem também
supremo, tendo-se entao, precisamente, sup X = max X; a existéncia do
supremo nao garante, porém, que exista maximo: o supremo de X é efecti-
vamente maximo sse pertencer ao conjunto X. Evidentemente, sao validas
afirmacgoes anélogas a respeito do minimo e do infimo. Exemplos (uma vez
mais em R, com a ordenacao habitual): os intervalos [1, 3], [1, 3], |1, 3] e ]1, 3]
tém todos o mesmo infimo, 1, e 0 mesmo supremo, 3; o infimo é minimo
apenas no caso dos dois primeiros intervalos, o supremo sé é maximo para
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0 1° e 0 3°. Finalmente, o conjunto X formado pelos inversos de todos os

numeros naturais,
1
X=<zr:dpeyxr=—"0,
n

tem por supremo 1 (que é maximo) e por infimo 0 (que nao é minimo).

Exercicios

1. Indique se gozam das propriedades: 1) reflexiva, 2) simétrica, 3) tran-
sitiva, as relacdes formadas por todos os pares (z,%) € R? tais que:

23 =,

22 4+ 9% >0,

zt +yt <0.

2. Questao analoga a anterior, para as relagoes determinadas, no conjunto
dos seres humanos, pelas condicoes:
x é pai de y, x é mais velho do que y, z e y tém a mesma residéncia.

3. Dada uma aplicagdo f : A — B, seja ¢ a relagdo no conjunto A
definida pela forma seguinte:

rpy <= f(z) = f(y)

Mostre que se trata de uma relacao de equivaléncia. Quais sao as
classes de equivaléncia, se f for injectiva?

4. Escolhido um ponto O no espago ordinario, considere-se a relacao 6
definida por

P0(Q <= existe uma recta que contem O, P e Q.

onde P e () designam pontos quaisquer do espago. Mostre que 6
nao é uma relagao de equivaléncia, mas que o seria sem em vez de
considerarmos todos os pontos do espaco, considerdssemos todos os
pontos distintos do ponto O. Quais seriam as classes de equivaléncia
correspondentes?
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10.

. Sendo A um conjunto qualquer, chama-se particio de A a qualquer

conjunto P de partes de A nédo vazias, disjuntas duas a duas e cuja
reuniao seja A; a relagao p, no conjunto A, definida por

rTpy < dpeprx € B NyeB

¢ uma relagao de equivaléncia. Qual é o conjunto quociente, A/p?

Prove também que qualquer relacdo de equivaléncia em A determina,
por sua vez, uma particdo de A, formada pelas correspondentes classes
de equivaléncia.

. Prove que, para que uma relagdo bindria < num conjunto A seja uma

relacdo de ordem (total), é necessdrio e suficiente que sejam satisfeitas
as duas propriedades seguintes:

12 — transitividade,

2% — sendo x e y elementos quaisquer de A, verifica-se necessaria-
mente uma e uma so das condigoes: z <y, T =y, Yy < .

No conjunto ordenado R com a ordenacao usual, verifique se sao majo-
rados, minorados e limitados os conjuntos considerados nos exercicios
8 e 9 da seccao 2.1 e, se possivel, determine maximos, minimos, supre-
mos e infimos dos mesmos conjuntos.

. Questoes analogas as do exercicio 7, para os conjuntos de nimeros

reais definidos pelas férmulas:

a) 1+ %,
b) 1,
2

C) 1- %7

d) (=1)=,

e) (1+2) sen’,

14(—1)"
£) sy

onde se supoe que n assume todos os valores naturais.

. Considere como conjunto ordenado total o conjunto Q, dos racionais,

com a usual relacao de <, e verifique que o subconjunto X de Q
definido por:
X={z:2€QAn2*><2}

¢ majorado mas nao tem supremo.

Prove que, se X e Y sao subconjuntos limitados de um conjunto or-
denado A, X NY e X UY sao também limitados.

44



2.4. RELACOES DE EQUIVALENCIA. RELACOES DE ORDEM.

11. Sendo X e Y partes de um conjunto ordenado A, tais que X C Y e
supondo que existem sup X e sup Y, prove que sup X < sup?.
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