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Justifique cuidadosamente todas as suas respostas.
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(4,5) 1. Considere os conjuntos A = {x ER: —— < 1} eB= {cos <( n) > tne N}
e

(a) Escreva o conjunto A como intervalo ou uniao de intervalos.
(b

(c
(d) Indique, justificando, o valor 16gico das seguintes proposigoes:
i. Je>0:]1—¢14+€[CR\A;

ii. JxeB: b<z, Vbe B;

Indique o supremo, o infimo, o maximo e o minimo, caso existam, do conjunto B.

Calcule a fronteira de AN Q, a fronteira de B e o conjunto dos pontos de acumulacao de B.

)
)
)
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(4,0) 2. (a) Prove, utlilizando o principio de indugado matematica, que
n
D k(k+2)28 =2((n* +1)2" —1), VneN.
k=1
(b) Determine a fungao real de varidvel real f que verifica f(1) =1 e f'(z) = In(z? + 1).

(4,5) 3. Dado a,b € R considere f : R — R uma funcao tal que

1
arctan () sex <0
T

fly=¢ b . sex =0
Jo ¥ et dt

T

sex >0

(a) Determine, caso existam, os valores de a e de b para os quais se tem f € C°(R).
(b) Determine, ou prove que nao existem, valores de a e de b para os quais f é diferencidvel em = = 0.

(c) Considere g(x) = xzf(z) e indique, justificando, para que valores de a € R\{0} a seguinte proposigao
¢é verdadeira:
Yo,y €RT z <y = g(z) > g(y);

(2,0) 4. Utilize o teorema de Lagrange para provar que,

tan(z) > x, Vxe}&%[.

(2,5) 5. Dado « > 0, estude, em fungdo do parametro a, a convergéncia do seguinte integral:

/2 In(1+ v/x) (82_3: — 1) .
0

v dxe — g2te

(2,5) 6. Seja f uma funcao real de varidvel real, diferencidvel em R e suponhamos que existem a,b € R tais que
f(a) = —f(b) = 1. Considere a funcdo g(z) = zf(z).

(a) Prove que a equagdo ¢'(z) = 0 tem, pelo menos, uma solucao real positiva.

(b) Prove que a equagao g'(z) = 1 tem, pelo menos, uma solugéo no intervalo ]0, a.



