Licenciatura em Matematica Aplicada & Economia e a Gestao
ANALISE MATEMATICA 2

Exame em Epoca Normal 08/01/2014

Parte I

1. Mostre que a série numérica ., - (\/nﬁ +1-— Vn5> € convergente se e so se 3 > 2.

Multiplicando e dividindo o termo geral pela sua expressdo conjugada temos
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O termo geral apenas sera um infinitésimo se 8 > 0, pelo que para termos convergéncia da série, essa

condigdo deve ser verificada. Comparemos entdo com a série de termo geral 1/n%/2:
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Entéo a série em andlise tem a mesma natureza que » nﬁ—l/z, pelo que é convergente se e s6 se /2 > 1,
ie se > 2.

2. Desenvolva a fungao f(x) = xlogx em série de poténcias de (x —2), indicando o maior intervalo (ndo
necessariamente aberto) onde esse desenvolvimento é vdlido. Aproveite o resultado para determinar o
valor de f(1?)(2).

Comecemos por notar que f”(xz) = 1/x. Podemos entdo escrever

f”(:”)zizz_(;_x) - 1_(142—90)
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Se z €]0,4] esta ultima expressdo pode ser identificada com a soma de uma série geométrica de
razao (2 — x)/2 pelo que, para esses valores de z, se tem f"(z) =", -, (2]—131(95 —2)™. No intervalo
de convergéncia absoluta, podemos obter o desenvolvimento de f primitivando duas vezes (termo a

termo) o desenvolvimento em série obtido para f”.
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Como f/(2) =log2+ 1, devemos ter C =log2 + 1. Finalmente,
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=2log2+ (log2+1)(x — 2) + Z 310 — 1)n($ —2)"
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Devemos agora verificar se a série é convergente nos extremos do intervalo |0, 4[. Quando z = 0 a série
é dada por

(=" n(_g)” =2log2+ (log2+1)(0—2) + Z ﬁ

210g2 + (log2 + 1)(0 — 2) + Zm
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que é absolutamente convergente (comparar com 1/n?). Quando x = 4 a série é dada por

2log2+ (log2+ 1)(4 —2) + > %2” —2log2+ (log2+ 1)(0—2)+ 3 ((n__l):)i

que é absolutamente convergente (comparar o seu médulo com 1/n?). Assim, o maior intervalo onde

o desenvolvimento obtido é vélido ¢ o intervalo [0,4].

Relativamente ao valor de f (12)(2), este pode ser obtido usando a unicidade do desenvolvimento em

série, junjtamente com a série de Taylor de f, para concluir que f(12)(2) = ¢1212!, em que c¢12 é 0

12

coeficiente de (z — 2)*? no desenvolvimento em série de f. Assim, concluimos que
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2
. Considere a func¢io f: Dy C R? — R? definida por f(x,y) = (:cy sin (\/1/33 + y) , ‘ljy2) )
€ Y

(a) Represente analitica e geometricamente o dominio de f, assim como o seu interior, exterior e

ronteira. Indique uma sucessao de pontos na fronteira de D¢ convergente para um ponto em Dy.
f !

1
Dy ={(z,y) €R* 12 # 0, — +y > 0,a" +y* # 0}

/ {(r.y) R r A0y > )

Int(Dy) ={(z,y) € R*:z#0,y > *l}

/ Bat(Dg) ={(r,y) € R 1240,y < —}

Fr(Dy) ={(z,y) e R : 2z # 0} U {(z,y) €R*: 2 # 0,y = _é}

Finalmente, em relagdo a sucessao pedida, basta tomar uma sucessao de termos na curvay = —1/x,

—1
cujo limite pertenca & mesma curva. Um exemplo pode ser u,, = <1 +1/n, 1+1/> —(1,-1).
n

(b) Calcule, ou mostre que nao existe, lim  f(z,y).
(z,9)—(0,0)

Uma vez que o limite apenas existird se existirem os limites de ambas as componentes, analisemos

primeiro a segunda. Se calcularmos os limites direccionais,
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= 2/k.

Como estes limites direccionais dependem da recta escolhida, nao existe limite da segunda com-

ponente de f na origem, pelo que o limite de f na origem néo existe.

(c) Determine o maior subconjunto de R? ao qual f pode ser prolongada por continuidade.
A fungdo f é continua em todo o seu dominio, sendo que sobre a linha y = —1/2 toma o valor
(0, =222 /(2% +1)). Assim, se para z # 0,y = —1/z definirmos f desse modo, ficaremos com uma
fungdo continua para qualquer x # 0.
Como j& vimos que f ndo tem limite em (0,0), ndo poderd ser estendida por continuidade a esse
ponto. Resta portanto verificar a possibilidade de a estender a pontos da forma (0,yo),yo # O.

Calculando os respectivos limites, temos

lim filz,y) = lim zyseny/1/x+y =0

(@)= (0%,y0) (@)~ (0% o)

lim fi(z,y) = lim 0=0

(2,y)—(07,y0) (z,y)—(0%,30)

20y 0

=0

lim z,Y) = lim =
(m7y)—>(0+7yo)f2< 2 (@)= 0t y0) 24 + 42 Y2

lim fal(z,v) lim —22°
) = 1 % 11
()0~ y0) " Y (2,9)—(0+,y0) 6 + 1

Por tudo isto concluimos que f pode ser estendida por continuidade a R? \ {(0,0)}.
+00
4. Sejam (Ag)ren subconjuntos compactos de de R™. Mostre que o conjunto A = ﬂ Ay € compacto.
k=1
Um subconjunto de R™ é compacto se e s se é limitado e fechado. Como a intersec¢ao de todos os
conjuntos Ay estd contida em cada um deles, e sendo estes limitados, o conjunto A é limitado. Por
outro lado, como os conjuntos A sdo fechados, o conjunto A, que é a interseccao destes, também serd

fechado. Finalmente, se mostramos que A é limitado e fechado entao ele é compacto.

Cotacgao: 2,0 + 2,0 + (1,5 + 1,5 + 1,5) + 1,5 = 10,0

Parte 11

1. Considere a fun¢do

x2arctg (Q) — y2arctg (Jj) , xy #0
flz,y) = x y
0 , zy =0

(a) Calcule as derivadas parciais de f no ponto (0,0).
Uma vez que os pontos relevantes para o calculo das derivadas parciais residem no ramo de f

onde esta é nula, podemos aplicar as regras usuais de derivacdo no segundo membro da funcao,
0 0
obtendo a—i(0,0) = 8—£(0,0) = 0.



(b) Mostre que para qualquer vector nio nulo u = (u1,ug) se tem %(O, 0)= gf(O 0)+ ng

Em primeiro lugar observemos que, se u; = 0 ou us = 0, 0 mesmo argumento da alinea anterior

(0,0).

garante que a derivada direccional é nula. Relativamente a vectores em que u1,us # 0, calculemos

directamente a derivada direccional,

of (tui)?arctg (“”) — (tug)?arctg (%) o ) up )
— = lim = lim ¢ ( ujarctg | — | — usarctg
t—0 (751

ou  t—0 t

2)) -
u»

Ora, se todas as derivadas direccionais sdo nulas na origem (incluindo as derivadas parciais), a

relagdo proposta é obviamente verdadeira.

(c) O resultado da alinea anterior permite estabelecer a diferenciabilidade de f na origem? Justifique.
O resultado anterior ndo permite concluir sobre a diferenciabilidade de f na origem. Se f for
diferencidvel em (0,0), entdo sabemos que %(0, 0) = u-Vf(0,0), o que é equivalente & relagao
demonstrada. No entanto ndo existe nenhum resultado que permita concluir o reciproco, que é em
geral falso, pelo que ndo temos a partida garantia de diferenciabilidade (para esclarecer a situacao

terfamos que fazer a verificagdo através dos meios habituais).

2. Considere fungdes F : R? — R tal que (u,v) — F(u,v) e W : R? = R tal que W (x,y) = oF (zy,y/x).
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3. Determine os pontos criticos da funcao f(x,y) = (3—2)(3—y)(x+y—3). Indique, justificadamente,

se f possui extremantes locais ou globais.

Os pontos criticos de f sao as solugoes do sistema

of
el -B-y)z+y-3)+B-2)3-y)=0 B-y)6—-22-y)=0

= = <
o _ —B-2)(r+y—3)+B-2)3-y) =0 (3—2)(6—2—2y) =0



y=3 y=06-—2z y=3 y=06-—2z

xr=3Vz=0 3—2)(—6+3z)=0 r=3Vz=0 r=3Vx=2

Assim, os ponto criticos sdo: (3,0),(0,3),(3,3),(2,2). Como f é diferenciavel em R? os seus extre-
mantes sdo necessariamente pontos criticos. Devemos entdo proceder a classificacdo dos pontos criticos
j& determinados. A matriz Hesseana de f é dada por

Hy(ey) = 2(-34+y) —-9+2z+2
ey 9420 +2  2(-3+2)

Assim,

-6 -3

, A1 =-6<0,A=-9<0
-3 0

0 -3
Hf(o,3)<_3 _6>, AL =0,A=-9<0

0 =3
Hf(373>:<_3 0 ), A1 =0,A=-9<0
-2 -1
-1 -2

Hf(272):< ), A1:—2<07A2:3>0

Assim, o dnico extremante local (maximizante) é o ponto (2,2). Finalmente, como f(4,4) > f(2,2),

vemos que o maximizante é apenas local, pelo que f nao tem extremantes globais, tendo apenas um
maximizante local.

. Seja u : R? — R definida por u(x,y) = x® — 3xy%. Determine uma fungdo inteira f : C — C tal que
f(0)=1i e Ref = u.

Como f é holomorfa em C verifica as condi¢ées de Cauchy-Riemann. Escrevendo f = u + iv sabemos
que:

0 0
GU_ T8 _gp2 32 év:/?’xQ—3y2dy=3$2y—93+50(x)
Oy Oz

Ov ou 2
%__afy_ny:U—/&cydx—?)x y+v(y)

Entdo, comparando as duas expressdes obtidas para v, concluimos que v(z,y) = 322y —y3+C. Agora,

como f(0) = ¢, sabemos que v(0,0) = 1, pelo que C' = 1. Finalmente,

flz+iy) = (Jc3 — 3x1°) + i(3x2y —2 4+ 1).



5. Mostre que se f : Q2 C C — C € uma fungdo holomorfa tal que f'(z) =0, z € Q entdo f é constante.

Sendo f = u + 4v uma fung¢do Holomorfa, sabemos que f verifica as condi¢gbes de Cauchy-Riemann e

que
ou v
/ .y Yu LUV _
Filatiy) = 5 (@,y) +ig(2,y)

) . ou ov .. .
Assim, resulta desta igualdade que il e 0. Usando agora as condigoes de Cauchy-Riemann,
sabemos que @ = @ =0 e que % — 7@ = 0. Como todas as derivadas parciais de u e v sdo

oy  Ox Oy oz

nulas, u e v sdo constantes, pelo que f = u + iv é também constante.

Cotacdo: (1,5 + 1,0 + 0,5) + 1,5 + 2,0 + 2,0 + 1,5 = 10,0



