INSTITUTO SUPERIOR DE ECONOMIA E GESTAO
CURSO DE MATEMATICA APLICADA A ECONOMIA E GESTAO

ANALISE MATEMATICA I

ELEMENTOS DE ANALISE REAL

Volume 1

Por : Gregorio Luis



PREFACIO

O presente texto destina-se a apoiar a disciplina de Analise Matematica I do curso de
Matematica Aplicada a Economia e Gestao do Instituto Superior de Economia e
Gestao.

Parte significativa dos assuntos incluidos neste texto integram os programas do Ensi-
no Secundario. A abordagem feita nesses programas ¢ no entanto quase exclusiva-
mente operacional, sendo os conceitos e a fundamentagdo da maior parte das regras de
calculo apresentados de forma meramente intuitiva, em que o uso frequente da
calculadora substitui o rigor das defini¢des e das demonstragdes para evitar aquilo a
que os pedagogos chamam a excessiva formalizagdo da andlise .

Impde-se assim que tais temas sejam retomados no primeiro ano dos cursos
superiores, para uma apresentacdo mais rigorosa e para serem complementados com
alguns desenvolvimentos ainda ndo objecto de estudo anterior.

Para além da abordagem teorica dos temas em estudo, o texto inclui ainda, no final de
cada capitulo, exercicios e respectivas solugdes. Os exercicios marcados com * sao de
resolugdo mais dificil podendo ser ignorados pelos alunos médios. Aconselha-se
contudo a sua resolucao aos alunos mais interessados.

A maior parte dos exercicios incluidos tém sido utilizados nos tltimos 30 anos nas
aulas praticas das disciplinas de Matematica dos primeiros anos dos cursos
ministrados no Instituto Superior de Economia e Gestdo, tornando-se impossivel
referenciar a sua proveniéncia ; para além destes ha ainda exercicios originais e outros
que foram retirados ou adaptados da bibliografia indicada no final.

Cada capitulo tem uma numeragdo independente para os pontos, teoremas e
propriedades. Nas referéncias feitas no texto subentende-se que os pontos, teoremas e
propriedades pertencem ao proprio capitulo, salvo quando expressamente seja
indicado o contrario .
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Este prefacio nao poderia terminar sem uma referéncia aos professores que ao longo
dos ultimos 60 anos contribuiram decisivamente para a tradicdo que o ensino da
matematica tem nesta escola de economia e gestao. Correndo o risco de injustamente
esquecer alguns, citam-se aqui os Profs. Mira Fernandes, Bento Caraga, Leite Pinto,
Vicente Gongalves, José Ribeiro de Albuquerque e Bento Murteira.

Lisboa, 22 de Maio de 2002

Antonio Gregoério Luis
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CAPITULO 1

NUMEROS REAIS

1. Introducio

Admite-se o leitor ja familiarizado com as propriedades bésicas do corpo ordenado e
completo dos niimeros reais, razao pela qual nos limitaremos a apresentar alguns topicos
que eventualmente poderdo nio ter sido objecto de estudo anterior.

Assim, em primeiro lugar discutiremos os conceitos de supremo e infimo de um
subconjunto de R e faremos referéncia ao chamado axioma do supremo, bem como a
algumas consequéncias que dele decorrem.

Apresentaremos em seguida alguns subconjuntos importantes de R, a saber os conjuntos
N (dos numeros naturais), Z (dos numeros inteiros) ¢ Q (dos nimeros racionais) com
0s quais supostamente o leitor ja conviveu, abordando em especial alguns aspectos em
que eventualmente o convivio nao foi tdo intimo quanto desejavel.

Abordaremos finalmente algumas questdes importantes, como € o caso da representacao
decimal dos numeros reais, de que o leitor, embora possa estar familiarizado com os

aspectos praticos, quase certamente desconhece a fundamentagao teorica.

2. Supremo e infimo de um conjunto. Axioma do supremo

Sendo 4 < R ndo vazio, chama-se majorante de A a qualquer real k € R tal que

: Vxed , x < k.Claro que, sendo k majorante do conjunto 4, qualquer k* >k ¢é
igualmente um majorante do mesmo conjunto. Um conjunto que admite majorantes diz-
-se majorado, ou limitado superiormente; conjunto ndo majorado diz-se também ndo
limitado superiormente ou ilimitado superiormente.

Constitui propriedade fundamental do conjunto R a seguinte, usualmente conhecida por
axioma do supremo ( axioma da continuidade ou da completude ) : ualquer
subconjunto ndo vazio de R que seja majorado admite um majorante menor que todos os
demais, o qual se designa por supremo do conjunto.

Dado um conjunto 4 < R ndo vazio, chama-se minorante de A a qualquer real £ € R

talque: Vxed , x > k. Claro que, sendo k minorante do conjunto 4, qualquer
k* < k ¢ igualmente um minorante do mesmo conjunto. Um conjunto que admite
minorantes diz-se minorado, ou limitado inferiormente; conjunto ndo minorado diz-se
também ndo limitado inferiormente ou ilimitado inferiormente.

Um conjunto 4 < R ndo vazio que seja simultaneamente majorado e minorado diz-se
limitado (relativamente a ordem existente em R).

Com base no axioma do supremo pode demonstrar-se a seguinte:



P1 : Qualquer subconjunto ndo vazio de R que seja minorado admite um minorante
maior que todos os outros, o qual se designa por infimo do conjunto

Demonstracao : Sendo 4 < R ndo vazio e minorado, considere-se o conjunto A4*
=={y : y=-x A x € A}. E facil concluir que, dado k € R,

Vxed ,x2k ©V y=-xed* , y<-k;
ou seja, A é minorado por k se e s6se A* for majorado por - k . E agora facil concluir
que o simétrico do supremo de 4 * (que existe pelo axioma do supremo) ¢ o infimo de 4 ,

ficando portanto assegurada a existéncia deste .

Sendo A=Sup A e p=1InfA,tém-se as seguintes propriedades quase evidentes, cuja
justificacdo fica ao cuidado do leitor :

Paraosupremo: 1) Vxed , x<A;2)Ve>0 ,3 x,: 1-e< x, <A,
Paraoinfimo: 1) Vxed , x>u ; 2)Ve>0 ,3 x, : p< x.<u+e.

3. Numeros naturais, inteiros, racionais e irracionais

3.1 - Numeros naturais

Um subconjunto 4 < R diz-se indutivose s6se, x € 4 = x+ 1 € A . Sdo exemplos
de conjuntos indutivos 4 =[ 1, +oo[ e o proprio R ; s@o exemplos de conjuntos nao
indutivos € 4=1]-1,2] e o conjunto R™ dos reais negativos.

E facil ver que, dada uma classe {S,} de conjuntos indutivos, entio o conjunto
S =S, ¢étambém um conjunto indutivo: com efeito,
a

xeS=>Va,xeSo=>Va,x+1leS,=>x+1eS.

Considerando agora a intersec¢do de todos os conjuntos indutivos a que pertence o
numero 1, obtém-se um subconjunto de R que serd designado por conjunto dos numeros
naturais e se representara por N . A partir das propriedades dos niimeros reais e tendo
em conta a defini¢do dada do conjunto N, podem demonstrar-se diversas propriedades
dos niimeros naturais. Sem qualquer preocupacdo de ser exaustivo e mais a titulo de
exemplo, demonstram-se a seguir algumas delas que o leitor ja conhece.

P2 : Um é o menor numero natural

Demonstracao : Por constru¢ao do conjunto dos nimeros naturais tem-se que 1 € N (N ¢
uma intersec¢do de conjuntos tais que a todos eles pertence o real 1) . Para ver que se
trata efectivamente do menor nimero natural, basta notar que um dos conjuntos
indutivos a considerar na intersec¢do que da o conjunto N € precisamente A =[ 1, +oo[ =

={x:xeR A x>1}.



’ r. + , ,
P3 : Qualquer numero natural n tem um unico sucessor n- = n+l que é também um
numero natural

~ + . . .
Demonstracdo : Que n ¢ natural resulta imediatamente de ser n € N e N um conjunto
. . + L, . .~ .. .~
indutivo. Que n~ ¢ unico resulta da sua defini¢dao e da unicidade da adicdo em R .

P4 : Numeros naturais diferentes tém sucessores diferentes
Demonstracio : Bastara provarque n' =m' = n=m . Ora,
n=m" = n+l=m+1= n=m,
sendo a segunda implicacdo uma propriedade conhecida da adicdo em R (lei do corte).
P5 : Um ndo é sucessor de nenhum numero natural

~ + .
Demonstracao : Se fosse 1=n =n+1,comcerto n € N esse n seriaoreal 0 e
entdo, contrariamente ao estabelecido na propriedade P2 o menor natural ndo seria 1.

P6::Se A N éindutivoel € A, entdo A=N

Demonstracao : Como 4 ¢ indutivo e 1 € A, este conjunto ¢ um dos que entram na
intersec¢do de conjuntos indutivos que permite obter o conjunto N. Entdo, N < 4 e
como por hipdtese 4 < N, resulta 4 =N..

E esta propriedade que fundamenta o chamado método de demonstragio por inducéo
finita. Sendo C(n) uma condi¢do e n uma variavel natural , admita-se que a condicdo
se transforma numa proposi¢ao verdadeira para n =1 e que,

C(n) verdadeira = C(n+1) verdadeira ;
entdo, designando por 4 o conjunto dos valores n que tornam verdadeira a condi¢cao C(n),
tem-se: 1 € 4 ¢ A4 indutivo, logo 4 =N, ou seja, a condi¢do torna-se uma proposi¢cao
verdadeira para todoo n € N.

P7 : O conjunto N ndo é majorado

Demonstracdo : Se N fosse majorado, como é ndo vazio, teria supremo s = Sup N .
Entdo :

H)VneN,n<s; 2)Ve>0,dn.eN:s-e<n.<s.

Escolhido ¢=1, existiria n; € N talque s-1<mn; <s,donde resultaria n;+1>s e,
portanto, s ndo poderia ser o supremo de N (seria excedido pelo sucessor de ;).

P8: Dados a,be R e sendo a > 0 : 1) Existen € N tal que na> b ;2) Existe
m € N tal que m a > b (Propriedade Arquimediana)



Demonstracdo : Basta provar 1), porque obviamente 1) = 2). Se ndo existisse n € N
talque na> b, seria na< b para todo o n € N; dai resultaria, porser a > 0,
n < b/a paratodo n € N e entdo N seria majorado, contrariamente ao estabelecido na
propriedade P7.

P9 : Qualquer numero natural maior que 1 é sucessor de um e de um so numero natural

Demonstracao : a) Provemos em primeiro lugar que se m € N ¢ m > 1, entdo m ¢
sucessor de certo natural p € N . Para tal bastard provar que se m > 1 ndo ¢ sucessor de
nenhum p € N, entdo m ¢ N .

Considere-se o conjunto N* =N - {m} e vejamos que: 1)1 € N* ,porque 1 € Ne
m# 1 ; 2) N* ¢ indutivo, porque dado p € N* tem-se p e N ep#m,logo p+1 e N ¢
p+1 #m (se fosse p+I =m , m seria sucessor de certo natural p € N), ou seja,
p+1 € N* . Mas sendo N* indutivo e 1€ N¥, tem-se N* = N (propriedade P6) ¢ entdo
m ¢ N como se queria provar.

b) Se certo natural m > 1 fosse sucessor dos naturais n e p distintos tal violaria o
disposto na propriedade P4, ficando assim provada a segunda parte da demonstracdo
(qualquer natural m > 1 ¢ sucessor de um s6 natural).

, + ~ .
P10 : Entre um numero natural n e o seu sucessor n = n+1 ndo existe qualquer natural

Demonstracdo : Vai fazer-se a demonstragdo por indugao finita. Para n =1 a propriedade
é obviamente verdadeira: se entre 1 e 17 =1 + 1 existisse um certo natural p , ter-se-ia
1 < p <1+ 1; pelapropriedade anterior, p seria sucessor de certo natural 7 , ou seja,
p=n+1 ceentdo n+1<1+1,donde resultaria n < 1 ; mas, face ao estabelecido na
propriedade P2, ndo pode existir natural inferiora 1 .

Admita-se a propriedade valida para o natural n (hipotese de indugdo) e vejamos que ¢
igualmente vélida para n + 1. Pela hipotese de inducdo, nenhum natural se encon-
traentre n ¢ n+ 1; se houvesse um natural p entre n+1 ¢ (n+1)+1 , ouseja,
n+1< p<(n+1)+1,seria obviamente p > 1 e, portanto, p seria sucessor de certo natu-
ral kK (p=k+1);entdo, ter-se-ia, n+ 1< k+1 <(n+1)+1,donde n < k <(n+1),
contrariamente ao estabelecido na hipotese de inducao.

Como consequéncia das propriedades anteriores, conjunto N ¢ formado pelos numeros :
+ + ~ . :
I, 1"=1+1=2,2 =2+1=3 ,..; e ndo existem naturais menores que 1 nem
. +
compreendidos entre qualquer n e o seusucessor n- =n+1.

Finalmente, apresenta-se uma outra propriedade dos numeros naturais usualmente
conhecida por teorema da boa ordenagdo .

P11 : Qualquer conjunto ndo vazio A < N tem minimo (ou seja, existe sempre um
natural m € A tal que, Vxe A, x> m)

Demonstracao : Seja 4 um subconjunto ndo vazio de N e admita-se por absurdo que A4
nao tem minimo. Claro que 1 ¢ A , caso contrario, 1 seria 0 minimo de 4 .



Seja S o conjunto de todos os naturais n tais que n < p para todos os naturais p € 4 .
Claro que 1 € S, porque p > 1 qualquer que seja p € 4 (uma vez que 1 ndo pertence a
A e 1 ¢é o menor numero natural) . Vejamos seguidamente que S ¢ indutivo :se k € S,
também k+1 € S'. Se k+1 ndo pertencesse a S, paracerto p; € A seria p; < k+1;
uma vez que estamos a admitir que 4 nao tem minimo, existiria p, € 4 tal que p>< p;
, donde resultaria p, < k + 1 o que significaria ser p, < k (entre k e k+1 ndo ha
naturais), o que contraria a hipéotese inicialmente admitida de serk € S'.

Sendo S indutivoe 1 € §,tem-se S=N (propriedade P6) . Como A4 ¢ ndo vazio existe
pelo menos « € A4 ; esse a seria um certo natural (porque A é por hipdtese um
subconjunto de N ) , logo pertenceria a S = N . Por definicdio do conjunto S, ter-se-ia
a < p para todos os naturais p € 4 ; um desses p € A ¢ precisamente 0 « ¢ entio
deveria ser < a , conclusdo absurda que resulta de se ter admitido que o conjunto A4
ndo tem minimo.

O teorema da boa ordenagao esta demonstrado.

3.2 - Numeros inteiros e racionais

O conjunto Z dos niimeros inteiros ¢, por defini¢ao, o conjunto,
Z = NUN*uU {0} ,

em que N ¢ o conjunto dos nimeros naturais € N* o conjunto dos simétricos dos
naturais.

O conjunto Q dos niimeros racionais ¢ o conjunto de todos os numeros reais que sao
quocientes de dois inteiros :

Q={r: r=m/n AN m,neZ A n=0}.

Tem-se evidentemente N — Z < Q, sendo estritas as inclusdes, ou seja, ha inteiros que
ndo sdo numeros naturais e ha racionais que ndo sdo inteiros como facilmente pode
verificar-se. Quanto a eventual inclusdo estrita de Q em R (existéncia de reais que nao
sdo racionais), a questdo fica em aberto para tratamento posterior.

Vamos estudar seguidamente um teorema que permitira concluir que entre quaisquer dois
reais existe uma infinidade de niimeros racionais.

P12 : Em qualquer intervalo aberto | a,b[ < R ,com a< b, existe pelo menos um
numero racional

Demonstracdo : a) Vamos considerar primeiro o caso em que b > 0, sendo depois facil
provarocasoemque b < 0.

Seja c=b-a > 0. Como N ¢ ndo majorado, existe um m € N que verifica ao
mesmo tempo as desigualdades m>1/c e m>2/b,ou seja, c>1/m e m>2/b.



Por ser 1/m positivo , a propriedade P8 (propriedade arquimediana) , garante a existéncia
de um natural & tal que k. (1/m) = b e, por ser m =2/ b, claro que k > 2 ; dos nimeros
naturais k£ que satisfazem a desigualdade k.(1/m) > b , escolha-se o menor deles e
designe-se por % (este minimo existe pelo teorema da boa ordenagdo de N ), tendo-se
entdo que, h.(1/m)>b . Claroque h > b.m >2 eentdo /-1 ¢ igualmente um niimero
natural ; se fosse (& -1).(1/m) > b, entdo h -1 seria um dos naturais k e, portanto, #
nao poderia ser o minimo desses k£ . Em conclusao,

n(Umy=b e (h-1).1/m)<b ;

vejamos que também se tem (/4 -1).(1/m) > a , o que provara a existéncia de um nimero
racional r=(h-1).(1/m) e Ja,b[, como se pretendia. Se fosse (/& -1).(1/m)< a,
seria ,

c=b-a <b-(h-1).(1/m) =b-h(l/m)+(1/m)<1/m ,
o que contradiz a condic¢ao definidora do m (c > 1/m).

b)Vejamos agora o caso em que b <0 . Neste caso o intervalo |-b,-a [ encontra-se nas
condicdes consideradas na alinea a), pois,

a<bhb<0 =0<-b <-a;

existe portanto um racional » tal que -b <r < -a e entdo o racional -r pertencerd ao
intervalo |a,b [ .

Corolario : Em qualquer intervalo | a , b [ < R, com a < b, existe uma infinidade de
numeros racionais

Demonstragdo : Dado o intervalo |a,b[ < R, com a < b, o teorema garante a
existéncia de pelo menos um racional r; nesse intervalo. Admita-se por absurdo que
apenas um numero finito de racionais r;, 2, ..., r4, €xistem no intervalo. Designando
por r* o maior desses finitos 7; , ter-se-ia, a < r* < b ; mas entdo o teorema
garantiria a existéncia de um racional entre r* e b, racional esse que também
pertenceria ao intervalo | a, b [ e seria portanto um dos r; maior que o respectivo maxi-
mo r*, o que ¢ impossivel .

3.3 - Radiciacao em R

Seja b um numero real positivo. Dado o nimero natural k£ , propomo-nos estudar a
existéncia de um nimero real o> 0 tal que =5 . Como se sabe tal nimero &, caso
exista, ¢ chamado raiz positiva indice k de b representa-se por Ab . O caso em que
k=1 ¢étrivial (obtém-se a =b), bastando portanto considerar o caso em que k>2 .



A) Estuda-se em primeiro lugar o caso em que b > 1. Considere-se o conjunto
A={x :xeR A x>0 A xX*< b} .Claroque 4 ¢ nio vazio (pelo menos 1 € 4) e,
por outro lado, trata-se de um conjunto majorado : tem-se x < b para todo o x € 4 ;
com efeito, por serb>1,tem-se que b=1+c¢ com ¢ >0 e, portanto, por ser k> 1

b

k

x>b =X > b =1+ >1+ke>1+c=b=x¢A4.

Existe portanto @ = Sup A . Vejamos que nio pode ter-se , nem a*<b nem a* > b,
s6 restando portanto a hipotese de ser & “= b o que provaré a existéncia da raiz o= 0

a) Nio pode ter-se @ * < b . Com efeito se assim fosse, seria b-a® > 0 ca
propriedade arquimediana (propriedade P8) garantiria a existéncia de um natural » tal
que,

| ko k
(b-a*).n > (Q+a) - at ,ouseja, b-a> (+a) d

n
Entdo seria,

(a+1m) =a® + CF.a® . (1/n) + C5 .a® 2 . (1/n)* +..+ Cf . (I/n)f <
<a'+[ Cfat + G at T L+ G ] =

= ak+[(l+a)k— ok ].(/n) < a*+b-af=b;

existiria portanto um real f = o +1/n € A maior que o supremo deste conjunto o que €
impossivel.

b) Nio pode ter-se @* > b . Com efeito se assim fosse, seria - b> 0 e a propriedade
arquimediana (propriedade P8) garantiria a existéncia de um natural » tal que,

1+a) - af
(ak-b).nZ(H-a)k-ak,ouseja,ak—bz( @) d

n
Por ser ¢ =Sup A, existe umcerto t € 4 talque a-1/m<t<a e,porsera>1le n
natural , tem-se ¢ > - 1/n >0 ; entdo,

> (a-1/mn)=
=a* - Cl.a* " (/n)y + CF a1/ -+ (=DF Lt >
>af -[ Cf.a +Cf o v+ CF ] (0 =

=o' -[(+a) - a* ].(/n = a" - a"+b=b;

mas entdo o referido 7, supostamente pertencente a A , verifica a condig¢do F>b e,

portanto, ndo pode pertencer a 4 . Esta contradi¢do resulta de se ter admitido que
k

a” > b.



B) Estuda-se agora com facilidade o caso em que 0 < b < 1. Neste caso, tem-se 1/b> 1
e o resultado da alinea A) garante a existéncia de um « positivo tal que «o K=1/b;
entdo o real positivo € = 1/a sera tal que,

0 =1/a*=b,

ficando, também neste caso, garantida a existéncia da raiz positiva de indice £ do real b

C) No caso em que b=1,tem-se 1°=1 qualquer que seja o natural k e fica também
garantida a existéncia da raiz positiva de indice £ da unidade.

Continuando a considerar o problema da existéncia da raiz b ,nocasoemque b>0,
podemos concluir que, para além da raiz positiva cuja existéncia ja demonstramos, existe
ainda uma raiz negativa no caso em que o indice k seja par. Com efeito, sendo « a raiz
positiva de indice & do real b, caso k seja par existe ainda uma raiz negativa de indice k&
para o mesmo b que € precisamente o real -a : (-« Y= af=a*=b.

No caso de ser b =0, tem-se evidentemente Ko =o0.

No caso de ser b <0, se k for impar existe uma raiz negativa de indice k do real b :
sendo «a a raiz positiva de indice £ do real -b >0, tem-se, a*=-be , portanto ,
a)Y =D a* = -af=b,0u seja, neste caso -o sera a raiz (negativa) de indice

impar £ do real negativo b .

Subsiste como impossibilidade o caso em que b <0 e o indice da raiz ¢ par, pois nesse
caso a existéncia da raiz nao ¢ permitida pela regra dos sinais da multiplicagao.

3.4 - Existéncia de reais nio racionais

Estamos agora em condicdes de estabelecer a existéncia de numeros reais que nao sdo
racionais, os quais se designam correntemente por nimeros irracionais.

O primeiro numero irracional de que provavelmente se teve conhecimento ¢ o nlimero
real V2 . A demonstragcdo mais antiga conhecida de que o niimero V2 ndo é racional ¢
atribuida a Euclides (?) e ¢ um modelo de simplicidade. Vejamos como raciocina
Euclides para provar que a raiz quadrada de 2 ndo ¢ racional. Se o fosse, seria
representavel por uma frac¢do de termos naturais n/m (porque V2 >0e qualquer
racional positivo € o quociente de dois inteiros positivos, ou seja de dois nimeros
naturais); ¢ podemos considerar que esta funcao ja foi simplificada o mais possivel de
forma a que os seus termos sejam primos entre si . Seria entio (n/m)* =2, donde se
tiraria n”> = 2m” o que implicaria que n” teria de ser par ; mas entdo também »n seria par
(uma vez que o quadrado de um natural impar ¢ impar), ou seja, seria n=2p e, portanto,
ter-se-ia (2p) > = 2m” ; desta ultima igualdade resultaria m” = 2p® , ou seja, m> seria par
€ 0 mesmo aconteceria entdo com m ; mas entdo os naturais z# € m primos entre si seriam
ambos pares, ou seja divisiveis ambos por 2 o que evidentemente ¢ uma contradi¢do, que

resulta de se ter admitido que 2 & um niimero racional.



Com argumentos semelhantes pode estabelecer-se a irracionalidade de muitos outros

reais do tipo &b . Nio se pense porém que 0s numeros irracionais sé podem ser
provenientes do calculo de raizes de niimeros inteiros ou mesmo racionais; em certo
sentido que seré esclarecido quando estudarmos os nimeros cardinais infinitos, podemos
dizer que a maioria dos niimeros irracionais nao sio o resultado do célculo de raizes de
racionais.

Podemos agora demonstrar uma propriedade semelhante a P12, o qual garante a
existéncia de pelo menos um irracional (logo de uma infinidade) em qualquer intervalo
la,b[ < R. A demonstracdo a efectuar ¢ praticamente decalcada da do teorema 2,
apenas sendo necessario um ligeiro ajustamento.

P13 : Em qualquer intervalo aberto |a,b[ < R , com a< b, existe pelo menos um
numero irracional

Demonstracao : A demonstragdo ¢ tal qual a de P12, s6 com um pequeno ajustamento.
Assim, no caso b >0, o m que intervém na demonstragdo, em vez de ser escolhido no
conjunto nao majorado N de modo a respeitar ao mesmo tempo as desigualdades m > 1/c

e m>2/b, é escolhido no conjunto ndo majorado M = { V2. p : p € N} com respeito

pelas mesmas desigualdades. A demonstragdo segue depois tal qual como no caso de
P12, concluindo-se no final que existe,

r=(h-1).(1/m) € la,b|,
sO que agora, contrariamente ao verificado no caso de P12, o numero r obtido ¢ irracio-
nal: com efeito, se » fosse racional , como € positivo, seria r=a/f com «, f € N;

e entdo como m = /2. p comcerto p € N, seria,

r:a/ﬂ:fl/_z—_llj:\/zZ%p_l),

e portanto +/2 seria racional o que ja sabemos ndo ser verdade.

Corolario : Em qualquer intervalo Ja,b[ < R, com a<b, existe uma infinidade de
numeros irracionais

Demonstracao : Tal qual a do corolario de P12.

4. Representaciao decimal dos niumeros reais

4.1 - Representacao decimal dos reais nao negativos

Supde-se o leitor ja familiarizado com a representacdo dos inteiros nao negativos
(naturais e zero) na base 10, mediante o uso de 10 simbolos proprios para os 10
primeiros inteiros nao negativos :

Zero (0) ; Um (1) ; Dois (2) ; ... ; Nove (9) .



Dado um nimero real a > 0, seja ap 0 maior inteiro que ¢ menor ou igual ao real a
(como a>0, claro que ayp > 0). Determinado ay, seja a; o maior inteiro tal que,

ap + a1/10 < a;
claroque a; = 0,1,2,...,9 :ndo podera ter-se a; > 10, pois entdo seria a=>ap+1 e
ao nao teria sido o maior inteiro que € menor ou igual ao real a . Determinados ay ¢ a;,
seja ap o maior inteiro tal que,

ap + a; /10 + a2/102 <a;

sendo, tal como no caso de a;, a, = 0,1,2,..,9 . Em geral, tendo sido
determinados, ao, a1, a2, ..., a,.1 , s€ja a, , 0 maior inteiro tal que,

ao + a1/10+ a/10% + .. + a1 /10" + a,/10" < a;
claro que, tal como no caso dos anteriores a; , tem-se a, = 0,1,2,...,9.

Seja S, o conjunto de todos os nlimeros reais (racionais),
re=ao+a1/10+ a2 /10 % + ...+ @y /10 ™ +a,/10"  (n=10,1,2,..),
obtidos pelo processo descrito a partir do real a . Trata-se de um conjunto ndo vazio e
majorado pelo real a, existindo portanto o respectivo supremo em R, A, = Sup S, .
Vejamos que ¢ exactamente A,=a : se fosse A,<a,ter-se-ia, a - 4, >0 e existiria

entdo um inteiro m tal que 0< 1/10 " <a - A, e, por outro lado, seria,

rm=ao + a1/10+ a/10% + ..+ a1 /10" + ,/10" < A,<a;

paran = 0,1,2,...; em particular, seria, com o m referido,

P+ 1/10™ = ag + a1/10+ a2/10%+ ...+ (an+1)/10™< Ao+ 1/10" < a,
e assim a,, ndo teria sido o maior inteiro tal que,
ap + a1/10+ a2/10* + ... + a1 /10™" + @,/10" < a,
como se exige na definicdo de a,, .

Note-se que, nesta construcdo, os a, ndo podem ser todos iguais a 9 de certa ordem em
diante. Com efeito, se a,=9 para n >k, ter-se-ia,

re=ao + a1/10+ ..+ a/105+ 910" + .. + 9/10";

entdo o supremo dos r, seria,
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a =Sup Sy =ri+Sup {910 + .+ 910" : n>k},
€ como,

910" + .+ 9/10" =1/10" - 1/10" ,
conclui-se que,
a=SupS,=r + /10" =ag + a1/10+ ...+ (ax+ 1)/10*,
e entdo a; ndo teria sido o maior inteiro tal que,
ap + a;/10+ ...+ ak/IOkSa,

como se exige na definicdo do ay .

Em conclusdo: Qualquer real a >0 se pode representar por uma sucessao de inteiros,
a , a , a , .., a, ,..determinados pelo processo indicado; esses inteiros sao
utilizados para escrever a chamada dizima representativa de a, ou seja, a =ap, a; az ...
a, ... em que a virgula separa a parte inteira da parte decimal ; como se disse, ayp ¢ um
inteiro maior ou igual a zero e cada um dos a; situados a direita da virgula ¢ um dos
digitos 0, 1,2, ..., 9, ndo podendo ser todos iguais a 9 de certa ordem em diante.

Sendo a e b dois reais ndo negativos distintos eles ndo podem ser representados pela
mesma dizima : caso contrario os conjuntos S, e S, referidos anteriormente seriam
coincidentes e teriam portanto 0 mesmo supremo, ou seja, seriaa =Sup S, =Sup Sp =b .

Inversamente, dada a dizima ao, a; az ... a, ..., com qp inteiro nao negativo € 0s outros
a; nao todos iguais a 9 de certa ordem em diante, existe um certo real a representado por
tal dizima. Com efeito, fazendo,

rm=ay + a;/10+ ...+ a,/10" |, n=0,1,2,3, ...,

¢ facil ver que o conjunto B dos 7, ¢ majorado ( um majorante ¢ por exemplo o inteiro
ap+1) e representando por a o respectivo supremo vé-se com facilidade que B=S, , ou
seja, a dizima de que se partiu representa esse real ndo negativo a .

Para terminar, ainda um pormenor importante. Se no processo de construgao do conjunto
S, se obtiver, para certo m,

ay + a;/10+ ... +a,/10" =a

serd necessariamente a, = 0 para n > m . Neste caso o conjunto S, sera finito e a
dizima que representa o real a serd, a=ap, a1 a2 ...a,000 ..., podendo ser omitidos
os zeros a direita de a, e escrever-se simplesmente, a = ao, a; az ... a, ; diz-se entdo
que a dizima ¢ finita. Neste caso especial o real ,
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a=ay + a1/10+ ... +a,/10™ ,

sera racional. Pode portanto dizer-se que as dizimas finitas representam sempre nimeros
racionais, mas a inversa nao ¢ verdadeira pois, como veremos no ponto seguinte, existem

racionais representados por dizimas infinitas .

4.2 - Algoritmo para obtencao da dizima de um racional nao negativo

Seja r um racional ndo negativo. Entdo » = 6/u ,com & e u inteiros positivos. O
algoritmo da divisdo de € por u , continuado indefinidamente enquanto se obtiverem
restos significativos, permite obter a dizima que representa o racional r= 6/u:

a) Como se sabe, para dividir & por 1 comega-se por determinar o maior inteiro ao tal
que, ao.u < @ e determina-se em seguida o resto, r; = € - ay.u que, como se sabe, s6
podeser r1=0,1,.., 1. Seforr; =0, adivisdo termina e nesse caso 6 = ap.u
concluindo-se entdo que »= 6/u =ay ¢ inteiro. Caso seja, 1 =1, ..., p-1,

b) Calcula-se 10 r; e procura-se o maior inteiro a; tal que a;.u <10 r; . Claro que
deverd ser a; < 9, porque a; > 10 implicaria, 10 »; > a; .4 > 10 u, ou seja, r; > u
quando anteriormente se viu ser r; < x . O inteiro a; assim determinado ¢ o maior
inteiro que faz,

a) + a1/10 < r=6/u ,

porque , tendo em conta que r; = €- ap.u,a desigualdade precedente ¢ equivalente a
ap.pi <107, . A partir de a; determina-se em seguida o resto 7, = 10 7| - a@; ... Sendo
r, =0, a divisdo termina e de 10 ; - @ .4 = 0 tira-se que, ao + a;/10 =r=6/u .
Sendo m=1, .., &1,

c¢) Calcula-se 10 r, e procede-se como em b), determinando o maior inteiro a, tal que
a>.;u < 107, . E assim por diante, vdo-se determinando os sucessivos restos 7; € 0s

(1) Embora a dizima a = ay, a; a; ... a;999 ... (a;<9,se k> 1) nunca surja na construgdo acima, existe
como dizima e representa 0 mesmo niimero que a dizima a = ay, a; a, ... (a;+ 1). Por exemplo, 0,9999 ...
representa o real 1 ¢ 0,45999999 ... representa o real 0,46 . Refira-se ainda que se na constru¢do supra
se substituir < por < na condi¢do de determinag¢do dos a; podemos obter dizimas com os a, todos
iguais a 9 de certa ordem em diante. Sempre que na construgdo que adoptamos se obtiver a dizima
finita ay, a; a, ... (a;+ 1) na construgdo alternativa obtém-se a dizima infinita ay, a; a; ... a;999 ... .
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correspondente inteiros a; . Caso se chegue a um certo resto 7, =0 , a divisdo termina e
conclui-se que,

r=0/u=ay + ai/10+ a2/10° + ...+ a1 /10™" =
=dao,a;ay ...dy1 ;

caso o0s sucessivos restos sejam sempre significativos, a divisdo prossegue
indefinidamente e, nesse caso, ¥ =ag , a; az ... a, ... (dizima infinita).

Note-se que no caso dos sucessivos restos serem sempre significativos (dizima infinita),
como tais restos s6 podem tomar os valores 1, 2, ..., ¢-1 , haverd um primeiro rg (no

maximo com S = i) que coincide com um outro 7, ja obtido anteriormente. E como,

Fi=1 = ai=a; = Tl =l

tem-se,

l"ﬂ = ra Clﬁ = aa

g+l =FVa+l ap+1 = Ao+l

Ip+2 =Ta+2 ap+2 = do+2

FBr(p-a) =Tp =Ta aprp-0) = ap = da
Entdo o ciclo ou periodo (@ dgs1 ... ag1) repete-se indefinidamente na dizima. Caso seja
a =1, ociclo inicia-se em a; ; caso seja @ > 1, os inteiros iniciais da parte decimal da
dizima (a;, a2, ..., a,1) ficam fora do ciclo. As dizimas infinitas cuja parte decimal

apresenta um ciclo ou periodo que se repete indefinidamente sdo chamadas dizimas
periddicas (simples se e ciclo se inicia em a;, mistas se o ciclo se inicia em a,, com
a > 1.

Em conclusdo, qualquer racional ndo negativo pode-se representar por uma dizima finita
ou infinita periddica. Po exemplo:

1/8=0,125;1/3=0,333333 .. =0, (3); 41/66=0,62121212 ... =0,62(12) .
Inversamente, pode ver-se sem grande dificuldade que qualquer dizima finita ou
periodica representa um racional. Os exemplos seguintes sugerem como pode obter-se a

representacdo fracciondria de um racional a partir da respectiva dizima, tanto no caso da
dizima ser finita, como no caso de ser infinita periodica.
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a) 1,255=1+ 2/10 + 5/10% + 5/10° = 1255/1000 =251/200 ;
b) 0,21888 ... =Sup {2/10+1/10% +8/10° + ... +8/10" : n>3}=

= 21/100 + Sup {8/10° + ..+ 8/10" : n>3}

13 _ 1n+1
=21/100+Sup{8/0 8/10 :n>3} =
1 -1/10

8/10°
=21/100 + 170 =21/100 + 8/900 = 197/900 .

4.3 - Dizimas infinitas nao periodicas e nimeros irracionais

Face ao exposto em 4.2 conclui-se que qualquer nimero representavel por uma dizima
infinita ndo periddica ¢ necessariamente ndo racional, ou seja, ¢ irracional. Assim, por
exemplo, o nimero representado pela dizima,

21,10110111011110 ... = 21, @y az a3 ... ay ... ,

com,

0, n=mE 23,
a, = 2 N
1 , outros n

¢ irracional .

4.4 - Representacio de numeros reais negativos

A representagdo por dizimas ¢ extensiva aos numeros reais negativos. Com efeito, sendo
- =+ y .

a € R tem-se -a € R e sendo -a representado pela dizima, ay, ajaz a3 ... a, ...

representa-se a por - aop, d)a2ds ... Ay ... .
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5. Exercicios

1 - Indique se sdo majorados, minorados e limitados os subconjuntos de R seguintes :
aA)d={x :|x-3|=2.]x|};

b)B={x: x#0 A x/x" <x/x}.

Indique ainda, caso existam em R , o supremo , o infimo, 0 maximo e o minimo de cada
um dos conjuntos.

2 - Sejam A e B dois subconjuntos de R tais que 4 < B . Suponha que 4 é ndo vazio e
que B ¢ majorado. Nessas condi¢des, justifique que existem os supremos de 4 e de B e

prove que Sup A< Sup B .

3 - Seja A um subconjunto de R, no vazio e majorado € seja m um majorante de
A distinto do supremo deste conjunto. Mostre que existe um real & >0 tal que

|m-¢,m+e[ NA=0.

4 - Seja A um subconjunto de R, no vazio e majorado e seja a o respectivo supremo.
Mostre que para qualquer real > 0 , o conjunto | a-&, a+e[ N A é ndo vazio. Sendo

a ¢ A, mostre que o conjunto | a-¢, a+&[ N A ndo pode ser finito.
5 - Sendo 4 e B subconjuntos de R majorados, prove que,
Sup (AU B)=Madx {SupA , SupB } .
Sendo 4 e B subconjuntos de R minorados, prove que,
Inf(AUB)Y=Min {InfA , InfB} .
6 - Sendo 4 e B conjuntos majorados, considere o conjunto,
C={x+y : xeAdAryeB}.
Mostre que C ¢ majorado e que Sup C=Sup A+ Sup B .

7 - Prove, por indugdo finita, as seguintes identidades em N :

nm+D(n+2)

a) 1+2+3+..+(mt+l)= 5 ;

by 124 224 3% .. 4 (n1)? = LD +62)(2” *3) .

On’+3n*+2n=6k ,comcerto ke N.
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8% - Sendo m € N prove, por inducdo finita, que o nimero de solugdes inteiras ndo
negativas da equacdo x; + x + ... + x, =m ¢ dado por C,ff’"’l . Nota : Uma solug¢io

inteira ndo negativa da equacdo dada ¢ um énuplo de valores (aj, a2 , ... , @, ) que
verificam a equacao e tais que cada a; € um inteiro ndo negativo.

9 - Um ntimero natural n diz-se par se € sO se existe um natural & tal que n =2k ; diz-
se impar se e sO se n+1 € par. Posto isto,

a) Mostre que 2 é par e 1 € impar ;

b) Mostre que um dado natural ndo pode ser a0 mesmo tempo par e impar;

¢) Mostre que um dado natural ou ¢é par ou € impar (ndo ha terceira hipdtese).

10 - Utilize o teorema da boa ordenac¢do em N para provar as seguintes propriedades:

a) Qualquer subconjunto de N que seja majorado tem maximo;

b) Qualquer subconjunto de Z que seja minorado tem minimo;

¢) Qualquer subconjunto de Z que seja majorado em maximo.

11 - Dado um real a qualquer, mostre que existe ume umsé n € Z talque n<a<n+l .

12 - Sendo m e n inteiros, com m >0 e n >0, mostre que existem inteiros g € » ndo
negativos tais que, m =n q+r e r<n.Mostre ainda que tais inteiros ¢ e r sdo
unicos.

13 - Sendo m um inteiro ndo negativo, prove que existem inteiros p € 7 ndo negativos
. 2 . .o . ~ g .
taisque, m=p +r e r<2p+1.Mostre ainda que tais inteiros p e r sao unicos.

14 - Prove que se x é um racional diferente de zero € y um irracional, entdo x +y,
x.y e x/y sao nimeros irracionais; mostre também, usando exemplos convenientes,
que sendo x e y irracionais x+y, x.y € x/y podem ndo ser irracionais.

15 - Mostre a raiz quadrada de 5 € um namero irracional.
16 - Sabendo que qualquer n € N pode ser factorizado do seguinte modo,

ky

j— kl kF
n=a;'ay ...a, ,

com os a; primoseos k; € N,

a) Prove que a condi¢do necessdria e suficiente para que n seja quadrado perfeito ¢ que
os expoentes k; sejam nimeros pares ;
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b*) Prove que se n ndo for quadrado perfeito, entdo Jn & um numero irracional.
17 - Escreva as dizimas que representam os seguintes nimeros racionais:

a) 31/15 ; b) 7/13 ; ¢) 366/300.

18 - Represente por fracgdes irredutiveis os racionais representados pelas seguintes
dizimas:

a) 1,2234 ; b) 0,228 ; ¢)0,141414...=0,(14) ; d) 0,5333...=0, 5(3) .
19 - Quais das dizimas seguintes representam um nimero irracional :

2, n par
a)l,aiaya;...a,.. , com a,= ] ;
1 , nimpar

b) 12, a1axa; ...a, ... , com a,=3+2.(-1)" ;
1
| om0
¢)0,aqyaxas...a,... , com a,= 2
0 , outrosn

RESPOSTAS :

1 - a) Limitado, supremo = maximo = 1 ¢ infimo = minimo = -3 ; b) Limitado, supremo =1,
infimo = -1, ndo existem nem maximo nem minimo do conjunto.

17-2)2,0(6) ; b)0,(538461) ; ¢) 1,22 .
18-2) 6117 /5000 ; b)57/250 ; ¢)14/99 ;d)8/15.

19 - Apenas a dizima c) representa um nimero irracional.
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CAPITULO I

NOCOES TOPOLOGICAS EM R

1. Distincia e vizinhancas

Ao niimero real ndo negativo d(x, y) = | x — y | chama-se distdncia entre os nimeros
reais x e y . Sdo imediatas as seguintes propriedades:

Pl:d(x,y)=0 ©x=y;

P2 :d(x,y)=d(y, x) (simetria);,

P3:d(x,y)< d(x,z)+d(z, y) (desigualdade triangular).

A propriedade P3 pode demonstrar-se como segue, utilizando a desigualdade modular

dasoma:dx,y)=|x—y|=|x-2)+E—-y)| < |x—z|+|z—y|<L dx z)+d(z )

Dado oreal a € R esendo ¢ >0 ao conjunto (intervalo),
Ve(@={x: dx,a)< ¢}={x: |x—al|l< e} =]a-¢,a+e[,
chama-se vizinhanga de a com raio ¢. Sdo Obvias as seguintes propriedades :

P4:c<0 = V.(a) cVs(a) ;
PS: N Ve ={a}; a=b=>3 £>0 :Vo(a) "V, (b) = J.

>0

2. Conceitos topologicos basicos

Definem-se seguidamente os conceitos topologicos mais importantes:

a) Diz-se que a € R ¢ ponto interior de um conjunto 4 < R se e s6 se existe uma

certa V. (a) contida no conjunto 4 . O conjunto dos pontos interiores de um conjunto
A designa-se por interior do conjunto e representa-se por INT A , podendo
evidentemente ser INT A = & (nada obriga a que um dado conjunto tenha pontos
interiores).

b) Diz-se que a € R ¢ ponto fronteiro de um conjunto 4 — R se e s6 se em qualquer

V. (a) existem pontos do conjunto 4 e pontos do complementar de 4. O conjunto dos
pontos fronteiros de um conjunto 4 designa-se por fronteira do conjunto e representa-
se por FRONT A , podendo evidentemente ser FRONT A= .

¢) Diz-se que a € R ¢ ponto exterior ao conjunto 4 < R se e so se existe uma certa

V. (a) contida no complementar do conjunto 4 . O conjunto dos pontos exteriores ao
conjunto A4 designa-se por exterior do conjunto e representa-se por EXT 4 , podendo
evidentemente ser EXT A= .
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d) Diz-se que a € R ¢ ponto de acumulagdo de um conjunto 4 — R se e s6 se em
qualquer V. (a) existe pelo menos um ponto de 4 distinto de a. O conjunto dos pontos

de acumulagdo de 4 chama-se derivado de A e representa-se por A’ , podendo
evidentemente ser 4'= .

e) Chama-se aderéncia ou fecho do conjunto A a unido do seu interior com a sua
fronteira, ou seja, Ad A= INT A W FRONT A. Excepto no caso de A4 ser vazio, tem-
sesempre AdA = O.

f) Um conjunto 4 < R diz-se aberto se e s6 se coincide com o seu interior, ou seja,
A =INT A . Dado que em qualquer caso (4 aberto ou ndo) sempre se tem INT A c 4,
para provar que A4 ¢ aberto bastard provar que 4 < INT A.

g) Um conjunto 4 < R diz-se fechado se e s se coincide com a sua aderéncia, ou
seja,seesdse, 4=AdA=INT A U FRONT 4.

A partir destes conceitos basicos podemos enunciar uma série de propriedades, a
maioria com demonstracdo muito simples, sem no entanto termos a preocupacgdo de
exaustividade. Algumas outras serdo apresentadas como exercicio no final do
capitulo. Vejamos entdo:

P6 : INT A U FRONT A U EXT 4 = R

Demonstracao: E evidente, dadas as defini¢des de interior, fronteira e exterior de um
conjunto ; qualquer ponto de espago respeita uma e uma sé das defini¢des a), b) ou ¢).

P7:EXTA=INT A

Demonstragio: E também evidente, dado que um ponto a € EXT A4 se e sO se existe
uma V. (a) contida no complementar de 4 e tal equivale a ter-se a € INT A.

P8 : FRONT A = FRONT A

Demonstracdo: Basta atender a defini¢do: a € FRONT A se e so se em qualquer
V¢ (a) existem pontos de 4 e pontos de 4 , o que equivale aser a € FRONT A.

P9:Se A < B, entdo A’ < B’
Demonstracdo : Tomando a € A7, tem-se que em qualquer vizinhanca de a existe
pelo menos um ponto de A distinto de a e, portanto, dado ter-se 4 < B, também

existe pelo menos um ponto de B distinto desse mesmo a, ou seja, a € B”.

P10: (AUB)'=A UB’
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Demonstracdo : Porser 4 c (4 U B) e B< (4 v B), apropriedade P9 garante que
A’'c(AUB)’ e B’c(4v B)’ o que implica a inclusdo,

A"V B'c (Avu B)’,
faltando portanto provar a inclusdo contrdria para se poder considerar provada a
igualdade do enunciado. Provemos entdo que (4 U B)” < A’ U B’. Deveremos
provar que,
ac(AUB) = aeAd”" U B,
mas no caso presente torna-se mais facil provar a implicagcdo equivalente,

agA’" U B =>ag(AUB).

Para tal, considere-se a ¢ A” U B’ ,ou seja, a¢ A’ ¢ a ¢ B’; existe entdo uma
V. (a) sem pontos de 4 para além do proprio a e existe uma outra Vs (a) sem
pontos de B para além do proprio a; tomando € =min { &, 5} em Vgy(a)ndo se
encontram pontos nem de 4 nem de B, para além do proprio a ; entdo existe uma

vizinhang¢a de a sem pontos de 4 U B para além do proprio a , ou seja, a ¢ (4 U B)’,
COMmo se queria provar.

P11 : As vizinhangas V. (a) sdo conjuntos abertos
Demonstracdo : Dado b € V. (a) , tem-se d(a, b) < &. Tomando,
0= ¢—da,b)>0,
vejamos que Vs (b) < V. (a). Com efeito, usando as propriedades P2 ¢ P3,
xeVs(b) = dx,b)<d = ¢ —d(a,b) = dx,b)+ d(a,b) < ¢ =
= dx,a) < ¢ = x € V.(a).

Por defini¢do de ponto interior conclui-se assim que b € INT V.(a), ou seja,
V¢(a) < INT V. (a) o que chega para garantir a igualdade V. (a) = INT V.(a). Em
conclusdo, V. (a) ¢ um conjunto aberto como se queria provar.

P12 : Sendo A um conjunto qualquer, INT A é um conjunto aberto

Demonstracdo : Basta provar que INT' A < INT (INT A), pois tal chega para
garantir que INT A = INT (INT A) , ou sejaque INT A ¢ um conjunto aberto.

Para tal notemos que 4 < B = INT A < INT B implicagdo que ¢ praticamente
evidente e cuja justificagdo se deixa ao cuidado do leitor.

Entao,
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ae€INTA=3V,.(a): V.(a) c A =3dV,.(a): INT V.(a) c INTA

Como o conjunto V. (a) ¢ aberto (ver propriedade P11) tem-se INT V.(a) = V.
(a) e portanto,
aeINTA =3dVg(a): Vg(a) < INTA = aecINT(INT A),

ouseja, INTA < INT (INT A) como se queria provar.
P13: AdA =4 U A’

Demonstracdo : Dado a € Ad A, poderaser a € 4 ou ag¢ A.Sefora e 4,
teremos a€ A U A’. Sefor a ¢ A, o ponto a ndo pode ser interior do conjunto A4 ,
logo necessariamente a € FRONT A e entdo em qualquer V. (a) existe pelo menos
um ponto do conjunto A que ndo pode ser o proprio a dado estarmos a considerar o
caso a ¢ A ; entdo, por definicdo de ponto de acumulacdo, a € 47, ou seja, também
neste casosetema € 4 U A’. Em conclusdo: Ad4A < A U A’.

Para provar a inclusdo contraria tome-se a € 4 U A4’ e vejamos que igualmente
ae€ Ad A . Se for a € A, tem-se evidentemente a € Ad A. Se for a ¢ 4 ,

necessariamente a € A, logo em qualquer V. (a) existe o ponto a que pertence ao
complementar do conjunto 4 e pelo menos um ponto do conjunto 4, ou seja,
a € FRONT A e portanto também neste caso a € Ad A.

P14 : O conjunto A é fechado se e s6 se A’ < A

Demonstracao : Sendo A fechado entdo, por defini¢do, 4 = Ad A = A U A’ donde
resulta 4” < A . Por outro lado, sendo 4" < 4 tem-se 4ddA =4 WA’ = A, ouseja,
o conjunto A ¢ fechado.

P15 : O derivado e a aderéncia ou fecho de um qualquer conjunto A sdo conjuntos
fechados

Demonstracdo : Vejamos primeiro o caso do derivado. Pela propriedade P14, basta
provar que (4”)" < A’. Dado x € (47)’, em qualquer V. (x) existe pelo menos um
ponto y # x pertencente ao conjunto A4”. Por ser y € A’, por seu lado, em qualquer
Vs (y) existe um z # y pertencente ao conjunto 4 . Tomando em particular,

S=min{e—dy,x); dy,x) },

resulta d(z,y) <o < ¢ - d(y,x),ouseja, d(z,x) < d(z,y) +d(, x) < &, assim se
concluindo que z € V. (x). Se se provar que z # x, fica provado que em V. (x) -
qualquer - existe sempre pelo menos um z # x pertencente ao conjunto 4 , ou seja,
fica provado que x € A7, assim se demonstrando a inclusdo (4”)” < A’, ou seja,
que 4’ ¢ fechado. Ora, atendendo & defini¢do do particular 6 considerado, resulta
0 < dy,x)< dy,z)+d(z x); edado que d(y, z) =d(z,y) < J,sai d(z,x)>0ou
seja z#X.
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Vejamos agora que também a aderéncia ou fecho de um conjunto 4 ¢ sempre um
conjunto fechado. Dado que Ad A =A U A’ (ver propriedade P13) e atendendo a
igualdade estabelecida na propriedade P10, tem-se, considerando a inclusdo ja
provada, (4") < A,

[AdA]’'=(A wA)Y =4 U (A) c A" UA"=A4A" c AdA,
0 que permite concluir que o conjunto 4d A ¢ um conjunto fechado.

P16 : Um conjunto A é fechado se e so se o seu complementar A for aberto. Um
conjunto A é aberto se e so se o seu complementar A for fechado.

Demonstracdo : Admita-se que A ¢ fechado e demonstre-se que A ¢ aberto.

Tomando x € A existe uma vizinhanga desse x sem nenhum ponto de A4 : com
efeito, se em qualquer vizinhanga do ponto x existisse pelo menos um ponto do
conjunto A4, tal ponto ndo poderia ser o proprio x (porque x pertence ao complementar
de A) e entdo poderia concluir-se que o ponto x era ponto de acumulagdo de 4 ; mas
como o conjunto 4 ¢ fechado por hipotese, tal ponto x pertenceria entdo ao conjunto A4

(lembre-se que ser A fechado equivale a 4" A4 ) e ndo a A como se admitiu
inicialmente. Ora se existe uma vizinhanca de x sem nenhum ponto de 4, tal signi-
fica que essa vizinhanca estd contida no complementar de A4, ou seja, existe

uma V.(x) < 4 , assim se provando que,
xe A= 3AVy(x): Vy(x)c 4= xeINT 4,

significando esta implicagdo que A < INT 4 , ou ainda, que A éum conjunto
aberto.

Admita-se agora que A ¢ aberto e demonstre-se que entdo A ¢ fechado, ou seja,
demonstre-se que A’c A. Tomando a ¢ A tem-se a € A e dado que por hipotese

A & aberto, existe uma vizinhanca de a contida no conjunto A4 o que implica
que esse ponto a ndo pode ser ponto de acumulagdo de 4. Provou-se entdo que
a¢ A= a ¢ A’ equivalendo esta implicacdo a ser 4’c 4 . Estd demonstrado o que
se pretendia.

Para provar que o conjunto A ¢é aberto se e sO se A for fechado (segunda parte da
propriedade), basta notar que pela primeira parte da propriedade o conjunto B = A4
sera fechado se e s se B = A4 for aberto.

P17 : A unido de um qualquer numero de conjuntos abertos é um conjunto aberto. A
intersec¢do de um qualquer numero de conjuntos fechados é um conjunto fechado.

Demonstracdo : Sejam A, conjuntos abertos em numero finito ou infinito. Para
provar que a unido dos A, ¢ aberto teremos de provar que, U4, < INT (U4,).
o 24
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Ora, dado um qualquer a € (J4, tem-se que esse ponto a pertence pelo menos a um
a

dos A, ; como esse A, a que o ponto a pertence € um conjunto aberto, existira uma V,
(a) contida em A, e portanto essa mesma vizinhanga estard contida em (J4,, ou
o

seja, o ponto a pertencerd a INT ( A4, ) . Fica assim provada a inclusdo desejada,

a

isto ¢, fica provado que a unido dos abertos A, ¢ igualmente um conjunto aberto.

Quanto a intersec¢dao de um numero qualquer de conjuntos fechados F, note-se que,

NF, = UF, (2*leide De Morgan)

€ que o0s conjuntos Fa sdo abertos (complementares de conjuntos fechados). Pela

primeira parte da propriedade, j4 demonstrada, conclui-se que o conjunto () F, ¢
a

aberto e portanto o respectivo conjunto complementar (F, ¢ fechado.
o

P18 : A intersecg¢do de um numero finito de conjuntos abertos é um conjunto aberto.
A reunido de um numero finito de conjuntos fechados é um conjunto fechado.

Demonstracao : Vejamos em primeiro lugar o caso da reunidao de um nimero finito de
conjuntos fechados. Bastard considerar o caso de dois conjuntos, pois por indugdo
finita poderemos facilmente passar ao caso de mais de dois conjuntos (mas em
nimero finito). Sendo F e G conjuntos fechados, tem-se, usando as propriedades P10
¢ P14,

(FuUG)Y'=F v G <cFuaG,
0 que prova que a unidode F e G é também um conjunto fechado.

Vejamos agora o caso da interseccdo de dois conjuntos abertos (para mais de dois,
mas em numero finito, procede-se por indugdo). Sendo A4 e B conjuntos abertos, tem-

-se que A e B sio fechados e, portanto, 4 U B ¢é fechado; entdo o complementar
de 4 U B, queéprecisamente 4 N B, ¢ aberto.

Convira esclarecer que a reunido de uma infinidade de conjuntos fechados pode nao
ser um conjunto fechado e, do mesmo modo, a intersec¢dao de uma infinidade de
conjuntos abertos pode ndo ser um conjunto aberto. E facil encontrar exemplos que
mostram essa possibilidade. A este propdsito a propriedade seguinte ¢ elucidativa:

P19 : Qualquer conjunto fechado é a intersec¢do de uma infinidade numeravel de

conjuntos abertos. Qualquer conjunto aberto é a unido de uma infinidade numerdvel
de conjuntos fechados.
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Demonstracdo: Vejamos em primeiro lugar o caso de um conjunto fechado 7. Com r
nimero racional positivo, definam-se os conjuntos,

I,={x: 3 aeF tal que d(x,a)<r},

que como veremos de seguida sdo todos abertos. Com efeito, dado um x € I,
existira um a € F tal que d(x, a) <r.Fixando ¢ =r—d(x, a) > 0, prova-se que
V. (x) < I ;de facto, sendo y € V. (x), tem-se d(y, x) < &€ =r - d(x, a) , donde
resulta,

dy,a)< dy,x)+d(x,a)<r,
ouseja, y € I,.

Falta provar que a intersec¢do dos conjuntos abertos /, ¢ igual ao conjunto fechado
F , devendo notar-se que os conjuntos /, s3o em infinidade numeravel (sdo tantos
quantos os racionais positivos que ja sabemos serem em infinidade numeravel). Para
tal notemos que:

a) O conjunto F esta contido em qualquer /., tal resultando imediatamente do modo
como se definem os conjuntos /, ;

b) De a) resulta logo que,
FcNn I,
reQ+

c¢) Note-se agora que, sendo x ¢ F, tem-se x € F ecomo F éum conjunto aberto
( dado que F ¢ fechado) existe uma V. (x) contida em F,ou seja, nessa V. (x) ndo
ha pontos do conjunto F ; entdo, sendo » um racional positivo menor que ¢, nenhum
ponto a € F' étal que d(x,a) <r < &, caso contrario esse a seria um ponto de F
pertencente a V. (x) , o que j& vimos ndo ser possivel; mas entdo, por defini¢do dos
conjuntos /, tem-se que o ponto x que vimos considerando nao pertence aos /, com
racionais r < &;em conclusio,

xgF =>xe¢ (1 1I,,

reQ+
oqueequivaleaser (| I, < F ;
reQ+
d) As inclusdes demonstradas em b) e em c) permitem concluir que (| [, = F,

reQ+

igualdade que se pretendia demonstrar.

O caso de um conjunto aberto A ¢ agora imediato: o complementar de 4 ¢ fechado,
logo ¢ a interseccdo de uma infinidade numeravel de conjuntos abertos, como acabou
de demonstrar-se. Mas entdo o conjunto 4 sera a reunido de uma infinidade numeravel
de complementares de conjuntos abertos (2* lei de De Morgan); ou seja, o conjunto A4
serd a reunido de uma infinidade numeravel de conjuntos fechados (dado que os
complementares dos abertos sdo fechados).

24



P20 : A condi¢do necessaria e suficiente para que_a seja ponto de acumula¢do de um
conjunto A é que em qualquer vizinhan¢a desse ponto se encontrem infinitos pontos
de A

Demonstracao : A condi¢ao ¢ obviamente suficiente: se em cada vizinhanga do ponto
se encontrarem infinitos pontos do conjunto, encontra-se pelo menos um ponto do
conjunto e portanto, por defini¢do, trata-se de um ponto de acumulacao do conjunto
em causa.

Vejamos que a condi¢do ¢ igualmente necessaria. Admita-se que a ¢ ponto de

acumulacdo do conjunto 4. Se em certa V. (a) apenas se encontrarem finitos pontos
do conjunto, sejam x;,x, ..., xx 0s pontos de 4 distintos de a que se encontram
naquela vizinhanga. Fixando agora,

S=Min {d(x1,a);dxs,a);..;dx;,a)}>0,

vé-se de imediato que em Vs (a) ndo existem pontos do conjunto 4 para além
eventualmente do proprio a : com efeito, se algum y # a pertencesse ao conjunto 4 e

igualmente a Vs(a) , ter-se-ia d(y, a) < 0< ¢ e portanto esse y pertenceria igualmente
a V. (a) ; o ponto y referido seria entdo um dos x; (j=1,2, ..., k) o que obrigaria a

ser d(y,a) = o6, dado o modo como se definiu o valor 6. Mas se em Vs (a) ndo
existem pontos do conjunto 4 para além eventualmente do proprio a , conclui-se que
0 ponto a ndo pode ser ponto de acumulag¢do do conjunto 4 . Chega-se assim a uma
contradicdo: se tomarmos um ponto de acumula¢dao de um conjunto A e admitirmos a
existéncia de uma vizinhanga desse ponto onde apenas haja um ntmero finito de
pontos do conjunto, conclui-se que tal ponto nao pode ser ponto de acumulagdo desse
conjunto. Tal significa que, sendo a ponto de acumulagdo de 4, entdo necessariamente
em qualquer vizinhang¢a desse ponto existem infinitos pontos do conjunto.

Corolario 1 : Os conjuntos finitos nao admitem pontos de acumulagdo

Corolario 2 : E condicdo necessaria de existéncia de pontos de acumulagdo de um
conjunto, que este seja um conjunto infinito.

3. Teorema de Bolzano-Weierstrass

Estuda-se seguidamente um importante teorema que assegura que qualquer
subconjunto de R que seja limitado e infinito admite pelo menos um ponto de
acumulagao.

Teorema 1 : Qualquer conjunto de numeros reais que seja limitado e infinito
admite pelo menos um ponto de acumula¢do (Bolzano - Weierstrass).

Demonstracdo : Sejam a e b, respectivamente, um minorante ¢ um majorante do
conjunto 4. Represente-se por X o conjunto dos nimeros x € [ @, b ] que tenham a
sua direita (sejam excedidos por) uma infinidade de elementos do conjunto 4. Claro
que X € ndo vazio porque pelo menos a € X ( o ponto a , minorante de A4, tem a sua
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direita infinitos elementos do conjunto 4 que por hipdtese ¢ infinito). Por outro lado,
X é majorado, sendo por exemplo o real » um seu majorante (nenhum elemento de X
excede b, porque a direita desse b nao ha elementos do conjunto A4). Por ser X
majorado, admite supremo, seja ele 4.

Vejamos agora que o referido supremo A € ponto de acumulacio do conjunto 4 , o que
concluird a demonstracdo do teorema. Dada uma qualquer V(1) =]4-¢, 4+ €],

a) A direita de A - £ ha elementos de X, caso contrario A - & seria um majorante de
X inferior ao respectivo supremo;

b) Logo, a direita de A - ¢ existem infinitos elementos de 4;

c¢) A direita de A + & ndo pode haver uma infinidade de elementos de 4, caso
contrario 4 +& € X o que seria contrario ao facto de A ser o supremo de X; logo,

d)EmV, 1) =]4-¢&,4+¢&[ tem de haver uma infinidade de elementos de A.

Assim se conclui que A € 47 como se pretendia provar.

4. Conjuntos limitados

Conhece-se ja o conceito de conjunto limitado, relativamente aos subconjuntos
A < R. Este conceito define-se, como se sabe, a custa dos conceitos de majorante e
minorante os quais, por sua vez, pressupdem a existéncia de uma relagdo de ordem em
R . Tem-se a seguinte propriedade :

P21 : Um conjunto A < R é limitado se e so se existe umreal a € R eum £>0
tal A < V.(a).

Demonstracdo : A condi¢do ¢ necessdria. Se 4 < R ¢ limitado, sejam x, A € R,
respectivamente, o infimo e o supremo de 4 . Fazendo,

u+ A

a e ¢>A—a

conclui-se imediatamente que 4 < V. (a) . A condi¢do ¢ igualmente suficiente, pois

de A < V_.(a) tira-se imediatamente que o conjunto 4 ¢ majorado e minorado.
Vejamos seguidamente algumas propriedades de facil demonstracao:
P22 : A unido de um numero finito de conjuntos limitados é um conjunto limitado

Demonstracao : Sejam 4;,, i =1, 2, ..., k, conjuntos limitados. Existem Vgl_ (a;)
tais que 4, < Vgl, (a; ). Passando a considerar A = A; U A, U ... U A4y , fixe-se um

qualquer a € R eseja ¢ = mdx ¢; + madx d(a; , a) ; conclui-se com facilidade que 4
c V(a), ou seja o conjunto A4 ¢ igualmente limitado.
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P23 : A intersecgdo de conjuntos limitados (em qualquer niimero) é um conjunto limi-
tado.

Demonstracdo: Basta notar que o subconjunto de um conjunto limitado ¢ igualmente
limitado e que a interseccao de conjuntos ¢ sempre um subconjunto de qualquer um
deles.

P24 : O derivado e o fecho de um conjunto limitado sdo conjuntos limitados

Demonstracdo : Basta fazer a demonstragao para o derivado, porque sendo o derivado
limitado, como o fecho (ou aderéncia) ¢ a unido do conjunto com o seu derivado ele ¢
igualmente limitado (propriedade P22). Seja 4 limitado e vejamos entdo que A4 ¢
igualmente limitado. Seja V. (a) a vizinhanga que contém A4 e vejamos entdo que
A’ < Vag(a), o que provara ser 4 “igualmente limitado. Dado um qualquer y € 47,
tem-se que em V. (y) existe pelo menos um x, #y que pertence a 4 , logo
também a V. (a) ; entdo por ser x, pertencente a V. (a) e V.(y), tem-se d(y, a) <
dy,x;)+ +d(x.,a)< 2g,0u seja y € Vaz(a); em conclusdo, 4" < V. (a) como se
queria provar.

No teorema seguinte estudam-se propriedades importantes dos conjuntos majorados e
minorados.

Teorema 2 : Sendo A majorado em R, o respectivo supremo A ou é elemento do
conjunto (e nesse caso é o mdximo do conjunto), ou é ponto de acumulacdo do
conjunto, podendo também ser uma coisa e outra. Do mesmo modo, sendo A
minorado em R, o respectivo infimo u ou é elemento do conjunto (e nesse caso é o
minimo do conjunto), ou é ponto de acumulag¢do do conjunto, podendo também ser
uma coisa e outra

Demonstracdo : Faremos a demonstracdo para o caso do supremo, valendo para o
infimo uma argumentacdo semelhante.

Se A=Sup A e A,tem-se A = Max A. Se pelo contrario for 41 =Sup A ¢ A, entdo
no intervalo | 4 - ¢, A [ devera existir pelo menos um x € 4, caso contrario ter-se-ia
x < A-¢ paratodo o x € 4 e entdo o nimero A - ¢ seria um majorante de 4 inferior
ao respectivo supremo; mas entdo em qualquer VA1) =] 1 - ¢, 4 + ¢[ devera existir
pelo menos um x € A4 distinto de 4, ou seja, A devera ser ponto de acumulacdo de 4.

Refira-se ainda, para terminar a demonstracdo, que € possivel ser a0 mesmo tempo
A=SupAdeAd e A=SupAe A’, como acontece por exemplo no caso do conjunto
A=[-1,2].

Corolario 1 : Sendo A um conjunto fechado, se for majorado tem mdximo, se for
minorado tem minimo; se for limitado tem mdximo e minimo

Demonstracao : Resulta de imediato do teorema anterior atendendo a que se 4 for
fechado, entdo A’'c 4.

27



5. Ampliacao de R . Pontos impréprios

Tendo em vista simplificar certos enunciados no ambito da teoria dos limites € usual
ampliar o conjunto R considerando mais dois simbolos, a saber +co (mais infinito) e
-oo (menos infinito), genericamente designados por pontos impréprios ou pontos
infinitos.

A relacdo de ordem em R ¢ ampliada de modo a abranger os novos simbolos,
considerando-se as seguintes convengdes:

a) -0 < x <+ , qualquer que seja x € R;
b) -0 <+o0 .

Neste quadro, qualquer conjunto X < R tem supremo, finito ou real se for majorado
em R ou +o se o ndo for ; do mesmo modo qualquer subconjunto de R tem infimo,
finito ou real se for minorado em R ou -cose o ndo for.

Definem-se também as vizinhangas (em relacdo a R) dos dois pontos improprios, do
modo seguinte:

Vo(+o)=] 1/e, 40| e V(-0)=]-00,-1/g[ .

Os pontos improprios podem entdo ser pontos de acumulagdo (improprios) dos
conjuntos X < R mas, em qualquer caso, no derivado X’ ndo se incluem os
eventuais pontos improprios de acumulacdo. A defini¢do ¢ a seguinte: diz-se que +co

(-c0) é ponto improprio de acumulagdo de X se so se em qualquer V ;(+0)

[ Vo(-00) ] se encontra pelo menos um ponto x € X .
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6. Exercicios

1 - Mostre que,

a)INT A = A-(A)’;

b) FRONT A = [AN(A)'] U [4'n(4)];

CQ)VEXT A =A-A47;

d) INT(ANB) = (INT A)~(INTB).

2 - Mostre que se FRONT A =, entdo 4 é um conjunto aberto.

3 -Um conjunto 4 < R diz-se denso se esése 4 < A’ e diz-se perfeito se e s6 se
A = A’ (ou seja, se e so se for denso e fechado). Prove que,

a) Sendo 4, conjuntos densos, em qualquer numero, entdio (JA4, € igualmente um
o

conjunto denso;
b) Sendo A4 denso, entdo 4’ ¢ Ad (A) sdo perfeitos ;

¢*) A unido de todos os conjuntos densos contidos num conjunto fechado ¢ um conjunto
perfeito;

d*) Sendo P a unido de todos os conjuntos densos contidos num conjunto fechado F',
entdose for A= e A < F- P, o conjunto A ndo pode ser denso.

4 - Chama-se distdncia do ponto a ao conjunto 4 ao nimero real ,
da, A)=Inf{d(a,x) : xed}.
a) Mostre que d(a, A) existe sempre (finita) ;
b*) Mostre que d(a,4) =0 < ae Ad A .
5 - Determine o interior, o fecho e o derivado de cada um dos subconjuntos de R :
a)A=[0,2] u]3,5[vu{6,7};

bB=[1,2]1nQ.
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6 - Determine o interior, a fronteira, o derivado € o fecho de cada um dos subconjuntos
deR:

" :neN}u]4/3,3/2[u{n—+1 : neN };
n

a) 4 ={

n’+1

2
byB={ 1+ (-1)".""
n+l1

neN};

)C={ n™" :neN};

d)D={ n™" :n,meN};
eE={m+1n: mneN};
HF={1/m + 1/n: m,neN}.

7 - Quando possivel dé exemplos de um subconjunto em R que :
a) Seja finito, ndo vazio e aberto;

b) Seja fechado, mas nao limitado;

¢) Seja igual ao seu derivado;

d) Seja igual a sua fronteira;

e) Tenha por exterior um conjunto limitado;

f) Seja um subconjunto proprio do seu derivado.

8 - Mostre que em R um conjunto aberto ndo pode ter maximo nem minimo.

RESPOSTAS

5-a)INT A =10,2[ U]3,5[ , AdA=[0,2] U[3,5]u{6,7},
A’=[0,2] U[3,5];
b)INT B =Q, B'=AdB=[1,2] .

6-a) INT A =14/3,32[ ,
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FRONT 4 = {

n+1
> cneNju{— : neN}uU{0,1},
n +1 n

A'=[4/3,32] U{0,1}, AddA =40 {0,1};

b)INT B=@ , FRONT B=B u{0,2}, B’={0,2} , AdB = FRONT B ;
¢)INT C =@ , FRONT C = C U{0}, C’={0}, Ad C=FRONT C;
d)INT D =@ , FRONT D =D {0}, D’={0}, AdD=FRONT D ;
e)INT E = , FRONT E = E U N, E'=N , AdE=FRONT E,
f)INT F =3 , FRONT F=F {0} ,

F'={l/m : meN}U{0}, AdF)=FRONT F.

7 - a) Impossivel ; b) Por exemplo, [ 1, +oo[ ; ¢) Por exemplo, R ; d) Por exemplo, N ;
e) Por exemplo, |-, 1] U[2,+o[; f)Porexemplo, Q .
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CAPITULO 111

SUCESSOES DE TERMOS REAIS

1. Generalidades

Chama-se sucessdo de termos reais a qualquer aplicagdo de N em R . O real u; que
corresponde ao natural 1 é o primeiro termo da sucessdo ; o real u, que corresponde ao
natural 2 é o segundo termo da sucessao ; em geral, o real u, que corresponde ao natural
n ¢ o enésimo — termo geral ou ainda termo de ordem n — da sucessdo. Os termos de
uma sucessdo dispdoem-se por ordem crescente dos respectivos indices (por ordem
crescente dos naturais a que correspondem) : u; , U, ... , Uy, ...

A forma mais comum de definir em concreto na pratica uma sucessao ¢ indicar uma
expressdo analitica para o termo geral u,, a qual permite obter qualquer termo particular
por simples substitui¢do de n pelos sucessivos valores desta varidvel; em certos casos
porém a conveniente defini¢do de u, requer duas ou mais expressdes analiticas. Os trés

seguintes exemplos sdo elucidativos :
1 2n +1 I/n , n par

o= (DS o =
n” +1

U, =

n+1 2+4+n, n impar

Um outro modo menos usual de definir uma sucessdo consiste em dar uma regra que
permita o célculo de cada termo a custa de um ou mais termos precedentes (definicdo por
recorréncia), como nos dois exemplos seguintes:

1
n+1

U, L, =12 5 vp=v,  +Vv,,, 2 =1/2 v =-1

U, = n

Por vezes a expressdo analitica que define o termo geral u, s6 tem significado inin-
terruptamente para n >k, com k natural fixo, caso em que primeiro termo da sucessao
se obtétm com n =k + 1, o segundo com n =k + 2 e assim por diante. Estes casos
podem sempre reconverter-se a situagao standard fazendo v, = ux+, , ou seja,

VI =Uk+1 , V2 =Ug+2 , V3 =Up+3 , CfC.
E o caso por exemplo de,

1
 (n=-D(n-2)

que s6 tem significado para n > 2 e que gera ou origina a mesma sucessao que o termo
geral

Un 5

Vo = Up4p = ; (n=1,2, ..., n, ...).
(n+1)n
Uma sucessao uj,uy, ... , Uy,.. denumeros reais diz-se majorada se € s6 se existir
um k € R tal que u, < k, qualquer que seja n € N ; diz-se minorada se e s6 se existir
um k € R tal que wu, > k, qualquer que seja n € N ; diz-se limitada se s6 se for
majorada e minorada simultaneamente.
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Uma sucessdo diz-se crescente se € sO se  u1 < uy < ... < u, < .. e diz-se
decrescente se € sO se u; > u; > .. = u, = .., genericamente, designam-se por
monotonas as sucessdes crescentes ou decrescentes .

No desenvolvimento da teoria desempenha papel significativo o chamado conjunto dos

termos de uma sucessdo. Trata-se do conjunto U={x : 3 ne N :u, =x } , conjunto
que, dependendo da sucessdo, pode ser finito ou infinito numeravel. Por exemplo, para a

sucessdo u,=1/n tem-se U={1, 1/2,1/3, ... } e paraasucessdo u,=(-1)" tem-se
U={-1,1 }.Cadaelemento do conjunto U aparece pelo menos uma vez como termo
da sucessdo, mas nada impede que se repita um numero finito ou uma infinidade de
vezes, como acontece no caso da sucessdo de termo geral wu, =[(-1)"+ 1].1/n em que se

tem U={0, 1, 1/2,1/3, ... } ,sendo que o zero se repete uma infinidade de vezes
na sucessao (sao nulos todos os termos de ordem impar) .

2. Conceito de limite. Teoremas fundamentais

Diz-se que lim u, = u (finito, + 0 ou - ) se so se :
Ve>0,dn,:n>n.= u,eVg(u) .

Consoante u seja finito, mais infinito ou menos infinito, a condi¢do u, € V(1) pode
escrever-se respectivamente |u,—u|<¢&, u,>1l/e ou u,<-1/¢.

As sucessdes com limite finito dizem-se convergentes e as sucessdes convergentes para
zero dizem-se infinitésimos . Tendo em conta a definicdo de limite, conclui-se de
imediato que u, converge para o real u se e sO se a sucessdo v, =u, — u ¢ um infinitési-
mo.

Conclui-se com facilidade que /lim u, = u (finito) = lim | u, | =| u | ; esta implicagdo
resulta de imediato do facto de ser || u,|-|u||< |u,-u|, desigualdade sobre modulos
cuja justificagdo se deixa ao cuidado do leitor . Note-se, no entanto, que pode existir
lim | u, | sem que exista lim u, , como mostra o exemplo da sucessdo u, = (-1)". No
entanto, tem-se que /im u, = 0 equivale a /im | u, | = 0, como facilmente se conclui
recorrendo a definicao de limite.

Estudam-se seguidamente alguns teoremas importantes sobre limites.
Teorema 1 : Sendo lim u,=u e v#u ndo pode ter-se lim u,=v (unicidade do limite)

Demonstracao : Com v # u € possivel , escolhendo £ > 0 suficientemente pequeno, ter
duas vizinhangas V. (u) e V.(v) sem elementos comuns (disjuntas). Ora, sendo [lim u, =

u tem-se u, € V.(u) de certa ordem em diante ndo podendo portanto ter-se u, € V. (v)
de certa ordem em diante, ou seja, ndo pode ter-se lim u,=v .
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Teorema 2 : Sucessdo com limite finito é limitada

Demonstracao : Sendo /im u, = u (finito), tem-se de certa ordem m em diante
ueViw=lu—-1, u+1[,

sendo portanto a sucessdo majorada por A= Mdx { u; , uz, ... , Uy , u+1}e

minorada por g =Min { uy,uz, .. , Uy , u—1}.

Note-se que a inversa do teorema precedente ndo ¢ verdadeira como mostra o caso da
sucessdo limitada u, = (-1)" .

Teorema 3 : Sendo wu, uma sucessdo crescente, existe sempre lim u, , finito se a
sucessdo for majorada, +o0 no caso contrario. Sendo u, uma sucessdo decrescente,
existe sempre lim u, , finito se a sucessdo for minorada, -c0 no caso contrario

Demonstracao : Seja u;y, Uz, ... , Uy , ... UMa sucessao mondtona crescente. Se a sucessao
ndo for majorada, tem-se que para qualquer £ > 0 existe certo termo de ordem 7, que
excede 1/¢; dado tratar-se de uma sucessao crescente, tem-se entdo, a partir da referida
ordem n;, u,> 1/¢ ,ouseja, limu,=+co.

Se a sucessdo for majorada, seja U o conjunto dos reais que sdo termos da sucessao ;
claro que U ¢ igualmente majorado e tem portanto supremo , A = Sup U . Vejamos
que se tem precisamente /im u, = A . Fixado um qualquer & > 0, existe pelo menos um
x.€U tal que, 1- e<x,< A, caso contrario A - & seria um majorante de U inferior ao
respectivo supremo; esse x. serd um certo termo da sucessdo, seja ele o termo de ordem
ne . Entdo, devido a monotonia crescente da sucessdo todos os termos a partir dessa
ordem pertencem ao intervalo | 1- ¢, 1], ouseja, n>n. = | u,- 1| < &, o que implica
limu,=A71.

Tratando-se de uma sucessdo monétona decrescente, uma argumentacdo semelhante
conduz as seguintes conclusodes: se a sucessao ndo for minorada, tem-se /im u, = -0 ; se
for minorada, tem-se /im u, = A =Inf U, em que U designa como no caso da monotonia
crescente o conjunto dos reais que sdo termos da sucessao .

As conclusdes precedentes subsistem no caso da monotonia sé ocorrer a partir de certa
ordem, como facilmente se compreende , pelo que se pode enunciar o seguinte,

Corolario : Sendo u, uma sucessdo crescente de certa ordem em diante, existe sempre
lim u, , finito se a sucessdo for majorada, +00 no caso contrario. Sendo u, uma sucessao
decrescente de certa ordem em diante, existe sempre lim u, , finito se a sucessdao for
minorada, -co no caso contrdrio

Nos teoremas seguintes intervém uma condicdo importante verificada por certas
sucessoes. Uma sucessdo de nimeros reais verifica a condi¢cdo de Cauchy se e s0 se,

34



Ve>0,dn.:n>m>n.= |up-un|<e .
Prova-se com facilidade que as sucessdes convergentes verificam a condi¢ao de Cauchy.

Teorema 4 : Sendo lim u, = u (finito) , entdo a sucessdo u, verifica a condi¢do de
Cauchy

Demonstracao : Por ser /im u, =u (finito) , tem-se,
Ve>0,dn.:n>n.= |u,-ul<el2.
Considerando n > m > n. , temos entio ,
| tp -t | =|tp-u+u-uy| < |up-ul+|u-uy|<ell+el2=¢,
ficando assim provado que a sucessao verifica a condi¢do de Cauchy.
No teorema seguinte vamos ver que, inversamente, se uma sucessao verifica a condi¢ao
de Cauchy. entdo tem limite finito. Com vista a facilitar a demonstrac¢do, vejamos dois

resultados que nela serdo utilizados:

a) Se uma sucessdo verifica a condicdo de Cauchy, entdo ela ¢ limitada. Com efeito,
fixado por exemplo ¢ =1, existe uma ordem #; tal que,

n> m>n = |uy-uy|<1,

ou seja , fixando por exemplo m= n; + 1 ,tem-se, para n>m, uy-1< u, < uy+1
; como os termos até a ordem m (inclusivé) sdo em numero finito e os restantes sao
minorados por u,,-1 e majorados por u,, +1 , conclui-se que a sucessao ¢ limitada.

b) Se um conjunto X limitado tem dois quaisquer dos seus elementos diferindo em valor
absoluto por menos de &> 0, entdo tem-se, 0 < Sup X - Inf X < ¢. Com efeito, se fosse
Sup X - Inf X > ¢, tomando 6> 0 tal que Sup X-InfX- 06 > ¢ , ter-se-ia,

(Sup X-06/2)-(InfX+6/72) >¢,
e haveria elementos x’, x” € X tais que,
x> SupX-672 e x'<InfX+5/72,
donde resultaria,
xX'-x">Eup X-072)-(InfX+56/72) >¢,

0 que seria contrario a hipotese de quaisquer dois elementos de X diferirem em valor
absoluto por menos de ¢.
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Posto isto, podemos enunciar e demonstrar o,
Teorema 5 : Se u, verifica a condig¢do de Cauchy , entdo existe finito lim u,

Demonstracao : Seja X, o conjunto dos termos da sucessao com ordens de n» em diante
(inclusivé o n). Como se disse na alinea a) das consideragdes que precedem o teorema, a
sucessdo ¢ limitada (porque supostamente verifica a condicdo de Cauchy) e dai decorre
que os conjuntos X, sdo limitados. Por outro lado, tem-se X; 2 X; 2 ... 2 X, D ... ¢
entdo, fazendo /,=Inf X, e L,=Sup X, ,resulta: [} < L < ..< [, <...e L} > L, > ..
> > L, >..;existem portanto [/ =Iliml, e L =1lim L, (ver teorema 3) e claro que /<
L;

além disso,/ e L sdo finitos porque /, e L, sdo sucessoes limitadas (tem-se /; < [, <
<L,< L)).

A partir da ordem #n, os conjuntos X, verificam a seguinte propriedade: quaisquer dois
dos seus elementos diferem em valor absoluto por menos de ¢, porque se trata de dois
termos u, € u; com ordens maiores que n,¢e porque a condi¢do de Cauchy (supostamente
verificada pela sucessdo) garante que nesse caso | u, - u; | < & . Pelo que ficou dito na
alinea b) das consideragdes que precedem o teorema, tem-se entdo 0< L, - [, < ¢ para
n > ng . Entdo devera ser 0 < L -] < ¢ donde resulta, devido a arbitrariedade do valor
dee, L=1.

Vejamos agora que ¢ precisamente /im u, = L = . Como para cada n , x, pertence ao
conjunto X, , tem-se /, < u, < L, e de liml, =1= L = lim L, resulta entdo por
enquadramento (ver adiante) que também /im u, = L =1, como se queria provar.

O teorema esta demonstrado.

Os teoremas que a seguir se demonstram relacionam o conceito de limite de uma
sucessao com algumas nogdes topoldgicas ja estudadas.

Teorema 6 : Sendo A < R, a condi¢do necessaria e suficiente para que a (ae R,
a =+ ou a =-00) seja ponto de acumulagdo de A é que exista exista uma sucessdao
X, de elementos de A, com infinitos termos distintos de a, tal que lim x, = a

Demonstracao : A condigdo ¢ necessaria. Sendo a ponto de acumulacdo de 4 , em
qualquer V. (a) existe pelo menos um x # a pertencente a 4. Tomando entdo g, = I/n,
tem-se que em Vy, (@) existe um x, # a pertencente ao conjunto 4. Vejamos que se tem
lim x, = a:dado um qualquer £ >0, tem-se para n > n, (com certa ordem n.) que
1/n < & e portanto,

n>n;.—= X, € Vl/n (a) N [Vl/n (a) c Vé‘(a)] = Xp € Vé‘(a) 5
assim se concluindo que limx, = a.

A condi¢do ¢ suficiente. Se existe uma sucessao x, de elementos de 4 com infinitos
termos distintos de a tal que [lim x, =a, vejamos que a ¢ ponto de acumulagdo de 4.

Dada uma qualquer V, (a) nela se encontram todos os termos x, de certa ordem em

36



diante (por ser /im x, =a ) e portanto, dado haver infinitos termos da sucessdo distintos
de a , nela se encontra pelo menos um elemento de A distinto de a , logo a ¢ ponto de
acumulagdo do conjunto 4 , como se pretendia provar.

Teorema 7 : Um real a ¢ aderente de um conjunto A < R se e so se existe uma suces-
sdo x, de elementos de A tal que lim x, =a

Demonstracao : Se a € 4ddA =AU A’,ou ae€ A ou a € A”. No primeiro caso, a
sucessdo de termo geral x, =a € 4 tem por limite o ponto a ; no segundo caso, ou seja,
se a € A’, oteorema 6 garante que existe uma sucessao x, de elementos de 4 que tem
por limite o ponto a.

Inversamente, se existe uma sucessao x, de elementos de 4 que tem por limite o ponto
a, das duas uma: ou os termos da sucessao sao todos iguais a a de certa ordem em diante
e entdo a € A ; ou hd infinitos termos x, distintos de a e entdo pelo teorema 6 tem-se
a € A’ ; em qualquer dos casos a € AdA =AU A’.

Teorema 8 : Um conjunto A R é fechado se e so se, qualquer que seja a sucessdo x,
de elementos de A com limite real , esse limite pertence ao conjunto A

Demonstracao : Se 4 ¢ fechado, entdo 4 = Ad A . Seja x, uma qualquer sucessdo de
elementos de 4 tal que a =lim x, (a € R) ; entdo, pelo teorema 7, esse real a pertence
a Ad A , logo pertence a 4 .

Inversamente, se para qualquer sucessdo x, de elementos de 4 com limite real esse
limite pertence a A4 , entdo 4 = Ad A (ou seja, A ¢ fechado). Basta provar que Ad A c 4,
porque a inclusdo contraria ¢ sempre verdadeira. Ora dado um qualquer a € A4d 4, o
teorema 7 garante a existéncia de uma sucessdo x, de elementos de 4 e com limite
real a =lim x, e portanto, por hipotese, a € 4 . Fica assim provada a inclusdo desejada.

3. Sublimites. Teoremas fundamentais

Dé-se o nome de subsucessao da sucessao u; , uy , ... , U, .. a qualquer sucessao

Ug > Ugy 5n 5 Ug 5 ... CMQUE OS Oy constituem uma sucessio estritamente crescente de

numeros naturais. Claro que se /im u, = u , também /im u, = u, porque sea partir de

certa ordem n, se tem u, € V. (u) , a partir dessa mesma ordem tem-se também
u, € Ve(u),porque n>n; = o 2 n> n,. Note-se que esta propriedade ¢ valida
mesmo no caso mais geral em que @, € uma sucessdo de nimeros naturais, nao neces-
sariamente crescente , desde que /im o, = +c: com efeito, sendo n. a ordem a
partir

da qual se tem u, € V. (u) e sendo k. a ordem a partir da qual se tem &, > n,, resulta
que n>k; = oy > ng = u, € V(u),assimse concluindo que lim u, = u.
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Os limites das subsucessOes de uma sucessdo de chamam-se sublimites da sucessiao
original.

O teorema seguinte tem grande utilidade pratica na determinag@o dos sublimites de uma
sucessao :

Teorema 9 : Dada a sucessdo u, considerem-se as seguintes subsucessoes em numero

finito :
Ug > Ugy s e s Ug , com limite o
Upg sUpgy s oo s Upg 5 o, COM limite [
Ugy s Ugyy 5 o s Ugy 5 oo 5 COM limite o

e admita-se que cada termo u, da sucessdo esta numa e numa so das subsucessoes

consideradas. Nessas condi¢oes, nenhum A # o, [, ..., @ pode ser sublimite de u,, ou
seja, a sucessdo apenas admite os sublimites o, 3, ..., @
Demonstracdo : Dado 4 # o, £, ..., o fixe-se ¢ > 0 suficientemente pequeno de tal

forma que a vizinhanca V. (4) ndo tenha pontos em comum com nenhuma das
vizinhangas V. (@) , Vo (f), ..., V(@) . Todos os termos de u, excepto quando muito

um numero finito deles pertencem a V; («) ; todos os termos de u, excepto quando

muito um nimero finito deles pertencem a V. (f) ; etc. Como as subsucessdes sdo em
numero finito e nelas se encontram todos os termos de u, , pode concluir-se que quando

muito apenas um numero finito de termos u, poderdo pertencer a V. (A1), o que exclui a
possibilidade de A ser sublimite da sucessao.

Como aplicagdo do teorema anterior, considere-se a sucessdo u, = (-1)" . n + n . Nas
duas subsucessoes, u,, com limite +o0 € uy,; com limite 0 , encontram-se todos os
termos da sucessao original e, portanto, esta apenas admite como sublimites 0 e +oo .

Note-se ainda que o teorema anterior deixa de ser valido se as subsucessdes referidas no
enunciado forem em numero infinito. Por exemplo, no caso da sucessao,

1,1,12,0,12,1/3,1,12,1/3,1/4, ... ,1,12,... ,1/m, ...,
considerando as subsucessoes,
1,1,1, ...,1, ... , com limite igual a 1
172,12, ... ,1/2, ... ,com limite igual a 1/2

/3,13, ... ,1/3, ... , com limite igual a 1/3
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Vm,1/m, ... ,1/m, ... ,com limite igual a 1/m

cada termo da sucessao original figura numa e numa sé das subsucessoes ; no entanto a
sucessdo dada admite também o sublimite 0 dado ser nulo o limite da seguinte subsu-
cessdo da sucessdaodada: 1,1/2,1/3,1/4, ....

Estudam-se seguidamente alguns importantes teoremas envolvendo o conceito de
sublimite.

Teorema 10 : Qualquer sucessao u, de numeros reais, admite uma subsucessio u,

monotona

Demonstracdo : Seja K o conjunto dos naturais o tais que n>a = u, > u,. Se K
for infinito, sejam o < & < ... < @, < ... 0s respectivos elementos dispostos por ordem
cres-cente; como @, € K, tem-se p > a, = u, > u,, e resulta entdo, tomando p = @+ >

Op, U, > U, ,0queprovaser u, umasubsucessdo crescente de u,.

Caso K seja finito, seja fi=1+Max K se K= e fi=1 se K= ;como fi¢ K,
resulta da defini¢do de K a existéncia de um natural 5, > S tal que uy < u, (caso

contrario seria £ € K ) ; e como, por sua vez, /» ¢ K , resulta igualmente a existéncia de
B> p> p tal que ug < ug < ug ;o prosseguindo deste modo, obtém-se uma

subsucessdo u 5 monotona decrescente.

Sdo corolarios imediatos deste teorema:

Corolario 1 : Qualquer sucessdo u, de numeros reais, admite uma subsucessdo U, com

limite (finito ou infinito)
Demonstracao : Resulta imediatamente do teorema anterior, conjugado com o teorema 3.

Corolario 2 : Qualquer sucessao limitada u, de numeros reais, admite uma subsucessdo

u, —com limite finito

Demonstracao : Resulta do corolario anterior conjugado com o facto de uma sucessdo
limitada ndo admitir subsucessdes com limites infinitos.

Teorema 11 : Para que um certo b (be R, b=+0c0 ou b =-o) seja sublimite de uma
sucessdo real x, é necessario e suficiente que para qualquer V . (b) e qualquer inteiro m,
exista um inteiro k> m tal que x; € V.(b)
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Demonstracdo : A condi¢do ¢ evidentemente necessaria. Vejamos que ¢ igualmente
suficiente. Supondo a condigdo verificada, defina-se a subsucessdo x, de x, pela

seguinte condi¢do: ap =1 e @, ¢ o menor inteiro maior que «,. | que faz Xg, € Vim

(b). Como 1/n < & a partir de certa ordem n,, tem-se x, € Vi (b) © V.(b), a partir

dessa mesma ordem, ou seja, b = lim x, ,logo b ¢ sublimite de x, .

Teorema 12 : A condi¢do necessdria e suficiente para que uma sucessdo tenha limite é
que ndo admita dois sublimites distintos.

Demonstracao : Que a condicao € necessaria ficou demonstrado nas considera¢des que
imediatamente precedem o conceito de sublimite. Como se viu entdo, se /lim u, = u ,
também lim u, = u,qualquer que seja a subsucessao u,, .

Vejamos que a condicdo ¢ também suficiente. Admita-se entdo que a (real , +o0 -0) € o
unico sublimite da sucessdo u, . Caso a sucessdo u, ndo tivesse a como limite , entdo
existiria um certo ¢ > 0 tal que u, ¢ V. (a) para infinitos valores de n, sejam eles por
ordem crescente @ , @2, ..., Gy, ... ; a correspondente subsucessdo u, ~ndo poderia

evidentemente ter a como limite nem como sublimite mas admitiria um sublimite (pelo
corolario 1 do teorema 10) o qual seria assim distinto de a ; este sublimite seria também
um sublimite da sucessao inicial u,, contrariando-se assim a hipotese assumida de a ser o
unico sublimite desta sucessao.

Teorema 13 : O conjunto S dos sublimites finitos de uma sucessdo x, é um conjunto
fechado

Demonstracao : Podemos supor que S # & , pois no caso de S ser vazio ¢ obviamente
fechado. Para provar que S ¢ fechado bastara provar que S’ S. Dado a € §’, em
qualquer V. (a) existe pelo menos um x.# a pertencente a S, por definicdo de ponto
de acumulagdo. Claro que esse x. , por pertencer a S , sera limite de uma certa
subsucessdo X, de x,, . Fazendo 6 = ¢-d(x.,a) >0, tem-se que todos os termos de

X,, seencontram em Vs (x, ) de certa ordem n, em diante; entdo, dado um qualquer

inteiro m, basta escolher ny a verificar a”o > m € ny>ng parase ter,com k= a"o >
m,

dxr,a) < dxg,x:) + dxz.,a) < 0+ dx:,a) = ¢,

ou seja, x; € Vg (a); tal significa, de acordo com o teorema 11, que o ponto a € sublimi-

te da sucessao x,,ouseja, a € S. Assim se prova que S’c S, ou seja, que o conjunto S
¢ fechado.

Estamos agora em condi¢des de definir os conceitos de limite minimo e limite maximo de
uma sucessao real. Consideremos os seguintes casos :
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a) Se a sucessdo u, ¢ limitada, o conjunto dos seus sublimites ¢ um subconjunto de R
fechado (ver teorema 13) e obviamente limitado . Tal conjunto admite entdo méaximo e
minimo e pode definir-se : /im max u, = maior dos sublimites ; /im min u, = menor dos
sublimites .

b) Se a sucessdo u, ndo ¢ majorada mas ¢ minorada, admite +oo como sublimite e entdo
define-se [im max u, =+ . Quanto ao limite minimo, dois casos se podem dar : ou nao
ha sublimites reais, sendo +o0 0 tinico sublimite e nesse caso também € [im min u, = +o© ;
ou ha sublimites reais e entdo o respectivo conjunto sera fechado e minorado, tendo
portanto minimo, minimo esse que sera precisamente lim min u, .

¢) Se a sucessao u, ¢ majorada mas ndo minorada, admite - oo como sublimite e entdo
define-se [im min u, = - o . Quanto ao limite maximo, dois casos se podem dar : ou ndo
ha sublimites reais, sendo - o o0 Gnico sublimite € nesse caso também € lim max u, = - ©
; ou ha sublimites reais e entdo o respectivo conjunto sera fechado e majorado, tendo
portanto maximo, maximo esse que sera precisamente /im max u, .

d) Se a sucessdo u, nao ¢ majorada nem minorada, admite - o € +c0 como sublimites e
tem-se entdao lim min u,=- o e [im max u, = +oo.

Claro que lim min u, < lim max u, e, para qualquer sublimite A da sucessdo, tem-se,
lim min u, < A < lim max u, . As considera¢des precedentes e o disposto no teorema
12 permitem enunciar :

Teorema 14 : A condicdo necessaria e suficiente para que a sucessdo u, tenha limite é

que se verifique a igualdade lim min u,= lim max u,, sendo nesse caso o valor comum o
limite da sucessdo

4. Regras elementares para calculo de limites

4.1 — Soma, produto e quociente

As regras basicas do célculo de limites, bem como os casos de indeterminacdo a que as
mesmas podem conduzir, sdo supostamente conhecidas. Assim:

a) Limite da soma : /im (u, + v, ) = lim u, + lim v, , com as convengdes seguintes:
a+ (£o0) = () + a=tc0 (areal); (+00) + (+0) =400 ; (-00) + (-00) = -0
Casos de indeterminacgao : (+o) + (-20) e (-0) + (+0) .

b) Limite do produto : /im (u,.v,) = limu, . limv, , com as convengdes seguintes:
a . (foo) = (£) . a = oo ( a real positivo) ; a . (o) = () . a = Foo (a real
negativo) ; (+o0) . (+00) = (-0) . (-00) = +0 ; (+0) . (-0) = (-20) . (+00) = -00.

Casos de indeterminacao : (x0) .0 e 0. ().

¢) Limite do quociente : /im (u,/v,) = lim u, /lim v, , com as convengdes seguintes:
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a/(£0) =0 ; (£oo)/a = too (areal positivo) ; (£o)/a = F o (a real negativo) .
Casos de indeterminagdo : 0/0 , (xoo)/(+0) e (£0)/0 .
A titulo de exemplo demonstraremos apenas a regra do limite do quociente, no caso em

que /im u, =u finito e /im v, =v finito e diferente de zero, que ¢ uma das que envolve
maior dificuldade.

Tem-se:
u, ul| |u,v-—vyu|l |u,v+u,v, —u,v, —v,ul
v, |V v,V v,V
— U, (V _vn) + Vy (un B M) |un|'|vn B V| + ‘Vn||un —u
v,V v v ’
de limv, =v # 0,resulta lim|v,|=|v| > 0 e considerando um valor positivo « tal

que |v|-a >0, tem-se,
O<|v|-a<|w|<|v]|+a,
de certa ordem k£ em diante; por outro lado, as sucessdes u, € v, sdo limitadas ( por

serem convergentes) e, portanto, existe um A tal que |u, | <A e|v,|<A. Tem-
se entdo,

, _ul _ A, =+ Au, —u|
- b
Vy oV Vi v-a)
ou seja,
u u
B2 < By, v+,
v, v

( fconstante )

da supracitada ordem k em diante ; e como /lim | u,-u |=1Ilim|v, -v| =0, também
lim B.(|v, — v| + |u, — u|) =0 sendo, portanto,

< By, = v+ u, —ul) <&,

de certa ordem 7n.em diante, o que prova ser lim (u,/v,) =u /v .

4.2 — Poténcia de expoente natural

Sendo limu, =u e k € N, tem-se, aplicando a regra do limite do produto,
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. k k . I
lim(u,) = u =(limu,)"
com as convengdes seguintes:

(+00)" = +00 ; (-0 = +0, se k par ; (-00)°=-c0 , se k impar .

4.3 — Raiz de indice natural

Sendo /imu, =u e k€ N, vejamos o que se passa com lim %/ u, .Note-se que com

k par deve ser u, >0 ; com k impar, os termos de u, podem ter qualquer sinal.
1° Caso : u, >0 paratodososn.
a) Quando seja u =0, tem-se:

Ve>0,3n, :n>n. = |u|<e" = [ Mu |<e=limku =0;

b) Quando seja u=1,tem-se u, < X/ u, <1 ou 1 < 4 u, < u,,consoante seja,

u, <1 ou u, 21 .Em qualquer dos casos tem-se a desigualdade | &/ u, - 1| < |u,- 1|
e entdo,

limu, =1 = lim|u,-1|=0 = Ilim| % u, -1|=0 = lim¥& u, =1;

¢) Quando seja u>0 e u#1,tem-se /im (u,/u) =1 e entdo aplicando o resultado
obtido em b),

K u
Iimk& u,/u =1 = lim Q/_" =1 = lim ¥ u, :\/_u;
u

d) Quando seja u =+o0, tem-se,

: k .
Ve>0,3dn,: n>n, = u, >1e" = & u, >l/e =lim¥% u, =+o.

Tem-se sempre, portanto, [im Q/ u, = Q/ lim u, desde que se convencione quanto a
alinead): X/ +00 =+,

2° Caso : u, < 0 para todos ou alguns dos 7 .

Neste caso k deve ser impar para se assegurar a existéncia de &/ u, no campo real .

Entao:

a) Quando seja u =0, o argumento da alinea a) do 1° caso aplica-se tal e qual;
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b) Quando seja u =1, tem-se u, >0 de certa ordem em diante e entdo a desigualdade
| X/ u, -1 < |u,- 1|, obtida na alinea b) do 1° caso, ¢ valida dessa ordem em diante

concluindo-se como entdo que /im & u, =1;

¢) Quando seja u>0 e u#1, o mesmo argumento que foi usado na alinea c) do 1°

casoconduza fim & u, = Xl u ;

d) Quando seja u =+ , lim %X/ u, =+oco0 como na alinea d) do primeiro caso;

e) Quando seja u< 0, tem-se - u, com limite - u >0 e aplicando os resultados

das alineas b) e c), resulta /im &/—u, = X/—u,donderesulta lim & u, = % u .

f) Quando seja u =-co, tem-se,

k .
Vex>0,3n,:n>n, = uy, <-1e" = & u, <-1/e = limkl u, =-c0.

Tem-se sempre, portanto, [im U u, = \/ lim u, desde que se convencione quanto as

alineas: £/ +00 =+w ¢ &/ —00 =-o (kimpar).

4.4 — Poténcia de expoente racional positivo

Vejamos primeiro, como introdugdo, a definicido de poténcia de expoente racional
positivo. Dado r € Q" sabe-se que r se pode representar por uma frac¢io irredutivel ,
r=p/q,com p, g € N .E esta representacdo que vai ser usada para definir poténcia de

expoente racional positivo : a" = 4/ a” . Com esta defini¢do a" (r>0) carece de

sentido quando seja g par e a <0 (repare-se que, sendo ¢ par entdo p tem de ser
impar porque p/q ¢ supostamente uma fraccao irredutivel ) .

Esta definicdo de poténcia de expoente racional positivo ¢ coerente com a defini¢ao
relativa ao caso de expoente natural, ou seja, com r = n natural tem-se » = n/l e,

portanto, @' =) a" = a"=a.a....a (nfactores).

Também facilmente se constata que as regras operatérias conhecidas sobre poténcias de
expoente natural se estendem, com esta defini¢do, as poténcias de expoente racional
positivo. Assim, por exemplo, com r =p/q € s=m/n, caso tenham sentido " ¢ @’ ,
tem-se:

a.a’ = ‘{/ap . ’{/am = q'{/ a®™ 1 g™t = 1Y gPm M
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caso gn e pn + mg nao sejam primos entre si dividem-se ambos pelo respectivo maximo
divisor comum k& assim se obtendo os quocientes « e [ que sdo nimeros naturais
primos entre si: gn=ka e pn+mq=kf ; entdo,

ar. as _ gn| apn+mq — al a,b’ _ aﬂ/a _ ar+s ,

porque a fracgdo irredutivel [/« representa o racional,

Bla = (kB /ka) = LT _ )t min) = r+s |
qn

Note-se ainda que ndo se levantam problemas de existéncia das sucessivas raizes
envolvidas na argumentagdo precedente: se ¢ ou n sdo pares, deve ser a > 0 e a
existéncia das sucessivas raizes fica assegurada ; se g e n sdo impares, caso em que pode
ser a<0, gn e o sdo impares e fica também assegurada a existéncia das raizes em
causa. Repare-se também que a igualdade,

pn

n+ m
a mq _ P q

. a a ,
¢ justificada pela regra de multiplicagdo de poténcias da mesma base e expoente natural.

Vejamos entdo o caso do limite da sucessdo (u,)" , com r € Q. Sendo u o limite de u,,
admita-se que a representagdo fracciondria irredutivel de » ¢ p/q . Caso seja u, > 0 para
todos os n , tem-se igualmente u > () e entdo, aplicando o exposto em 4.2 ¢ 4.3 :

lim (u,)" = lim q\/ ul = q\/ limu?l = Yu? =u =dimu,)",

com a convengdo (+o) = +oo. Caso seja u, < 0 para todos ou alguns 7 , g deve ser
impar e entdo também,

lim (u,)" = lim q\/ ul = q\/ limul = Yu? =u" =Uimu,),

com as convengdes: (+o0) =+ , (-o0) =-c0 se p for impar ¢ (-o0) =+ se p for par.

4.5 — Poténcia de expoente nulo

0 -
No caso de expoente nulo, define-se como se sabe a =1, na condicdo de ser a0
( ndo se define 0°) . Esta defini¢do conserva as propriedades operatérias das poténcias de
expoente racional positivo como facilmente se verifica.

Tem-se entio sempre [lim ( u, )’ = 1 independentemente do comportamento de u,
(exigindo-se apenas que u, #0).

4.6 - Poténcia de expoente racional negativo
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Vejamos primeiro, como introdugdo, a definigdo de a”, com -r € Q" . Como se sabe,
define-se neste caso a” = 1/d" , tendo a” (r > 0) o significado dado em 4.4.

Nos casos em que @' (7 > 0) carega de sentido (vistos em 4.4), 0 mesmo acontece com a”,
acrescendo agora um novo caso especifico relativo ao expoente negativo : trata-se do
casoem que a =0, pois seria 0 "= 1/0" = 1/0 (veja-se em 4.4 que, comr >0, 0"=0).

Com esta defini¢do, as regras operatorias sobre poténcias de expoente racional positivo

ou nulo, transmitem-se ao caso das poténcias de expoente racional negativo, como
facilmente se verifica.

Sendo lim u, = u , vejamos entdo o que sucede com /lim (u,)” , quando seja -r racional
negativo. Supondo a existéncia de (u,)”, existe também (u,)" e além disso u, = 0 ,
efectuando-se portanto o calculo de /im (u,)” usando a relagdo,

lim(u,) =1lim 1/(u,)" ,

conjugando o que se disse em 4.4 sobre Ilim (u,)" com a regra do limite do quociente.
Quando seja /lim u,=u # 0, conclui-se que ,

lim(u,) =lim 1Au,)" =1/u" =u",
com a convengdo (o)’ = 0 . Fica indeterminado o caso em que /im u, = 0 , o qual exige

uma andlise cuidada do modo como u, tende para zero e do valor do expoente nega-
tivo -7 ; o limite pode ser +c0, -co ou pura e simplesmente nao existir.

5. Calculo de limites por enquadramento

Admita-se que u, < w, < v, de certa ordem & em diante. E facil concluir que, sendo
lim u, =limv,=u € R, também [lim w,=u . Com efeito , verificando-se |u,-u|<¢ e
| vi-u | < & das ordens p.e g, em diante, respectivamente, tem-se,

Nn>p, > U-E< Up<UFE N N>q; => U-ELS VW <U+E;

entdo, a partir da ordem n.= Max {pg, qe, k} , tem-se , porseru, <w,<v,, que
u-c< w,<u +¢ ,donderesulta limw,=u.

Por outro lado, sendo u, <w, de certa ordem em diante € [im u, = +oco, também
lim w, = +oo, como € evidente; e sendo u, > w, de certa ordem em diante e lim u, = -c0
, também lim w, = -co0 .

Vejamos trés exemplos de calculo de limites por enquadramento :
1) Calculo de lim ”\/_a (a > 0) . Quando seja a > 1, tem-se b, = ”\/_a -1>0, donde
" a =b,+1,com b,>0.Entdo, a=(1+b,)">1+nb, ,ouseja, 0<b,<(a-1)n

, donde resulta de imediato por enquadramento que /im b, =0 , ou ainda, lim \/ a =1 .
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Vistoocasoa>1, ocaso0<a< 1 ¢imediato: tem-se 1/a>1, logo lim "/ 1/a =1
e, portanto,

lim"\/_a:limnx/%zl.

Quanto ao caso a =1, é 6bvio que também /lim "/ a =1.

2) Calculo de lim (1 + a/n*)" , em que a € R . Designando por a, o termo geral da
sucessio, tem-se :

.a_+n(n—1)‘£+n(n—1)(n—2).£+m+n(n—l) Yy a"

a, =1+n
n> 21 n* 3! n® n! n"

2 3

1 1 2
1+ - E v a-Ha-H A s
n n 2ln n n 3ln
1 2 n-1_ a"
FA-D0-5 -2
n n n'n
entdo, para n> | a |,
2 3 n 2 n—1
0§|an_1|gw+%+@+...+ﬂ:M.(1+M+%+..._,_&):
non n n" n non n""
jal’
1
lal " a1 al
n _M n 1_@ n—lal’
n n
e dado que,
lim @] =0,
n—la|
resulta por enquadramento, /im |a,-1| = 0,ouseja, lima,=1.

’ . 2 J ~ , . .
3) Célculo de lim (1 + a/r; )" , em que r, € uma sucessdo de nimeros racionais com

limite +c e a € R. Sendo p, o maior inteiro que € menor ou iguala 7, ,p, < 7, < p, +
1, tem-se por enquadramento que /im p, = +co (dado que p, > r,-1).

Com a > 0, tem-se a partir de certa ordem (desde que r, > p,>0),
1< +alr?)Y < +alp2)*' =+ alp2). (1 +alp));

por ser p, uma sucessio de inteiros tal que lim p, = +o0 e lim (I + a/n®)" =1 (ver
exemplo 2), conclui-se que,

lim (1 + alp:)” . (1 +alp)=1,
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donde, por enquadramento, /im (1 + a/rn2 )Yr=1.
Com a <0, tem-se a partir de certa ordem (desde que r, > p, > ./ |a|),
1> +alr’) 20 +alp2)*' =+ alp2) . (1 +alpl),

e um argumento semelhante ao utilizado no caso a > 0, permite concluir que também no
caso em analise, lim (1 + a/ rn2 )Yr=1.

Com a =0, vé-se directamente que, /im (1 + a /rn2 )=

6. Exponencial de base natural. O numero e de Neper

6.1 — Introducio

Vamos mostrar que existe limite finito para a sucessdo x, = (1+ x/n)" , com x> 0.

Tem-se,
-1 2 -D(n-2) x° -1 ...1 x"
xn:1+x+M.x_2+n(n )(l’l )X_3++”l(n—)x_:
n 3! n n! n"
1 x2 3

1 2. x
=l+x+(1-—-)—+0-——)A1-—=) —+ - +
( n)2! ( n)( n)3!

1. x"
) —

n_
n n!

+ (1_1)(1_%) e (1-
n n

e escrevendo estas igualdades para n+1 , podemos comparar x, com x,+; € concluir que
as parcelas que tém a mesma poténcia de x sdo maiores em x,+; € , além disso, x,:; tem
ainda uma parcela positiva a mais no final.

Entdo, x, < x,+1 , ouseja, trata-se de uma sucessao estritamente crescente.

Vejamos agora que se trata de uma sucessao majorada. Observando o desenvolvimento
final obtido para x,, conclui-se que,

x? x? x"
< l+x+ —+ —+- 4+ —
21 3! n!

b

mas devera notar-se que a soma do lado direito da desigualdade ndo ¢ o majorante
pretendido para a sucessdo porque o respectivo valor depende da ordem 7 do termo da
sucessao ¢ o que se deseja ¢ um valor real que majore todos os termos da sucessao (na
realidade basta obter um ntimero que majore todos os termos da sucessdo de certa ordem
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fixa em diante, porque entdo, como a sucessdo ¢ mondtona crescente, €sse MmMesmo
nimero majorara todos os termos da sucessao).

Vejamos entdo como obter um majorante dos termos x, de certa ordem fixa em diante.
Fixando um inteiro m > x , tem-se para n > m ,

2 3 m m+1 n
by X
< l+4x+ —+ —+4+ —+———+-+ — =
2! 3! m!  (m+1)! n!
m 2 n—-m
=K, + x—-[1+ * i 4ot i ]<
m! (m+1) (m+1)(m+2) (m+1)(m+2)..n
m 2 n—-m
< K, + x—-[1+ X4 x2+---+x—]:
m! (m+1)  (m+1) (m+1)"""
n—m+l
o ( b J
" +
=K, + r . n ,
m! - ¥
m+ 1
em que,
2 3 m—1
Kn=1+x+ - x—;
2! 3! (m—1)!

atendendo agora a que m + 1 > x , tem-se a seguinte majoragdo para os termos x, da
sucessao :

X
x, < K, + — -
m! 1 X

Em concluséo: Sendo x > 0 , a sucessdo x, = (1+ x/n)" & crescente ¢ majorada, logo
existe finito /im (1+ x/n)". E dado que x>0 = x, > 1 +x, conclui-se que limx,>1.

Podemos agora estudar da existéncia de lim (1+ x/n)", no caso em que x <0 (no
caso de ser x=0 ¢ 0bvio que o limite existe e ¢ igual a unidade) . De x <0 resulta
-x > 0, existindo portanto /im (1- x/n)" . E como,

(1+x/m)" . (1- x/n)" = (1- x*/n?)",

obtém-se,
1 — 2 / 2\n
(1+x/n)" = ( x /n7)
(I = x/n)"
donde se conclui pela existéncia de,
. n 1 .
lim (14+ x/n)" = (finito) ,

lim(1 - x/n)"
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dado que a sucessdo do numerador tende para 1 (conforme exemplo 2 do ponto 3.) e
existe significativo o limite do denominador ( como vimos ¢ maior que 1).

Portanto, em resumo, existe finito /im (1+ x/n)" , qualquer que seja x € R . Este limite
serd retomado mais adiante para futuros desenvolvimentos. Designando-o provisoria-
mente por E(x) , das consideracdes precedentes resultam de imediato as seguintes
propriedades :

1) Para qualquer x € R, tem-se E(x) = 1 / E(-x) . Esta relagcdo foi obtida para x < 0 ,
quando se provou a existéncia de E(x) para valores negativos de x ; para x =0 ela ¢
obviamente valida dado ser £(0) = [ ; parax >0, tem-se - x <0, donde E(-x)=1/E(x)
e esta relacdo € equivalente a E(x) =1/ E(-x) ;

2) Para x > 0, tem-se como vimos E(x) > 1 ; para x < 0, dada a relagdo referida em 1) ,
tem-se E(x)<1.

6.2 — O numero e de Neper

Retome-se a sucessdo x, = (1 + x/n)" e considere-se x = 1. Obtém-se assim a sucessao
a,=(1+1/n)" que como vimos tem limite finito. Designaremos esse limite pela letra e :

e = lim(1+1/n)".

Como a sucessdo a, = (1 + 1/n)" ¢ estritamente crescente, os seus termos dardo sempre
valores menores que e . Aproveitando a majoragdo que se fez em 6.1 para a

sucessdo x, = (1 + x/n)" (no caso x > 0 ), podemos enquadrar o nimero e de forma a
calcular o seu valor com a aproximagdo que se deseje. Ora viu-se que os termos da
sucessao x, (supondo x >0 ) sdo majorados por,

" 1
M, =K, + A ,
m! - %
m+ 1
com,
xZ 3 xm—l
Kn=1+x+—+ —+ -4+ ——,
2! 3! (m—1)!

e em que m designa um qualquer inteiro maior ou igual a x . Como no caso em analise
x =1, podemos tomar um qualquer m > 1 para majorar os termos da sucessao. Assim,
para m=1,2,3,4,5 obtém-se os majorantes (deixam-se os célculos ao cuidado do
leitor):

My =3; My=275; M3=2,7222 ...; M4y =2,71875; Ms=2,718333 ....
Tem-se entdo, tomando por exemplo m =5, a, < e < 2,718333 ... , 0o que permite,
calculando os termos a, para alguns valores de n, conseguir com facilidade um

enquadramento satisfatério para o niumero e ; por exemplo, tomando n = 5000 , obtém-se
aspoo = 2,718010 , assim se concluindo que 2,718010 < e <2,718333 ....
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Prova-se que o niimero e ¢ irracional, indicando-se a seguir a parte inicial da dizima que
o representa : e =2,71828182845 ...

Para terminar esta apresenta¢ao do niimero e , vamos mostrar que,
. r
e=Ilim((1+ 1/r,)",
em que 7, ¢ uma qualquer sucessao de numeros racionais com limite +co ou -co .

Vejamos primeiro o caso em que [im r, = +o0. Sendo p, 0 maior inteiro que € menor ou
igualar,, p,< r,< p,+ 1 ,tem-se limr,=+00= lim p, =+co porque p,>r,-1.A
partir de certa ordem (desde que seja r, > p, > 0 ), tem-se entdo,

D» r, Pyt 1
1 1
(1+ ! ) £[1+—j£(1+—) .
p, +1 r, D,
, Yyt R )"
lim|1 + =lim|l+ —| =Ilm|l+ —| =e,
pn 1 Dy n

por serem p, e p,+ 1 sucessdes de inteiros ambas com limite +co, obtém--se,

Dado que,

=e/l=c¢

P, +1
» [1+ ! ]
) 1 " p, + 1
lim (1 + ) =lim
Pyt 1 !
p, +1

1 Py +1 1 D 1
lim(1+—j =lim(1+—) Jl+—|=e. 1=¢€,
Py P Pn

donde se conclui por enquadramento que,

. 1)”
lim (1 + —j =e.
rl’l

1+
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Vejamos agora o caso em que /im r, = -co0. Tem-se,

B 7, LY Y (1 + lj
(1+—J(1+LJ=(1——2J :(1+—J= I ;
Ty " 5 Ty 1 o

n

de lim r,=-co resulta lim (- r, ) =+co e entdo,

lim (1 + I—J =e/l=e,
r}’l

pois como se viu no exemplo 3 do ponto 5. a sucessdo do denominador tende para a
unidade.

O leitor mais atento poderd neste momento perguntar: mas a argumentagdo precedente
ndo seria aplicavel se r, fosse uma sucessao de irracionais ? Aparentemente sim, mas o
problema ¢ que neste momento do nosso estudo nao definimos ainda o que significa uma
poténcia de expoente irracional, ou seja, (1 + 1/7,)™ carece de sentido quando 7, ndo
for racional. O conhecimento intuitivo que o leitor eventualmente tenha sobre o signifi-
cado de uma poténcia de expoente irracional ndo ¢ suficientemente rigoroso para o nosso
estudo. Mais adiante definiremos de forma rigorosa o conceito de poténcia de expoente
irracional e veremos que a defini¢do dada garante que, com r, a tender para mais ou

menos infinito, /im (1 + 1/r,)" =e, mesmo que os r, nd0 sejam racionais .

6.3 — Definicao e propriedades da exponencial de base e (base natural)

Retomamos aqui o /im (1 + x/n)" estudado em 6.1. Viu-se que tal limite existe para todo
o x € R, sendo entdo tal limite representado por E(x) e estudadas duas das suas
propriedades. Vamos de seguida estudar de forma mais completa as propriedades de
E(x), comegando pelas duas ja vistas anteriormente.

P1 : Tem-se E(x) = 1/E(-x) , qualquer que seja x € R

P2 : Para x >0, tem-se E(x) >1; parax =0, tem-se E(x) =1 ; parax < 0, tem-se
E(x) <1

P3 : Tem-se E(x) > 0, qualquer que seja x € R
Demonstracao : Basta provar a desigualdade do enunciado para x < 0 , ja que P2 a
assegura nos outros casos . Ora, de acordo com P1, tem-se E(x)= 1/E(-x) e como

x<0=-x> 0= E(-x)> 1, obtém-se 0 < E(x) <1 para x<0.

P4 : Sendo r, uma sucessdo de numeros racionais com limite +co ou -co, tem-se
_7; A
E(x) =lim (1 + x/r,)
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Demonstracao : Para x > 0 a demonstracgdo ¢ tal qual a que foi efectuada em 6.2 para o
caso particular x = 1 [ note-se que, de acordo com a defini¢do dada para o numero e ,
E(l)=e¢e].

Para x =0, o resultado ¢ 6bvio.
Resta o caso x < 0 . Neste caso - x > 0 e note-se que se r, se encontra nas condicdes do

enunciado (sucessdo de racionais com limite mais ou menos infinito), o0 mesmo acontece
com -7, ; entao,

E(x)=1/E(-x)=lim ————— =lim (1 + x/r,)",
L)
-2

dado que a propriedade ¢ valida para - x > 0 com a sucessao -7, nas condi¢des do
enunciado.

PS5 : Tem-se E(x+y) =E(x) . E(y), quaisquer que sejam x,y € R

Demonstracao : Note-se que,

(1 +x/n)". (1 +y/m)" 2(1 + xX+y + %j _

n n
xy nm-1) x? y? nn-1)...1 x" y"
=B, + {n B, — + 0 B, T Tt ' By ——1|,
n . n n. n

em que por comodidade de notagdo se fez,

n-j

+

Bn'j: (14— X yj ’paraj:(),l’z,...,n-
n

Uma vez que lim (1 +x/n)". (1 +y/n)" =E(x). E(y) e lim B, = E(x+y), a propriedade
ficara provada se demonstrar que a sucessao,

-1 2y’ ~1)...1 "y
", = an_lx_zy+MBn_z%+...+"<" ) B, 2,
n 2! n n! n"
tende para zero. Tem-se,
eyl n(n=1) et n(n-1)..1 o, x)”
OSlunlS n|Bn—1‘_2+ ’Bn—Zl 4 +ot ‘B0| P
n 2! n n! n

ecomo,para j=1,2,..,n,
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Xy

n—j n—j n
< (1 + _|x+y|j < [1 + _|x+y|) ,
n n

|Bn-j|:‘1 +

podemos €SCrever,

' -1 |xyf —1) .. |xyl"
0§|un|S(l+Mj [n |xy|+n(n ) x| +_“+n(n ) x| -
n

n’ 2! nt n!

o2 etz - ]

ora, como se viu no exemplo 2 do ponto 5., tem-se,

n2n

2

n
e, portanto,

im (1 s |x+y|j"[(1 N |x_2y|j - 1:|:E(|x+y|).0 =0,

n n

lim(l+mj =1,

assim se concluindo por enquadramento que /lim |u,|=0, ou seja, que limu,=0,
como se pretendia provar.

P6 : Sendo r um numero racional qualquer, tem-se que E(r.x) =[E(x)]"

Demonstracao : Com r =0, a igualdade ¢ 6bvia. Com r # 0 , tem-se,

EG x):h'm[l + %)inm[@ + ﬁjﬁ: l:lim (1 + ﬁj/} - [EW]",

dado ser n/r uma sucessao de racionais a tender para mais ou menos infinito (consoante o
sinal de r).

P7 : Sendo r um niumero racional qualquer, tem-se E(r) = €

Demonstracao : Trata-se de um corolario imediato da propriedade anterior. Com efeito,
fazendo na igualdade da propriedade anterior x = 1 e atendendo a que E£(/) = e, obtém-se
Ery=Er.1)=[E(D]"=¢€".

Estamos agora em condi¢oes de dar significado a €' quando x seja irracional. Faz-se por

definicdo €' = E(x), qualquer que seja x € R. A propriedade P7 garante que, para
X

54



racional, a igualdade dd a e* o significado que resulta da defini¢do ja conhecida de
poténcia de expoente racional; para x € R - Q, a igualdade amplia a nogdo de poténcia
de base e ao caso de expoente irracional . Ou seja, para x racional e igualdade €' = E(x)
¢ um teorema (propriedade P7) ; para x irracional a mesma igualdade ¢ uma definicao.

Claro que as propriedades de E(x) sdo agora, com esta defini¢do, as propriedades de €* ;
assim,

a) € =1/e™, qualquer que seja oreal x (P1);
b) x>0 => e >1; x=0=¢€'=1; x<0 = 0< e <1(P2eP3);

c)e =lim (1 + x/r,)" , com r, sucessdo de racionais com limite mais ou menos
infinito ( P4 );

d)e™V=¢€". e’, quaisquer que sejam os numeros reais x ¢ y ( P5);
e)e’ " =(e")", quaisquer que sejam o real x ¢ o racional » (P6) .

Vejamos agora algumas propriedades adicionais importantes da exponencial €' = E(x)
abandonando-se e ora em diante o simbolo provisorio E(x) que tinhamos adoptando e

passando a usar exclusivamente €.

X
P8 : Dada uma sucessdo x, de niimeros reais tal que lim x, =0 , tem-se lim e " =1

Demonstracdo : Admita-se primeiro que x, > 0 de certa ordem em diante. Do estudo
feito no ponto 6.1 sobre o /im (1 + x/n)" decorre que , comx >0,

" 1
l<ée <Ky + . ,
mboo_ X
m+1
com,
2 3 m—1
Kn=1+x+ —+ R x—,
2! 3! (m-1)!

para m inteiro fixo maior ou igual a x ; sendo x, >0 de certa ordem em diante e
lim x, =0, tem-se, a partir de certa ordem n;,0 <x, < 1, e portanto para m>1 ¢ n>
np,

X
1< €" S Ky + 2 o —

com,
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2 3 m—1

Km,,,:1+xn+x—"+ Ino44 Xn :
2! 3! (m—-1)!
e como,
, : X, 1
limx, =0 A m fixo= lim [K,, + — 1 =1,
mbo e
m+1

X
obtém-se por enquadramento, lim e " =1.

Sendo x, < 0 de certa ordem em diante ¢ /im x,, =0 , tem-se,

"= lim _lx =1,

e

. X
lim e

porque entdo -x,> 0 de certa ordem em diante e /im (-x, )=0.

Sendo /im x, =0 com infinitos x, >0 e infinitos x, <0, tém-se duas subsucessodes x,,

¢ x5 (uma para cada caso) ambas com limite nulo. E dai resulta,

X X
lime “ = lime " =1.
X
P9 : Dada uma sucessdo x, de niimeros reais tal que lim e " =1, tem-se lim x, = 0

X . .
Demonstracdo : Se € " >1 de certa ordem em diante , tem-se dessa ordem em diante

n

x, 20 e e >4 x, 2 1 donde resulta por enquadramento que /im (1 +x,) =1, ou

seja, lim x,=0. Sendo ex" <1, tem-se € ">1, logo lim(-x,)=0, ou ainda,

. . X . . pY R
lim x, = 0 . Sendo, para infinitos n , € " > 1 e para infinitos n , € " < 1 , tém-se duas
subsucessdes x, € x; (uma para cada caso) ambas com limite nulo; utilizando o

mesmo argumento que na parte final da demonstracdao da propriedade P8, conclui-se que
também neste caso limx,=0.

~ ’ . . Xn a ’
P10 : Dada uma sucessdo x, de numeros reais, tem-se lim € ~ = € se e so se
limx, =a

Demonstracio : E uma consequéncia quase imediata de P8, P9 e P5. Com efeito,

X — X — X —d
ime"=e ‘o e b lime"=¢e % el=1olme” =lo

< lim(x,-a)=0 < limx, =a.

P11 : Sendo x < y, tem-se e’ < e
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Demonstracao : Fazendo z =y - x > 0, a propriedade PS5 permite escrever,

Z+ X 4 X X
el = e =e" . e > e,

porque z>0 = e’ > 1.

~ I . . 'xl’l ’
P12 : Dada uma sucessdo x, de numeros reais , tem-se lim € ~ = +c0 se e sO se

X
limx, = +00; e tem-selim € " =0 se e so se lim x, =-c0

Demonstracao : a) Caso do limite +c . Sendo [lim x, = +co, tem-se x, > 0 de certa
ordem em diante e entdo, dessa mesma ordem em diante, tem-se que ex" >1 +x, ,
desigualdade que permite concluir que /lim e =4, Inversamente, se lim e =4,
dado £> 0, determine-se a ordem #, a partir da qual e el/g ; para n > n, tem-se

~ . . L x 1
entdo x, > 1/¢ (caso se tivesse x, < 1/¢, a propriedade P11 obrigariaaser € "< e /e ),

podendo portanto concluir-se que lim x, = +o0.

b) Caso do limite nulo. Tem-se:

. Xn . —X, Xn .
lime " =0 <lime =400 (porque €  >20) < lim(-x,)=+0 &
< lim x,=-0,

COmo se queria provar.
P13 : Dado um qualquer b € R", existe um e um sé A € R tal que e’l =b

Demonstracdo : A propriedade P12 garante a possibilidade de e” assumir valores
arbitrariamente grandes (basta para tal tomar valores de x suficientemente grandes) e
valores positivos suficientemente proximos de zero (basta para tal tomar valores de x
negativos suficientemente grandes em moédulo). Entio dado b € R*, existem valores u e

6 tais que et < b< 69.

Considere-se o conjunto X dos valores x € [z, 8] que fazem e’ < b : trata-se de um
conjunto ndo vazio (pelo menos y pertence a X' ) e majorado (¢ um majorante). Sendo

A= Sup X, tem-se portanto 1 < A < €. Vejamos que ndo pode ter-se e/1 < b ,nem

e/1 > b, 0 que permitird concluir que e}L =b.

a) Nao pode ser 8/1 < b . Esta desigualdade implicaria e;t < e@ , ou seja A< 4@
(A>60 = et > of , por P11). Existiria entdo uma sucessido de valores x, € |1, €[

. D .oX A .
tal que lim x, = A, o que implicaria ser im € " = €~ . Mas como estamos a considerar
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A N X . . A X
que € < b, os termos da sucessdo € " verificariam a condi¢io e” < e "< b

. . ~ . X
de certa ordem em diante ; os correspondentes x, pertenceriam entdo a X (pois € " < b
e, por outro lado, x,€ |1, 8] = x, €[u, 6] ) ; existiriam assim em X nimeros
maiores que o respectivo supremo A (x, € |4, 0] = A<x,).

< X A

b) Nao pode ser e}L > b . Se fosse, ter-se-ia € < b< e paratodosos x € X ; por
ser A=Sup X, existiria para cada n um nimero x, € X talque A-1/n<x,< A (caso
contrario, A- 1/n seria um majorante do conjunto X menor que o respectivo supremo A);

. Xp A e A A .
claro que limx,=1 ede e "< b< e’ resultaria lime "~ =e¢e < b< e ,ouseja,

e’l < e’l o que ¢ absurdo.

. . A . . ,
Ficou assim provado que e’ = b. Vamos agora ver que A ¢ efectivamente o tinico valor

. X .
que verifica a igualdade x , € = b. Se um outro valor £ também fizesse eﬁ = b= eﬁ“

, a propriedade P11 permitiria concluir que necessariamente f = A4 ( porque f <A1 =

:>€’B< e’l e, por outro lado, f > 1 = €ﬂ> e/1 ).

7. Logaritmos de base natural

O estudo feito para a exponencial de base e vai agora permitir-nos definir logaritmo
natural e demonstrar as suas propriedades.

Dado b € R" viu-se na propriedade P13 que existe um e um s6 valor real A tal que,

A , . , o
€ =b. A esse nimero A chama-se logaritmo natural ou de base e do nimero positi-

vo b e escreve-se, A = log b. Das propriedades da exponencial de base e decorrem
como muita facilidade as propriedades dos logaritmos naturais, a maioria das quais ja sao
supostamente do conhecimento do leitor. Assim:

P14 : Sendo b> 1, tem-se loghb> 0, sendob =1, tem-se logh = 0, sendo b <1,
tem-se logb < 0

Demonstracdo : Basta notar que, por defini¢do de logaritmo natural , b = elog b e

atender a P2 . Vejamos so6 a titulo de exemplo o caso de ser b > 1 : neste caso tem-se

b= elog b > 1 donde resulta que log b > 0 (dado que, logh < 0 = elog b <1,
pela propriedade P2).

P15: Com b, c>0, tem-se log ( b.c)= log b+ log c

Demonstracao: Trata-se de uma consequéncia imediata da propriedade PS:

elogb+logc logb‘ elogc

=e =b.c = log(bc)= logb+logc.
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P16: Com b, c>0, tem-se log ( b/c)= logh - logc

Demonstracao : Trata-se de uma consequéncia das propriedades P1 e PS5 :

— — e
elogb logec _ elogb. e logec _ — bl =

= log (b/c) = logb - logc.
P17 : Com b> 0 e r racional qualquer, log b" =r log b

Demonstracao : Basta atender a propriedade P6:
,
e logh _ (elogb) o

P18 : Dados x,y>0,se x< y entdo logx< logy

logy , resulta log x < log y pois, pela

log x > elogy.

Demonstracdo : De x = elog Y< y=e

propriedade P11, se fosse log x> logy , seria e

P19 : Sendo x, > 0, tem-se:
a)limx,= a>0 < limlogx,= loga,

b) lim x, =+o0 & lim log x, = +oo;

c)limx,= 0 < limlogx,= - o

Demonstracao : a) Tem-se, utilizando a propriedade P10,
log x,

= elog o lim log x, = log a ;

limx,= lim e =a
b) Como em a), utilizando a propriedade P12 (caso do limite mais infinito);

¢) Como em a), utilizando a propriedade P12 (caso de limite nulo).

8. Definicao e limites das poténcias de expoente irracional

Viu-se na propriedade P17 que, sendo b > 0 e » um numero racional qualquer, log b" = r
log b . Desta igualdade decorre, por defini¢do de logaritmo natural, que,
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b=e logh

Quer dizer : a poténcia de base b > 0 e expoente racional » qualquer , cujo significado ja
conhecemos , ¢ dada pela igualdade precedente.

Vamos precisamente usar essa igualdade, cujo segundo membro tem significado mesmo
com r irracional , para definir poténcia de expoente qualquer (racional ou irracional) e

base positiva. Com » € R, racional ou irracional,e b >0,

pee loghb

Claro que, como vimos, para r racional, esta igualdade da a 5" o significado usual ja
anteriormente estudado .

As propriedades das poténcias de expoente racional e base positiva sao conservadas com
este alargamento da noc¢do de poténcia. Assim, por exemplo,

a) Com a e f reais e b real positivo,

pe bP = ealogb.eﬁlogb _ ealogb +plogh _
:e(a +,B)logb:ba+ﬁ;

b) Com « e f reais e b real positivo,

9

(ba)ﬂ:(ealogb)ﬂ:eﬂ log (e“'78") _ eﬂalogb _ b

sendo as duas ultimas igualdades justificadas pela defini¢ao de logaritmo natural ;

c) Com « real e b real positivo,

1
ealogb: 1

b* = =
e—alogb p

b

d) Com « real e be c reais positivos,
b<c Ana>0 = logh< logc = alogh< alogec =

alogb< ealogc

o

e = b%< ¢

Db<c Ana<0 = logh< logc = alogh> alogc =
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ealogb> alogc

e = b%> 7

e) Com «a e f reais e b real positivo,

Da<BAb>1 =alogh< Blogh = e®!080 . Plogh

= b*< b,

Na<BAb<l =alogh> Blogh = e®!080 5 hlogh

= p*> b’

As restricdes que por vezes tivemos que impor no estudo feito nos pontos 6. € 7. em
virtude de ndo estar ainda definido o conceito de poténcia de expoente irracional, podem
agora ser levantadas. Assim,

A) Quando demonstramos que e =/lim (1 + 1/r, )", desde que o limite da sucessdo r,

seja mais ou menos infinito, condicionamos o resultado ao facto de os r, serem
racionais. A demonstracao apresentada serve, sem mais, para o caso em que 7, ¢ uma
sucessao de reais quaisquer a tender para mais ou menos infinito : com efeito, todas as
propriedades das poténcias de expoente racional e base positiva que foram usadas na
argumentacio permanecem validas para o caso geral de expoentes quaisquer.

B) Também a igualdade igualdade, € =1lim (1 + x/r, )" , valida desde que a sucessdo
r, tenda para mais ou menos infinito, dispensa a restricdo de os r, terem de ser
racionais, pela mesma razdo que a exposta em A) ; e quanto a igualdade e " = (e')",
quaisquer que sejam o real x e o racional r, pode também ser dispensada esta ultima
exigéncia , pois ja se estabeleceu que ( 5*)’ = b para o caso geral (e S reais e b
real positivo).

C) Finalmente , quanto a igualdade log b" =r log b ,com b > (0 ¢ r racional
qualquer,

a exigéncia de ser r racional pode igualmente ser dispensada. Com efeito, com 7 racio-
nal ou irracional tem-se,

rloghb

logb" =log e =rloghb,

por definicao de logaritmo natural.

Vejamos agora o calculo de lim (u,)* , com u, >0 e o« # 0 qualquer (racional ou
irracional) . No caso particular de « ser racional as conclusdes a que vamos chegar
deverdo coincidir com as anteriormente obtidas (aplicadas ao caso particular de a base
ser positiva). Note-se ainda que quando seja « =0, o limite da poténcia ¢ sempre a
unidade.

Tendo em conta que,

lim (u,)* = lim e% 108t
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as propriedades da exponencial e logaritmo de base natural permitem tirar as seguintes
conclusdes, em que u designa /lim u,:

u® , se u for finito positivo

40 ,seu=+we a>0
lim (u,)* = 40 ,seu=+mwe a<0 ;
0 ,seu=0ea>0

+0 ,seu=0e a <0

tem-se portanto lim (u,)” = (lim u,)%, com as seguintes convengdes:
(+o0)*=+0,s¢ a>0; (+0)“=0,se a<0; 0“=0,se a>0 ;
0%=+00, se a<0.

9. A exponencial de base b= 1

Sendo »>0 ¢ b#1, tem-se como vimos no ponto 8. que b" = e’ logh para todo o

x € R. As propriedades da exponencial de base b sdo as que ja foram estudadas no ponto
anterior no ambito do alargamento da nogdo de poténcia de base positiva a um expoente
qualquer (racional ou irracional).

Tendo em conta que lim b"" = lim el logh e aplicando as propriedades relativas a
limites da exponencial e logaritmo de base natural, conclui-se (designando por u o limite

da sucessdo u,) : lim b"" = b", desde que se convencione ,

b =+00,se b>1; b™=0,se b<1l; b*=0, se b>1;
b " =400, se b<1.

Pode igualmente definir-se logaritmo de base positiva b # 1 : dado x € R", existe um e
um so 6 tal que b? = x ; com efeito, por defini¢do de logaritmo natural e de poténcia de
base positiva, tem-se,

log x bazeHZogb

x=e e
e entio a condi¢do b’ =x equivale a ser logx= 60logb, a qual permite obter o
0 desejado (unico) ; ao valor de @ tal que b? = x (cuja existéneia e unicidade acaba de
ser estabelecida) chama-se logaritmo de x na base b e representa-se por log, x ,

calculando-se o seu valor pela igualdade,
logx

[ =0 = ,
28h% logh

em que os logaritmos do segundo membro sao os logaritmos naturais.
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Para terminar o presente ponto considere-se o calculo de um limite do tipo,
lim (un )V" ,com u, >0 (Limite da exponencial poténcia).

Este limite pode calcular-se usando a igualdade,

. L RT) vy loguy
lim (u,)™ = lim e :

Sendo u=/limu, ¢ v=Iimv,,tem-se em geral,
lim (u,)"=u" = (limu, }"" "

desde que se convencione,

0"=0 e (+o0)" =40, se 0<v<+w ;

0"'=+0 e (+00)" =0, se -w<v<0 ;

U =40 ¢ u’=0 ,se l<u<+oo;

uw”=0e u”=400 ,5¢ 0 <u<I.
Ha, no entanto, a considerar os seguintes casos de indeterminagdo, que resultam das
indeterminagdes que podem surgir ao calcular lim v, . log u, e que sdo: 0°, (+9)°, 17" ¢
.

10. Formulas de Bernoulli para o calculo de limites

Viao deduzir-se as formulas de Bernoulli que se revelam uteis para levantamento de
indeterminagdes no calculo de limites envolvendo exponenciais e logaritmos.

Retome-se a igualdade e = lim (1 + x/n)" , com x € R. Tem-se,

-1) « ~D(n-2) x° 1)1 X
(1+x/n)":1+n-£+n(n—)-x—+n(n ) (7 ).x_+m+n(n ) X
21 n’ 3! n’ n! n"

os coeficientes,

e designem-se por &)

1.(1_1).....(1_E)
n n

m_ nm=1)...(n—k+1)
kT k =

n
k=1,2,..,n.

Para cada k fixo £ éuma sucessio em n e é Obvio que lim & =1.
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Fixe-se o natural m e separem-se no desenvolvimento de (1+ x/n)" as primeiras m
parcelas das n - m + 1 restantes, obtendo-se entdo:

2 m—1
l4x/n) =l+x. M2 gy 4 X g
( )" &y AL -ty £
A DTN S X ()
+ —- 4+ — 4+ e+ X
ml |5 (m+1)(m+2) ...n < }
ou seja,
2 m m
Utxin) = Tox &+ Togpp oy e ey
2! (m-1)! 1
em que,
D () = g L X g x" o
S ()= et e (m+1)(m+2) ...n &

Passando ao limite em n ( m é fixo) em ambos os membros, obtém-se no primeiro €' e,
no segundo, o bloco das m primeiras parcelas tende para,

x2 xm—l
l+x+ — + -+ —
2! (m—-1)!
porque cada um dos 5,5”) (k=1,2,..,m-1) tende com se viu para a unidade. A

parcela residual,
m
X
— ¢ W (x)
do segundo membro tem também de ter limite finito (porque ¢ a diferenca de duas
sucessoes com limite finito) , o que permite concluir que existe também finito o
lim 55,’11) (x); com efeito, com x =0,

xm

— #0 A lim — 5(")(x) finito = [lim fqu) (x) finito ;
m!

com x=0, & (x) =&Y eclaroque lim &) (x) = lim £ =1.

Fazendo, &, (x) = lim 55,’11) (x) , podemos entdo escrever, como resultado da passagem

ao limite em n ,
2 m—1 m
X X X
€= l+x+—+ -+ — + — &£, (x).
2! (m-1)! m!

Note-se agora que, por ser & ,f") <1, aexpressdo que define 55,’11) (x) permite obter,
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n—m

S R |
2 n-m °
m+1  (m+1) (m+1)

quando seja m + 1 > | x |, tem-se portanto:

1EW (x) - €W <

n—m+l1

Xl ] x|
m+1 m+1)"" " m+1 X
£ () - £ < el < -
|- X | Il m+1— x|
m+1 m+1
a passando ao limite em n obtém-se,
X
|1 &, (x) - 1] < x| , para m+1>|x|.
m+1—|x|

As consideragdes precedentes permitem-nos demonstrar com facilidade o seguinte,

Teorema 15 : Tem-se,

2 m—1 m

x x x
€= l+x+"— + - & (%)
m!

+ —
2! (m—1)!

e para cada sucessdo x, de valores de x que tenda para zero, tem-se lim &, (x,) =1

Demonstracao : A igualdade do enunciado foi ja estabelecida nas consideracdes que
precedem o teorema, faltando apenas provar a segunda parte. Sendo /im x, =0 , tem-se a
partir de certa ordem n;, | x, | <2 ; entdo fixando um qualquer m € N, serd sempre
m+12>2>]x,| (apartir da ordem n) e, portanto a desigualdade que precede o
teorema permite escrever,

X
&, (x,) - 1] < ol , para n>nj ,
m+1—|x,|

dai resultando por enquadramento que /im &, (x,) =1.

A igualdade do teorema pode ser escrita com m=1,2,3, ..., conforme as convenién-
cias de célculo. E pode ser usada no calculo de limites em que intervenha e’ e seja
lim x, =0 . Assim por exemplo,com m=1, e pode ser substituido por,
1+ x,- &(x,) , sendoque limx,=0 = lim&,(x,)=1;
com m=2, e pode ser substituido por,
2

1+ x, +%'§z(xn) , sendo que limx,=0 = lim &, (x,) =1 .

Nos exemplos de aplicacdo em que nao haja perigo de confusdo sobre qual a sucessdo
envolvida, escreve-se &, em vez de &,(x,), &, em vez de &, (x,) e assim por

diante, para ndo sobrecarregar a notagao.
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Vejamos dois exemplos de aplicagdo.

1) Célculo de lim (el/n -1).n.Como [lim 1/n =0, tem-se:

lim (@7 1) = lim(1+ 2. & <1)n=lim & =1.
n

2) Calculo de Zim (2""- 1 - 1/n). n* . Como lim 1/n =0, tem-se:

(I/n).log 2

lim (2V"-1-1/m).n*= lim[e -1 - 1Un].n*=

log2 log?2
:lim{l+ o082 ng .52_1_1}.,@2:
n 2!'n n

22
= lim [n(logZ -1) + lozg' &y |= -0,

Com base no teorema 15 vao obter-se duas formulas aplicaveis aos limites dos
logaritmos:

Teorema 16 : Tem-se log (1 +x)= x - x°. Xx) e para cada sucessdo x, de valores de
X que tenda para zero, tem-se lim A x,) =1/2

Demonstracao : Considere-se a fungao,

x —log(+x)
Ax) = x? ’
1/2 , x=0

Da defini¢do de A(x) resulta que para x#0 e para x=0,log(1+x)= x - X Ax) .
Considere-se agora uma sucessao x, de valores de x com limite nulo. Se x, # 0 de certa
ordem em diante, tem-se a partir dessa ordem,

M xn) = x, —log(l+x,) 1+x,-1-log(l+x,)
; : (1+x, —1)
elog(rx) 1 _ log (1+x,) .

- )

2
lo I+x
e g ( ) 1

aplicando a formula do teorema 15 (no numerador com m =2 e no denominador com
m = 1), obtém-se:

2
1
1+ log(1+x,) + W-gz 1 - log(l+x,)

A xy) = _ -
[1+ ¢ -log(l+x,) - 1]

1¢2
2 &
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e como,
limx,=0 = limlog(1+x,)=0 =>lim &, =1lim&, =1,

obtém-se, lim A(x,)=1/2.

Se x, = 0 de certa ordem em diante, tem-se A( x, ) = 1/2 a partir dessa ordem [ver
defini¢ao de A(x)] e entdo também lim A( x,)=1/2.

Enfim, se ha infinitos x, # 0 e infinitos x, =0, ha duas subsucessoes x, e x 5 © para
cada uma delas, lim A(x, ) =1/2 elim A(xz )=1/2, pelo que também neste caso,
lim Ax,)=1/72.

Corolario 1 : Tem-se log (1+x) = x. n(x) e para cada sucessdo x, de valores de x que
tenda para zero, tem-se lim n( x,) =1

Demonstracao : Resulta imediatamente do teorema 16. Com efeito,
log(1+x)=x-xX. Ax)=x.[1-x.Ax)]= x. nkx),

com 7n(x)=1- x. Ax).Sendo lim x, =0, conclui-se logo que /im n( x,) =1, como se
pretendia provar.

Corolario 2 : Tem-se (1+ x)“ =1+ a. x .{ (x) e para cada sucessdo x, de valores de x
que tenda para zero, tem-se lim {(x,) =1

Demonstracdo : Tem-se, pelas formulas do teorema 15 e corolério 1 do teorema 16,

(1+ x)%= e®'o8t+x) — 14 Eralog(l+x)=1+¢,.a.x. nkx),
em que &, depende de « . log (1 + x), logo de x . Fazendo, ¢ (x)= &,.7m(x) , obtém-se

entdo, (1+x)“ =1+ a.x.{(x).

Sendo agora x, uma sucessdo de valores de x com limite nulo, tem-se que ¢ nulo o
lim log (1+ x, ) e portanto lim &, =1 ; por outro lado, /im 7n(x,) = 1, assim se concluin-

do que lim {(x,)=1.

Tal como se disse a proposito do teorema 15, quando na aplicacdo do teorema 16 e seus
corolarios ndo houver perigo de confusdo quanto as sucessdes envolvidas nos calculos,
escreve-se Aem vez de A(x,), n emvezde n(x,)e { emvezde & (x,).

Vejamos alguns exemplos de aplicagao.

1) lim n*. [ log (1 + 2/n) - 2/n] = lim n*. (2/n - A .4/n*-2/n) =

= lim (-42) =2 .
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2) limn.[log(n+1)-logn] =limn.log(1+1/n)=1lim (n.n.1/m)=1.
3)limn. (J1+1/n -1) =limn. [(A+1m)"7?-1] =

=limn.[1+12).(1/n).C -1] = lim (12). =172 .

A limn . [ Y1 + log(Q+1/n) -1] =limn . [ 1+(1/3).log (1+1/n).{ - 1] =
—lim . [(3). (). n.C ] =lim(13). 5. =173

11. Alguns infinitésimos e infinitamente grandes notaveis

Estudam-se seguidamente alguns infinitésimos e infinitamente grandes notaveis.

a)Com 0<|a|<1,tem-se lim na" =0 .No caso de ser a =0, a conclusdo ¢é
evidente. Sendo a#0,tem-se 0 <|a | <1 e considerando um numero b tal que,
1-|a]

O<b< —— ,
la|
tem-se, (1+5b).|a|<1,ouseja, (1+5b)".|al"< 1;destaultima desigualdade tira-se,

-1 -1)...1
|:1+nb+w.b2+...+&.bn:|.|a|n<1.
2! n!

Portanto,

{—”(”_1) -bz]mn <1,
21

ou seja,
2

b*(n-1)"

donde resulta de imediato por enquadramento, lim n .| a|"=0,ouseja, lim n.a" =0

0<nlal"<

b) A sucessdo de termo geral u,=da"/n! éum infinitésimo. Supondo que |a| >0 (para
a =0, o resultado ¢ evidente), determine-se um m € N tal que,

M<b<1 (com b fixado no intervalo | 0, 1] ).

m
Tem-se entdo,
a " a " e la "™ ap.Jal el
n! n(n=1)...(m+1) (m+1) ...(n—1)n m+1 no’

como,
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|a|<b<1:> |a|.<b<1(j=1,2,...),
m m+ j
tem-se,
|a | < ]a‘m.(b.b...,.b):’a‘m'bnfm :(|Cl|j Y
n! e

Por ser, (|a| /b)" constante ¢ 0 <b < 1, conclui-se por enquadramento que ,

n n

) . a
| =0,ouseja, lim — =0,
n! n!

a
lim |

como se queria demonstrar.

¢) Sendo /im x, = +co, tem-se lim ( e’/ x; ) =+oo (a exponencial tende mais depressa

para +c0 que qualquer poténcia positiva do respectivo expoente) . Sendo /lim x, = +o0
, tem-se x, >0 de certa ordem n; em diante. Considere-se entdo a igualdade, com certo
m>a+1,

2 m—1 m
X X X
e’ = l+x,+ =+ -+ ——— + /& (x,);

2! (m-1)! m!
revendo o significado de £, (x) - ver ponto 10. - , conclui-se que x, > 0 implica
que &, (x,)> 0. Entdo,

m—1
X
SN — ,paran>nj,
(m-1)!
e dividindo ambos os membros desta desigualdade por x,‘f (sempre para n > ny),
obtém-se,
exn xm—l—a

n

2

>
x (m -1
ora, m> a+ 1 implica que o limite do segundo membro da desigualdade ¢ igual a +o0
(relembre-se que /im x, = +o0) e, portanto, também, lim ( e’/ x?) = +o0, como se
queria provar.

d) Sendo lim x, = 4+, tem-se lim ( x,/ log®, ) = +co (0os numeros tendem mais
depressa para +c0 que qualquer poténcia positiva dos respectivos logaritmos). E uma
consequén-cia imediata do resultado anterior : com efeito, se lim x, = +o0, também [im

log x, =400 e entdo,

elogxn

lim —— =lim—— = +
log®x, (logx,)”

5

pelo resultado obtido em ¢) .
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12. Teoremas subsidiarios

O teorema seguinte e seus corolarios sdo de grande utilidade no calculo pratico de
limites.

Teorema 17 : Sendo y, estrictamente crescente com limite +co, entdo,

Xpr1 = Xy

lim =T = lim X — g
Yus1 = Va Yn

com k finito, k= +00, ou k=-c0

Demonstracdo : a) Vejamos primeiro o caso do limite finito. Fixado ¢ > 0, existe uma
ordem m =n, tal que, para n>m,

k-¢/2< Tl T T <k+e&.
Yons1 = Va
Para facilitar a demonstracdo consideraremos que a ordem m = n, ¢ determinada de
forma que y,>0 para n>m, o que sempre se consegue por ser, por hipdtese,
lim y, = +o0 . Escrevendo a desigualdade precedente para os naturais m+1,m+2 , ..., n-
I (com n> m+2), obtém-se:

Xme2 — Xms1

k-eR< 22 MY kv e/
YVm+2 YVm+1
Xm+3 — +2

k-er2< = - <k+e&/2

Yo = V-1
ou ainda, em virtude de serem positivos os denominadores (y, ¢ estritamente crescente),

(k-&872).(Ym2 - Ymr1) < Xpms2 - X1 < (k+&72) . Vms2 - Yms1)

(k’ 8/2).(ym+3 'ym+2)< Xm+3 = X2 < (k+ 5/2) . (ym+3 'ym+2)

(k-€722) . (Vn-Vn1) < Xp-Xp1 < (k+E72).(Vn-Vu1).

Adicionando ordenadamente estas desigualdades e simplificando resulta,

(k-€72) (Yn-Ymr1) < Xn-Xme1 < (k+&/2) (Yn-Ym+1),

e dividindo por y, (& positivo),
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YVm+l Xn = Xt Ym+1

(k- /2).(1 - ) < <k +&e/2).(1 - )

n yi’l n

X X
(k= g/2).(1 = 2y Dml % ey g2y (1 = 2ty 4 Do
n yl‘l yn yn yl’l

Por ser, com m fixo quando se fixa ¢,

X
lim (k — &/2).(1 — 22y o Iml g op

Y Y
X
lim (k + &/2).(1 = 22y o Iml g e
; Y

tem-se, de certas ordens p=n."e¢ ¢ =n,” em diante, respectivamente,

ym+1 xm+1
(k-€72)-e22 < (k- ¢€/2).(1 - ) +

Y Yn

ym+1 xm+l
k+e2)+e2 > (k+ €/2).(1 — ) +

y}l yl’l

Entdo, a partir da maior das trés ordens, m+1 =n.+1, p=n."e q=n,", tem-se:

(k—512) —el2<™ < (k+¢el2) +el2,

n

ou seja,

X
k—e¢ <2<k + ¢,
Yn

o que prova ser lim x,/y,=k.
b) O caso k= +c0, ¢ tal qual como em a), mas partindo da desigualdade,

X +1 - X
Ynel = Vn

valida a partir de certa ordem m = n,. Fica ao cuidado do leitor.
¢) O caso k=-o0, ¢ tal qual como em b), mas partindo da desigualdade,

X, — X,

<-1/¢,

n+l1

Yus1t = Vn

valida a partir de certa ordem m = n,. Fica ao cuidado do leitor.
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O teorema precedente admite os seguintes corolarios imediatos:

Corolario 1 : Quando seja lim (X, - x,) =k (finito ou infinito), tem-se que também
limx,/n=k

Demonstracao : Basta aplicar o teorema 17 com y,=n.

Y+l

Corolario 2 : Sendo [lim
lim "%y, =k

Demonstracao : Dado que,

=k (finito ou infinito) e y, >0, entdo também

Yn

It =k < limlog Yot _ loghk < lim (log yn. - logy,)= logk,
Yn Yn

lim

o corolério anterior permite concluir que,

[
lim £28n
n

= logk,

donde resulta , lim log \| y, = log k, ouainda, lim "\| y, =k, como se queria provar.

Note-se que os reciprocos do teorema 6 e seus corolarios sdo falsos. Assim, por exemplo,
sendo,

{n+l , n par
Yn = .
2n  , n impar

conclui-se com facilidade que /im "\/ y, =1 e, no entanto, ndo existe,
yn +1
Yn

lim

(ha duas subsucessdes com limites distintos).

Vejamos dois exemplos de aplicacgdo.
1) Célculo de lim (1 + 1/2 + ...+ 1/n) /n. com a sucessao x, =1+ 1/2 + ... + 1/n , tem-se,
lim (Xp41 -x,) =lim 1/ (n+1)=0 = lim(1+ 12+ ...+ 1/n)/n =0.

2) Célculo de lim W . Tem-se,

(n+1)!
m —_—
n!

li = lim (n+ 1) =400 = lim \[n! = +oo.
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13. Exercicios
1 - Mostre que sdo limitadas as seguintes sucessdes:

_1)"
a) un:w sD)u,=14+12+..+12" ;0)ui=1, upr1=+2+u, ;
n

D=1, u,=1+1/u,, .

(=D

2 - Mostre que a sucessdo de termo geral u,= n ¢ minorada mas ndo majorada.

3 - Mostre que a sucessio de termo geral u,= (-1)". n ndo é majorada nem minorada.

4 - Considere a sucessdo cujo termo geral é dado por,
Uy + Uy
2
a) Determine £ de forma que o termo geral da sucessdo possa ser dado pelas igualdades,
=1, u,=pL. tp1;

u=1, wp,=-12, u,=

b) Determine uma expressdo que permita o calculo de u, sem ter que calcular os termos
anteriores .

2n
n+1°

S - Considere sucessdo de termo geral u, =

a) Mostre que ¢ limitada;
2n

n+1

b) Mostre que o conjunto K = { k. : <k, V neN} tem infimo e determine o
respectivo valor.

n
n+1°

6 - Considere sucessdo de termo geral u, =
a) Utilizando a defini¢do de limite, mostre que, /im u, =1 ;

b) Calcule a menor ordem a partir da qual os termos da sucessdo verificam a
condigdo, | u,- 1| < 0,001 .

5n?

n® +1

7 - Considere sucessdo de termo geral u, =
a) Utilizando a defini¢do de limite, mostre que, lim u, =75 ;

b) Calcule a menor ordem a partir da qual os termos da sucessdo verificam a
condicao, | u, - 5| <0,0001.
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8 - Utilizando a defini¢do de limite, mostre que:

-1 241 Jn? =1
z zl;b)limn =+o00;¢) lim — =1
n+2 2n n

a) lim

Jn
n+n
2n

. n . n 2 . n
d) lim =-00; e) lim[(-1) +1/n] =1; Hlim—=1;

n+1

g) lim =1/2 ; h)lim (n+ 1/n) =+co; i) limlogn=+ co .

9 - Dadas as sucessdes,

Lo+l (D" + D™ ] -1
U= (=)' —— e =
n+2 2n -1

(peN),

mostre que a primeira nao tem limite e que a segunda sé tem limite quando p seja impar.

10 - Determine os sublimites (reais ou improprios) das sucessdes com os seguintes,
termos gerais, indicando os respectivos limites maximo e minimo:

; b)u,= (D" ;

1/n , n=2k 2n+1
a) u,=
n , n=2k+1 n

) up= (-1)"" . cos (nm) + sen [n+D)7] 5 d)u,= (1/n) +sen 2nx/3);

_ -D)" + (=D"".2 )

e) u, = sen (nz/2) + (1/2) . cos (nz/2) ; ) uy 2+ (-D)" ’

g) u,= cos 2nzn/3) + (-1)" .sen 2nxz/3); h) u,=sen 2nx/a);

(n+1) 7z

i) u, = log| cos | + log[2 +(-1)"].

11 - Estude a existéncia de limite para as sucessoes:

G SN C N (D" + D" ]n =1

1+ x2 2n —1

a) u,

¢) uy= x>.sen (nz/2) + (1- 2x).cos (nz/2).
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12 - Dé exemplos de uma sucessio cujo conjunto dos sublimites seja o conjunto:

a) {3,4} ; b)Z™ (conjunto dos inteiros negativos) ;¢) [0, 1] ; d) R .

13 - Sendo u, e v, sucessdes limitadas, prove que:
a) immax (-u,) = -limmin u,,
b) lim min u, + lim min v, < lim min (u, +v,) < lim mdx (u, +v,) <
< limmadx u, + lim max v, ;
¢) Sendo u, convergente (e v, limitada), entdo,
lim max (u, + vy) = lim u, + lim max v, ;
lim min (u, + v,) = lim u, + lim min v, .

14 - Utilize a condicao de Cauchy para provar a convergéncia ou divergéncia das seguin-
tes sucessoes:

Au,=1n; Du,=1+ 12+ 13 + ... + l/n;
Qup=1-12+ 18- ..+ )" . 1n.

15 - Determine os limites das sucessdes cujos termos gerais sio:

2n +3 n? -1 2" 41 1+ n’
a) u, = 5 n= ;s Qup=—7—— 5 d) uyy= 57—
) -1 ) nt +3 ) 2" 4 ) n? +2n+1
_1\" 3 _ _ _
e)un:( D".n +1 1) = n(n=1)(n=-2)(n-3) :
n* o+ 2 (n+1)(n+2)(n+3)
(n+1)(n+2) ... (n+q) a” +b"

4
Duy= n+1-n D= :i(x”_”); k)un=\/7~(\>/—3—:13)2-

Xn

16 - Calcule por enquadramento:

. n? _ 1 1 1
a)/im — (p € N); b) lim + 4+ e :
1 N ror R P
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¢) lim [ 1.(12).(1/3). ... (1/n)] ;d)lim( L, 1 +---+;2j;

n? +1? n® +2° n’ +n

. n n n
g) lim [1/n(n+l) F fmihey T 4/(2n—1)2n] '

17 - Com argumento geométrico, demonstre que 0< x <7/2 = 0< senx <x.A
partir deste resultado mostre que, sendo /im x, = 0 , com x, > 0 de certa ordem em
diante, entdo /im sen x, = 0 . A partir daqui prove sucessivamente que:

a) Sendo /imx,=0 , com x, < 0 de certa ordem em diante, entdo /im sen x, =0 ;
b) Em geral, sendo /im x, =0 , entdo lim sen x,=0;

¢) Sendo lim x, =a , entdo lim sen x,, = sen a ;

d) Sendo /im x, =a , entdo lim cos x, = cos a ;

e) Sendo limx,=a ,com a# (2k+1)x/2 (ke Z),entdo limtgx,=1tga.

18 - Com base num argumento geométrico apropriado , demonstre que
sen x
<1.

O<x<7n/2 = 0<cosx <
X

A partir deste resultado mostre que, sendo /im x, = 0, com x, > 0 de certa ordem em
diante, entdo

sen x,

lim =1.

Xn

A partir daqui prove sucessivamente que:

a) Sendo /im x,=0, com x, <0 de certa ordem em diante, entdo
. senx
lim =1

Xn

b) Em geral, sendo /im x, =0, com x, # 0 ,entao,

lim

sen x,

=1.

Xn
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19 - Estude do ponto de vista da monotonia e existéncia de limite a sucessdo,
2
n—1

2
n—1

u
u1=1,un=
1 +u

20 - Sendo 4 < R um conjunto majorado e s = Sup 4 , mostre que existe uma sucessao
x, de termos em A4 tal que /im x, = s . Prove ainda que se s ¢ 4, entdo a sucessdo x, pode
ser escolhida de forma a ser estritamente crescente.

21 - Sendo x, o termo geral de certa sucessdo mondtona, y, o termo geral de certa
sucessdo limitada e admitindo que V n € N, |x, -y, | < 1/n, prove em primeiro lugar
que x, ¢ limitada e depois que ambas as sucessdes t€ém o mesmo limite.

22 - Duas sucessdes, uma crescente u, € outra decrescente v,, dizem-se contiguas se e
sO se lim (u, - v, ) = 0 . Prove que duas sucessdes contiguas sdo convergentes e tém limite

comum.

23 - Calcule os seguintes limites:

3n+1 n
, ; 1 20—
a) lim "\ 3(1+1/n)" : b) lim @’”J ;c)lim( " 3);
n

n+2

2n 3 2
d)lim( j . e) lim (1+1/n2)” - ) lim (1+1/n3) . o) lim log, a ;

log (n+1)
h) im (n+1)"'°%" 5 iy lim (1/n)"™ 5 §) tim(n)'"™ 5 K) lim [1 + ZO;’J ;

1

I 1 ogn
1) lim n\/”” ctang —-log = s mylim (1 + 1/n)**" 5 n) lim (Im)"" ;
n n n

senl/n

0) lim (sen l/n)mog" ; p) lim (l/n)

24 - Calcule os seguintes limites:

a) lim n.("fa —1) (a>0) ; b) lim (M} (@, b>0):

+1 1 +1 2n* + 3 241
n+l og(n );d)lim n-+ log n2+ :
n log n 3n n®—1

¢) lim
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n”? +n+ 1

log 1,
¢) lim nr 0 lim U= (= alm)(T=bim)] ;
n-3
3 ~ 1
n+3

n20{ _ (n2 _ 1)0{ ‘
2@ ’

g) lim (1 + u,)” ,com limu,=0 e lim u,v,=k; h)lim

i)ﬁmn2.('(/2—1—1/n);j)zim[1+Z ! j :

ogn

2n + 1
3n+1

K) lim {(—1)" : - (-D)".n.log (1 + 2/3n)} ;

}12—1 _ 1

1) lim n’ —n’ . log(1+ 1/n*)|; m) lim ;
[ g )] ) log (1 + 1/n%)

n)lim[n.log(l+1/n2)+(n+1).log(1+1/n2)+ +2n.log(1+1/n2)] :

0) lim n.[log(n+3) —logn - l/n] . p) lim n”z_(l N nz)f,,z/z :

lim (1 DI0gn = nlog (ntl) gy (G v 3) —

v logn

a
log 3
n.e "*

s) lim
Nl+alogn

(a>0); t)lim [(1 + /) - 1] dog (1 + 1/n) . n°;

1
I’l+1)log(n+1) —logn

n

N 2cos (1/n)

n+l1
u)lim[l j ; v)lim(sen log

n

25 - Sendo lim u,=+o € wu, v, limitada , mostre que lim u;” =1 . Aproveite este

resultado para calcular, [lim (i/; yles(1=2/m = Confirme em seguida o resultado,

calculando o limite em causa por um processo alternativo.

26 - Calcule os seguintes limites:
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+ 3 Jn
S \/;2 ;b)lim—(loglogn) ;c)lime

a) lim
n—log'n logn n

27 - Utilizando os teoremas subsidiarios calcule os seguintes limites:

sena + sen(al/2) + sen(a/3) + ... + sen(al/n)
1+ 1/2 + 1/3 + ...+ 1/n ’

_ Mm+)(n+2) ... (2n) ,
b) lim ; ¢) lim
) n ) 1+ 2434+

2n)! y. v+t e
d)lim”(n) ;e)limn ogn;i)lime2+ez+ez+ +€2;
n! log n! I"+2°+3 +...+n

!
log (n+1)! n 3.5.....(2n+1)

a) lim

log n!

P

a

1“4+ 2+ 3%+ ... +n logn "

j) lim — (a>-1) ; k) lim 1) lim < ;
n n
1
m)limn—z- sena + 2%sen(al2) + 3*sen(al/3) + .. + n’sen (a/n)] .

28 - Mostre que em R , se X e Y sdo conjuntos limitados e fechados, entdo também ¢é
limitado e fechado o conjunto Z={x+y :xeX e yeY}.

RESPOSTAS:

4-2a)-12 ; byu,=(-12)"" .

5-b)2 .
6-b) 999 .
7 -b) 223 .
10 -
lim max lim min outros sublimites
a) +o00 0 Nao ha
b) 2 -2 Nio ha
) -1 -1 Naio ha
d) V372 372 0
) 1 -1 -12 e 12
f) 1 -1/3 Nao ha
g) 1 -12-43/2  -12443/2
h) 1 -1 Nao ha
i) log 3 -log 2 log (372) ¢ 0.

11 - a) Existe limite apenas para x = =1, sendo 0 o respectivo valor ; b) Com p par ndo existe
limite, com p impar o limite é 0 ; ¢) O limite ndo existe qualquer que seja x .
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7+(-1)" ~
12-a)u, = T ;by-1,-2,-1,-2,-3,-1,-2,-3, -4, ..; ¢)Qualquer sucessdo

cujo conjunto dos termos seja [0, 1] N Q (note-se que este conjunto é numeravel) ; d)

Qualquer sucessdo cujo conjunto dos termos seja Q .

14 - a) Convergente ; b) Divergente ; ¢) Convergente.

15-a)1 ; b)0 ; ¢) 12 ; d) +o ; e) Nao existe ; f) +oo; g) 0(se g>p+1),1(seq
=p+1), +oo(se g<p+1); h)0(se0<a <l oulO0<b<1),40(sea>1¢eb
>1), 1(sea=1eb>1loua>1eb=1), 12(se a=b=1);i)0 ;j)4;k) 1.

16-2)0 ; b)2 ; ¢)0; d)0; €2 ; f)+oo; g)+oo.

19 - Sucessio mondtona decrescente com limite nulo.

23-a)e ; b)e’ o)’ s d)et s et H1 ;0 e D1 D1 Ke; DI
m)l ;n)l;oe' :pl.

24-a)loga ; b) \Jab ; ¢)1 ; d)0 ;e)-12; f) (@+h)2 ; g e ; h) a; )12 ; j)+o,; k)
0:D+0 ;m3;m32;02;:pe'?;qQl;nN52;s)a;:t)13 ;e ;v)
0.

25-1.

26-a)1 ; b)0 ; ¢)+oo .

27-a)a ; b)d/e ; ¢) +o (se k<0), 0 (sek>0) ; d)y+oo; €1 ; f)+oo; g+ ;
h)l/e ; )12 ; )lAa+l) ; K0 ; )+oo; m) a2 .
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CAPITULO 1V

SERIES DE TERMOS REAIS

1. Introducio

A operacdo de adigdo de niimeros reais ¢ uma operacdo bindria supostamente bem
conhecida do leitor: a cada par de numeros reais (a , b) , a operagdo de adi¢do associa a
respectiva soma a + b, verificando-se diversas propriedades com as quais o leitor esta
familiarizado. A partir do conceito de soma de dois numeros reais facilmente se define
soma de £ numeros reais : dados os reais a; , as , ... , ai , fazendo,

A= , A=A+ a; , A3:A2+a3 s eee AkZAk_l + ay ,

o numero A; obtido no final ¢ a soma dos k& numeros dados, representando-se por
qualquer dos simbolos:

aj+ a+ ... + ax ou > a;
Propomo-nos generalizar o conceito de soma ao caso em que, em vez de se partir de um

numero finito de reais, se parte dos infinitos termos de uma sucessdo, u; , us , ..., Uy,
. Tal generalizagao faz-se do seguinte modo:

a) Forma-se a sucessao das somas parciais,
S1=u1 , S2=u1+u2 , Sg=u1+u2+u3 s eee Sn=u1+u2+ e Uy,
b) Calcula-se em seguida /im S, ( limite da sucessao das somas parciais).
Antes de prosseguir convém notar que este procedimento ou algoritmo pode ndo
conduzir a um resultado real (/im S, pode ser +c ou -o) ou pode mesmo nao conduzir

a nenhum resultado, como acontece quando ndo existe /im S, .

Independentemente de conduzir ou ndo a um resultado, o algoritmo descrito designa-se
por série e representa-se por qualquer dos simbolos,

o8]
up+ Uy + o+ Uy + .. 0U DU,
n=l1

os termos u, da sucessdo de que se partiu designam-se, neste contexto, por fermos da
serie .

Qualquer dos dois simbolos usados para representacdo da série pretende sugerir o
procedimento ou algoritmo a que sao sujeitos os termos u, : calculo das somas parciais,

Sp=ui+ur+ o+ u, = u;,

seguido do célculo de,
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lim S, =1lim (u+u+ ...+ u,) = lim iu

i
i=1

Quando o algoritmo descrito (a série) conduz a um resultado, os simbolos,

o0
ur+ u+ o+ U+ ... ou u,
n=1

sdo também usados para representar o proprio resultado, designando-se este por soma da
serie. Quando o resultado (a soma da série) seja finito, a série diz-se convergente ;
quando seja infinito ou ndo exista , a série diz-se divergente (divergente infinita se lim S,
for +ooou -0, divergente oscilante quando ndo exista lim S,).

Esta ambiguidade resultante do duplo significado atribuido aos simbolos,

0
U+ ur + ... +u, + ... ou du, ,
n=l

estd consagrado e ndo tem grandes inconvenientes praticos: o contexto permite
normalmente saber qual dos significados estd em causa. Assim, por exemplo, quando se
fala na convergéncia da série,

1+12 + 122 + .+ 12"+ . ou Y 1/2"",

n=1

¢ na série que se pensa; mas quando se escreve,

1+12 + 122 + .+ 12"+ . =2 ou Y 1/2"" =2,
n=1
os simbolos dos primeiros membros das igualdades pretendem ja significar a soma da
série.

Em muitas situagdes, sdo apresentados como representando séries simbolos como,

0

o0 0
DU, , 2u, , 2u, , et.,
n=0 n=3

n=2
em que o indice n toma valores no conjunto N U {0} ou num certo subconjunto
No={p, p+1, p+2, ..} de N.E 6ébvio que tais simbolos podem representar o

algoritmo descrito anteriormente (ou indistintamente o resultado a que ele conduz)
aplicado, respectivamente, as sucessoes,

U, UL 5 e s Uy y e 3 U U3 5oy Uy y e 5 U, UL, ooy Uy, ... 5 ETC..

Alias, os simbolos referidos podem facilmente ser reconvertidos a situacdo standard
apresentada inicialmente:

[ee]

o0
du,, emvezde > u,
n=1 n=0

0 o8]
> u,, emvezde > u,
n=l1 n=2

o0 0
du,, emvezde > u,

n=l1 n=3

etc.
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Por exemplo, qualquer dos simbolos,
UU/n , D Un+l) , D 1/(n-3) ,
n=l1 n=0 n=4
representaasérie 1 +12 +13 + .. + 1/n + ...

No desenvolvimento da teoria, usaremos sempre a simbolo standard, com o indice de
sumagdo n a tomar valores em N , sendo os resultados obtidos evidentemente aplicaveis
aos restantes casos.

2. Exemplos notaveis de séries

2.1 - Série geométrica

A série,
2 i < 1
a+ar+ar +..+ar + .. ou Yar",
n=1

em que cada termo se obtém do precedente multiplicando-o por uma constante (a razdo)
designa-se por série geométrica.

Dado que a sucessdo das somas parciais tem termo geral,

2 n—1 a —ar”
a+ar+ar° +--+ar =— , se r=#l
Sn: I —r 5

na , se r=1

e como /im ¥ ¢ finito ( e nesse caso nulo) se € s6 se | | <1, conclui-se que lim S,
existe finito see so se | 7| <1 e, nesse caso,
o0
_ , a
> ar” V' = limS, = ——

n=l1 - r

Em qualquer outra situacdo, /im S, ou ndo existe ou ¢ infinito e a série ¢ divergente.

2.2-Série a + 2ar +3ar* + .. +nar' + ..

Esta série estuda-se do ponto de vista da convergéncia de forma semelhante a série
geométrica. A sucessdo das somas parciais tem por termo geral,

Sp=a +2ar+3arf + .. +nar’";

multiplicando ambos os membros desta igualdade por r e subtraindo em seguida
ordenadamente, obtém-se,

S, =a+2ar+3ar + .. +nar!
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rSy =ar+2arf +3ar + ...+ m-Dar' + nar

A-NS,=a+ ar+ ar* + .. +ar™ - nar"

ou ainda, para r# 1,
(l—r)Sn:u -nar"
I —r

g - a— ar" nar" a —a.[l+ (-r)n].r"

RGO (1 -r)
Para »=1, tem-se,

n(n+1)a

S, =a+2a+3a+ ... + na=

As expressoes obtidas para S, permitem concluir, tal como no caso da série geométrica,
que lim S, existe finito se e s6 se | ¥ | < 1 e, nesse caso,

a

d n—1 .
nar =[limS,= —— .
nzﬂ (1 -r)?

Relembre-se, para maior facilidade de compreensdo do resultado obtido, que | 7 | <1 =
= lim nr"=0.
Em qualquer outra situagdo quanto ao valor de r, lim S, ou ndo existe ou ¢ infinito e a

série ¢ divergente.

2.3 - Séries redutiveis ou de Mengoli

o0
Considere-se a série >, u, e admita-se que o respectivo termo geral se pode exprimir
n=1

como a diferenca entre os termos a, € a,;; de uma certa sucessao aj , dz , ..., dy , ... ,

ou seja, u, =a, - aps - Nesse caso, a expressdo que da o termo geral da sucessdo das
somas parciais da série admite uma simplificacdo notavel:

S,=ur+ur+ ... Uy +u, =

=(a-a)+(@-a3)+..+@1-a,)+(@y-ap)=a1 - ap1 ,

o0
o1 u ) ¢ im Ape1 i a
elo que a série , serd convergente se e sO se / for finito , sendo entéo,
n=l1

o0
Du, = ay - lima, .
n=l1

84



0
Com vista a generalizar o resultado precedente, considere-se agora a série Y u, e
n=l

admita-se que o respectivo termo geral se pode exprimir como a diferenga entre os
termos a, € a,.» de uma certa sucessdo ay , az, ..., Ay, ... . Uy =ay - Ans2 . NESSE €aso, a
expressdo que da o termo geral da sucessdo das somas parciais da série admite
igualmente uma simplificagdo notavel:

Sp=ur+ur+us+us+ .o+ Uyt Uy U, =
=(a1-a3) + (a2-as) + (az-as) + (as-ag) +...+

+(n2- @)+ (Ap1 - Ane1) +(Qn - n2) = (a1 + @2) - (Aue1 + Ani2) ,
il .
pelo que Y u, serd neste caso convergente se € sO se lim ( a,+1 + ay+2 ) for finito ,
n=l1

0
sendo entdo, > u, =(a; + a2) - lim (a1 + an2) .
n=1

0
Em geral, para a série ) u, com u,=a, - a,, (p € N fixo), a expressdo que da o
n=l

termo geral da sucessdao das somas parciais sera,
S,=ur+ur+us+us+ oo+ Uyt Uy U, =
=@+ a+ ... +a)-(au + a2 + .. + aAnip),

e a série sera convergente se € sO se lim ((ay+1 + ap2 + ... + au+p) for finito, sendo
entao,

o0

du, =@+ a+ .. +ay)-lim(apm + a2+ ... + ayip) .

n=l1

Em particular, se lim a, = k (finito), tem-se também lim a,+; =kpara j=1,2,..,p e
entao,

o0
du, =(a1 + a2+ ... + a,) - p. k.
n=l1

Ainda mais em particular, se /im a, =0, sera entdo,

o0
du, =(@ + a2+ ... +ap) .

n=l1

Vejamos alguns exemplos de séries redutiveis.

1) Nasérie )| o , tem-se,
a1 n(n+1)
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tratando-se portanto de uma série redutivel com p=1. Como /im 1/n =0, a série em
causa ¢ convergente e tem-se,

> a1 1
a1 n(n+l) 5 n n+1

2) Na série D’ !

———, tem-se,
o (m+1)(n+3)

1 1/2 1/2

U, = - >
(n+1)(n+3) n+l n+3

tratando-se portanto de uma série redutivel com p =2 . Dado quelim 1/ n+1)=0,
a série em causa ¢ convergente e tem-se,

2 1 =(1/2 + 1/2) - 2x0= 5/12.
a1 (n+1)(n+3) 2 3

3) No caso da série i BN tem-se
n=1 \/;4‘1”’14-1 ’ ’

I U Jrn - n+l s S
R S s B T e S rea S LA

= (=fn) = (=n+1),

sendo portanto de uma série redutivel com p=1. Dado que/im (—\/n+1)=+00,

a série em causa ¢ divergente.

2.4 - Série exponencial

Trata-se da série,

2 n—1 © n-1
L4 X+ oy + -+ ou ZX
2! (n—1)! a1 (n=1)!

O termo geral da sucessdo das somas parciais desta série ¢ dado por,

2 n—1

Sn(x)=1+x+x—+---+ al
2! (n-1)!

2
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tendo em conta a igualdade do enunciado do teorema 15 do capitulo sobre sucessodes
reais, tem-se,
| x ["

€ - Sux) | = 1S, (ol

considerando agora a majoracdo obtida nas consideragdes que precedem o mencionado
teorema, ou seja,

n!

6 -1 s — e a1 x),
n+1—|x|
conclui-se que, para cada x e R, [im&,(x)=1; e tendo ainda em conta que

lim |x|"/n!=0 , resulta, lim|e" -S,(x)|= 1, o que implica ser lim S,(x)=€" . Em
conclusdo: a série exponencial ¢ convergente para todo o x € R e tem-se,

2 n—1 0
ex=1+x+x—+-+x—+--~=zx—
21 (n—1)! = (n—1)

3. Propriedades elementares das séries

Estudam-se seguidamente algumas propiedades elementares das séries, cujo
conhecimento ¢ importante:

e8]
P1: Sendo Y u, uma série convergente, entdo lim u, = 0
n=1

Demonstracao : Convergindo a série , a sucessdo das somas parciais S;, S2, ... , Sy, ...,
com S,= u; +uy+ ...+ u, tem limite finito: s=171im S, . A sucessdo 4;,=0, A4,=S;,
A3=S8 , ..., A, =841, .. tem também limite igual a s (se os termos S, verificam a
condicdo | S,-s|< & a partir de certa ordem n., 0 mesmo acontece com 0s termos
A, a partir da ordem n.+ 1). Entdo a sucessdo de termo geral, S, -4, =S, - Su1 = u,

terd de ter limite nulo, lim u,=1lim (S,-A4,)=s-s =0, como se queria provar.

Corolario 1 : Sendo ndo nulo ou ndo existindo o limite do termo geral u, da série

o0
D u, , entdo a série é divergente
n=l1

Demonstracdo : E uma consequéncia imediata da propriedade P1 .

Note-se que do facto de ser nulo o limite do termo geral de uma série ndo pode inferir-se

o0
a convergéncia da série. Por exemplo ¢ divergente a série Y, (yyn—4/n+l) (série

n=1

redutivel, com p=1¢ lim,/n +1 =+00) e, no entanto, lim (\/; —Jn+1)=0.

P2 : A natureza de uma série (convergéncia ou divergéncia) ndo depende do valor dos
seus m primeiros termos , ou seja, sendo m € N, sdo da mesma natureza as séries

0 0
Y>.a, e X.b, tais que a,= b,para n> m

n=l1 n=l1
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Demonstracao : Designando por 4, ¢ B, , respectivamente, os termos gerais das
sucessOes das somas parciais das séries do enunciado, tem-se, paran > m ,

An=a + ay + ...+ Qy + Ay + ... + aQy
B,=bi+by+...+by+bu1+...tvtb,=b1+by +...4+ by, + api1 +...+a,,
donde resulta, para n> m ,

Ap-By=(ar + ax +...+ an) - (b1 +by +...+ by) =k (constante),

ou ainda, A, = B, + k (com k constante) ; esta tltima igualdade permite concluir que
lim A, ¢ finito se e s6 se 0 mesmo acontecer com /im B, . Em conclusdo, a convergéncia
de uma das séries implica a da outra e 0 mesmo se pode dizer quanto a divergéncia.

0 0
P3 : As séries Y u, e Y u,,, (peN)sdoda mesma natureza (ambas convergentes ou
n=l1 n=l1

ambas divergentes)

Demonstracdo : Representando por S, e S,,, respectivamente, os termos gerais das
sucessoes das somas parciais das séries do enunciado, tem-se,
Sp=u;p +ux+ot uy € Sup = Uprt o Upd o Upry

eéobvioque Sy =(ur + up +...+ uy, )+ Sy, . Como p ¢é fixo, a soma dentro do
parentisis no segundo membro da igualdade ¢ uma constante, o que permite concluir,

lim S, = lim S+, finito < [im S, finito,
donde se tira a conclusdo do enunciado.

Como comentario ao resultado estabelecido na propriedade anterior, convém referir que

o0 o0
a série D u,,, € usualmente designada por série resto de ordem p da série Y u,: a
n=1 n=l

primeira série pode considerar-se que foi obtida a partir da segunda por supressao dos p
termos iniciais desta . A propriedade afirma que uma série e a correspondente série resto
de ordem p ( com p € N ) s3o da mesma natureza (ambas convergentes ou ambas
divergentes). No caso de convergéncia, a igualdade estabelecida no decorrer da
demonstrac¢do da propriedade, ou seja, S, = (ur + ur + ...+ u, )+ S,, , permite
concluir que,

o0
Su,=limS, = limSpey=(uy + Uz +...+ u, )+ lim S, , =

n=1

e}
=(ur + w + ot Uup)+ DUy,

n=l1

Podemos assim enunciar,
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P4 : A soma de uma série, quando convergente, é igual a soma dos seus p primeiros
termos mais a soma da respectiva série resto de ordem p

Ainda no caso de convergéncia, a partir da igualdade

e8] e8]
DU, = (U Ut uy) U,

n=l1 n=l1

pode concluir-se, passando ao limite em p, que,

o0 o0
Ddu, =lim(u; + uy + ..+ uy)+ lim Y u

n=l1 n=1

n+p 2

o0 0
ecomo lim (u; + up + ...+ uy,) = > u,, resulta que limY u

n=1 n=l1

=0. Ou seja,

n+p

PS : A soma da série resto de ordem p de uma série convergente tende para zero quando
p tende para infinito

o0 o0 o0
P6 : Sendo Y u,e Y v, convergentes, entdo também converge a série Y (u,+v,) e

n=1 n=1 n=1
0 0 0
tem-se quanto as respectivas somas a igualdade: Y (u,+v,) = D u,+ Y. v,
n=l1 n=1 n=1

Demonstracao: Representando por U, , V,, e W, os termos gerais das sucessoes das

o0 o0 e}
somas parciais, respectivamente, das séries > u, , > v, e > (u,+v,), tem-se:
n=1 n=1 n=l

Wy, =(u+vi)+W+wn)+ ... + (U, +v,)=U,+V, .

E entao,

0 0
> u, e Y, v, convergentes = lim U, e [lim V), finitos =

n=l1 n=l1

= lim W, =lim U, + limV, finito =

e} o0 e} e}
= > (u,+v,) convergente e > (u,+v,) = D u,+ Q. v,.

n=l1 n=1 n=l1 n=1

A proposito da propriedade que acaba de ser apresentada convém notar que a soma termo
a termo de séries divergentes pode originar uma série convergente. Por exemplo ,

somando termo a termo as séries divergentes Y (=1)" e Y. (-1)"" obtém-se uma

n=l1 n=1

série com todos os termos nulos que € obviamente convergente (tem soma igual a zero).
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o0 0
P7 : Sendo ) u, uma série convergente e k um qualquer real, tem-se que Y (ku,) é
n=l1 n=l1

0 o0
igualmente convergente e Y (ku,) =k.> u,
n=l1 n=1

Demonstracao : Representando por U, e W, os termos gerais das sucessdes das somas

o0 o0
parciais, respectivamente, das séries > u, e > (ku,), tem-se :
n=1 n=1

W, =ku; +ku, + ... +ku, =k.U, .
E entao,

> u, convergente = lim U, finito = lim W, = k. lim U, finito =
n=l1

= i(kun) convergente e i(kun) =k.§:un

n=l1 n=1 n=1

Como consequéncia imediata das propriedades P6 ¢ P7, tem-se:

e8] o0
P8 : Sendo > u, e >,v, convergentes e Ae ynumeros reais, entdo também converge a
n=l1 n=l1

série Y (Au,+uv,) e tem-se a seguinte igualdade: Y (Au,+uv,) =A1.> u, +u..v,
n=l1 n=l1 n=1 n=l1

A propriedade seguinte fundamenta a possibilidade de associagc@o de termos consecutivos

nas séries convergentes:

P9 : Associando-se termos consecutivos em série convergente, mantém-se a convergen-
cia e a soma

e}
Demonstragdo : Considere-se a série Y u, e associem-se nela os ¢ primeiros termos, os

n=l1

o - oy seguintes, 0s a3 - o seguintes e assim sucessivamente. Obtém-se assim uma

o0
nova série Z v, com termos,
n=l1

V2= ua1+l + ua1+2 + -+ uag

v3: ua2+l + ua2+2 + ot ua}

+ u

Vn = uan_1+1 + uan_1+2 + - ay
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Tem-se entdo, representando por U, e V, , respectivamente, os termos gerais das

o0 0
sucessdes das somas parciais das séries Y. u, € >, v, :

n=1 n=1

Vi=vi+wm+ .. +v,=U,
n

o0
Se a série ) u, for convergente, tem-se /im U, finito ; como U, ¢ uma subsucessdo
n
n=l1

de U, serd também finito lim V, = lim U o =lim U, ,igualdades que a0 mesmo tempo
n

o0
provam a convergéncia da série ) v, e que a soma desta ¢ igual a soma da série inicial
n=l1

oo}

du, .

n=1

Convém referir, a proposito da propriedade que acaba de ser demonstrada, que a
associacdo de termos consecutivos em série divergente pode originar uma série
convergente. Assim, por exemplo, associando cada um dos termos da série

o0
divergente 3" (1) com o termo seguinte (o primeiro com o segundo, o terceiro com o
n=l

quarto, etc.) obtém-se uma série com termos todos nulos que ¢ obviamente convergente.

4. Condiciao necessaria e suficiente de convergéncia de uma série

Com base na condi¢@o necessaria e suficiente de convergéncia de uma sucessao, conclui-
se imediatamente que:

o0
Teorema 1 : 4 condi¢do necessdria e suficiente para a convergéncia da série Y u, é
n=l

que, V &>0,dn.: n>m>n, = |upi1 +thpn + ... tu, | <&

o0
Demonstragdo : A série D u, sera convergente se e sO se for convergente a sucessido das

n=l
somas parciais, S, =u; +u, + ... + u, . E esta sucessdo serd convergente se € sO se
verificar a condi¢do de Cauchy, ou seja, se e s6 se,

Ve>0,dn.: n>m>n.=|S,-Sn|<é&;

mas como S, - Sy = Ums1 + Uma + ... + u, resulta logo de imediato a condi¢do do
enunciado.

Vejamos, como exemplo de aplicacao deste teorema, que ¢ divergente a s€rie harmodnica

> 1/n . Atendendo a que, com n >m,

n=1
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1 1 1 n—m
| + + =2 —,
m+ 1 m+2 n n
tem-se, tomando em particular n=2m> m >1,
1
| ! + ! +~~+—|2£=1/2;
m+1 m+2 2m 2m

entdo, fixando por exemplo ¢ = 1/3 , ndo existe uma ordem n, tal que ,

1 1 1
n>m>n; = | + + -+ — | <143,
m+1 m+ 2 n

porque, para todo o m , tomando em particular n =2 m > m , tem-se como se viu,

| ! + ! +~-+L|21/2.

m+ 1 m+ 2 2m

5. Critérios de convergéncia para séries de termos niio negativos

5.1 - Introducio

O estudo da convergéncia de uma série e calculo da respectiva soma directamente a partir da
definicdo ¢ tarefa normalmente impraticavel. A obten¢do de uma expressdo para o termo geral da
sucessdo das somas parciais que permita o calculo pratico do respectivo limite (para assim se
achar a soma ou inferir a divergéncia), s6 muito excepcionalmente é possivel.

Os casos estudados no ponto 2. , em que foi possivel estudar a convergéncia das séries dadas e
calcular a respectiva soma pela defini¢do, ndo sdo a regra.

Por norma, o estudo da convergéncia de uma série faz-se por métodos indirectos (critérios de
convergéncia) e no calculo da soma o melhor que se consegue é o seu calculo aproximado com
um grau de preciséo fixado previamente.

Vamos estudar seguidamente alguns critérios de convergéncia aplicaveis as séries de termos nio
negativos, deixando a questdo do calculo aproximado da soma de uma série para tratamento
posterior.

Embora os critérios de convergéncia que vamos estudar sejam deduzidos na hipétese de os
termos das séries envolvidas serem todos ndo negativos, eles sdo também aplicaveis quando:

a) A série em questdo tenha termos ndo negativos de certa ordem p em diante pois, neste caso, 0s
critérios sdo aplicaveis a série resto de ordem p (que tera entdo apenas termos ndo negativos) ¢ as
conclusdes que se tirem sobre a convergéncia ou divergéncia desta sdo aplicaveis a série inicial;

b) A série em questdo tenha termos ndo positivos de certa ordem p em diante pois, neste caso,
multiplicando os termos da série por -1 , obtém-se uma série da mesma natureza (convergente ou
divergente como a inicial) cujos termos sdo ndo negativos da ordem p em diante ¢ a qual se
aplicam, portanto, como se disse em a), os critérios de convergéncia que vamos estudar.

Face ao que acaba de ser dito, pode concluir-se que os critérios que vamos estudar s6 ndo sdo
aplicaveis quando a série em questdo tenha uma infinidade de termos positivos e uma infinidade
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de termos negativos. Ainda assim, os critérios que estamos referindo sdo aplicaveis como
veremos na deteccdo de uma modalidade especial de convergéncia (a chamada convergéncia
absoluta que adiante definiremos).

5.2 - Critérios gerais de comparacéo
o0

Considere-se uma série  Y_ a, de termos todos ndo negativos. Representando por 4, o termo
n=1

geral da sucessao das somas parciais, tem-se,

Ar=ai+ar+ ... +a, < a1+ar+ ... +a,+ a1 =A,1,

por ser a,.; = 0 (por hipotese a série tem termos todos ndo negativos). Mas sendo crescente, a
sucessdo A, tera limite finito (se for majorada) ou +oo (se ndo for majorada); ou seja, série de
termos todos ndo negativos, ou € convergente ou ¢ divergente infinita (soma igual a +o0), ndo
podendo ser divergente oscilante. Esta conclusdo é importante para o que vai seguir-se.

Teorema 2 : Sendo 0< a,< b, paratodoo n , tem-se :
o0

0
a) Y.b, convergente = Y. a, convergente
n=l1 n=l1

0 e8]
b) > a, divergente = ). b, divergente
n=1 n=1

Demonstragdo : a) Representando por 4, ¢ B, , respectivamente, os termos gerais das sucessdes

0 0
das somas parciais das séries . a, e ».b,,tem-se 4,< B, (porque por hipotese a, < b,
n=1 n=1

para todo o n); mas entdo, pelas consideracdes que precedem o enunciado do teorema, tem-se:
o0
Z bn convergente ,b,>0 ¢ a,>0 = B, sucessdo majoradae a,>20 =
n=l1

o0
= A, sucessdo majorada e a,>0 = Y a, convergente .
n=1
o0 o0
b) Decorre de a). Com efeito, se an for convergente , entdo a série Zan ndo podera ser
n=l1 n=1
divergente (conforme se provou na alinea anterior) ; portanto, a divergéncia desta implica a
divergéncia daquela.

Corolario 1 : O enunciado do teorema é valido, mesmo que o enquadramento 0 < a, < b, se
verifique apenas de certa ordem em diante

Demonstragdo : Sendo p a ordem a partir da qual se verifica o enquadramento 0 < a, < b, , as
implica¢des do enunciado do teorema sdo validas para as séries resto de ordem p das séries
envolvidas. E como uma série e a respectiva série resto de ordem p s3o da mesma natureza, as
implicacdes sdo evidentemente validas para as séries originais.

Corolario 2 : Sendo a,> 0, b,> 0 e a,/b,< k (com k> 0)de certa ordem em diante, tem-
se:

0 0
a) an convergente = Zan convergente ;
n=l1 n=l
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b) > a, divergente = ) b, divergente
n=1

n=l1
Demonstragdo : As condigdes do enunciado garantem que 0 < a, < k. b, de certa ordem em
diante e entdo:

a) Pela propriedade P7, a convergéncia de ) b, implicaade ) (kb,) e a desta implica a de

n=1 n=l1

0
> a, (corolério 1);
n=l1

b) Pelo corolario 1, a divergéncia de Y a, implica a de D (kb,) e a desta implica a de
n=1 n=l1

0 0
Db, (pois se esta ultima série fosse convergente , também o seria Y (k b, ), pela proprieda-de
n=l1 n=1

P7).

Corolario 3 : Existindo numeros positivos c e d tais que 0< c<a,/b,< d, de certa ordem em

o0 e}
diante, as séries Y. a, e Y. b, sdoda mesma natureza (ambas convergentes ou divergentes)
n=1 n=l
o0 o0
Demonstragdo : Sendo Y. b, convergente, o corolario 2 assegura a convergéncia de ) a, .
n=l1 n=l1

o0
Sendo Z a, convergente, como b,/ a,< 1/c, de novo o corolario 2 assegura a convergéncia de
n=l1

o0
> b, . Entdo, supondo verificadas as condi¢des do enunciado, tem-se:
n=l
o0 o0
> b, convergente < Y a, convergente ;
n=1 n=1

e portanto as séries sdo da mesma natureza.

Corolario 4 : Sendo a,> 0, b,> 0 e k= Ilima,/b,, entdo:

o0 o0
a) Comk =0, > b, convergente = ) a, convergente ;
n=1 n=1

by Comk =+, )b, divergente = ) a, divergente

n=1 n=l1

c¢) Comk =0, +oo0, as séries sdo da mesma natureza (ambas convergentes ou divergentes)
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Demonstracao : a) Com k=0, tem-se a,/b, < & de certa ordem em diante e entdao o
corolario 2 assegura a conclusao.

b) Com k= +co,tem-se a,/b,> 1/¢ ,ouseja, b,/ a, < & de certa ordem em diante e
entdo o coroldrio 2 assegura de novo a conclusao.

¢) Com k #0,+0, tem-se, fixando ¢ >0 talque k-&>0,0< k-¢< a,/b,<k+¢

2

de certa ordem em diante e entdo o corolario 3 assegura a conclusdo.

Corolario 5 : Sendo a,>0 , b,> 0 eainda, de certa ordem em diante,

An+l < bn+1

b}’l

ap

entdo :

o8] 0
n=1 n=l1

b) > a, divergente = Y b, divergente
n=1

n=1

Demonstracao : Da desigualdade do enunciado decorre que,

an+1 < an
b

<5
para n > m (com certo m) , ou seja, a,/b, € uma sucessdo decrescente de certa ordem m
em diante. Entao,

n+1 n

a, a
n>m = — <
b b

n m+1

m+1

=k,
sendo as implicacdes a provar asseguradas pelo corolario 2.

Vejamos alguns exemplos de aplicagdo do teorema 2 e seus corolarios.

A) Exemplos de aplicacio directa do teorema 2 :

- r 1 1 . L L
1) A série > a, ¢ divergente, porque —— > — e diverge a série Y, — .
n

n=1 RL n=1 N

2) A série S
nz=:1 (n+1)

- ¢ convergente, porque,

1 1 1 1

< < =
(n+1)? n(n+1) n n+1

. . & (1 1
e converge a série redutivel Y | ——— | .
n n+l

n=l1
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B) Exemplos de aplicacio do corolario 4 :

|
3) A série ), — ¢ convergente, porque,
n=l N

1/n* +1)?
im —n2 = [lim ( 2) =1,
1/(n+1) n
. L. 2 1
e, como se viu no exemplo 2), converge a série Y, -
n=l1 (I’Z+1)
.2 1 : . .
4) A séric Y, ¢ divergente. Com efeito, a série redutivel,

nm1 (n+l). log(n+l)

Me

[loglog(n+1) — loglog(n +2)] ¢ divergente e portanto também diverge a série

1l
—

n

8

> [loglog(n+2) - loglog(n+l)] , uma vez que esta se obtém da precedente multipli-

n=1

cando os seus termos por -1 . Ora,

loglog(n+2)—loglog(n +1)
: =
(n+1).log(n+1)

lim

2

2
=lim (n+l).log(n+l). logM =1
log(n+1)
como o leitor pode concluir (o calculo do limite indicado constitui um bom exercicio de

. . . . - 1
revisdo). O corolario 4 assegura portanto a divergéncia da série )| .
n=1 (n+l).log(n+)

C) Exemplo de aplicacio do corolario 5 :

o0 2 2
5) A série D] 5_” ¢ convergente, pois com a, = Z_” e by=(4/5"", tem-se,
n=1
an +1 2 " bl’l
a, 5" n 5 5 b,

e Y (4/ 5)"! ¢ convergente (série geométrica de razio 4/5).
n=1

5.3 - Critério de Dirichlet
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0
Trata-se de um critério especial de comparagdo com a série >, 1/n“ cuja natureza
n=l1

tem portanto de ser estabelecida previamente. J4 antes vimos, a titulo de exemplo,
alguns

casos particulares desta série: com « = 1, a série diverge, 0 mesmo acontecendo com «
==1/2; com a =2, vimos que a série ¢ convergente. Vamos seguidamente fazer o
estudo completo desta série:

a) Com o<1, tem-se 1/n“>1/n ecomo > 1/n diverge, o teorema 2 assegura a
n=l1

divergénciade > 1/n% ;

n=1

b) Com « > 1, a série redutivel,

¢ convergente e dado que,

1 1

a-1 a-1 a-1
lim " (n+1) =[lim n.|1 - ( " j =
1 n+1

na

a-1
= lim n.l—(l— IJ :limn{l—lJr ! -(a—l).é’}:a-l>0,

n+1 n+1

o corolario 4 do teorema 2 permite concluir que > 1/n% (a > 1) é igualmente
n=l1

convergente.

Podemos entdo enunciar:

o0
Teorema 3 : Dada a série ) a

n=l1

com a, >0, calcule-se (caso exista),

n’

. a .
A =lim —"— = lim n% a, .
1/n
Entao:
a) Se for A=0, com aa> 1, a série converge ;

b) Se for A=+0c0, com a <1, a série diverge ;

c)Sefor A#0,+00: cl) Com a> 1, a série converge ; ¢2) Com a< 1, a série diverge
(Critério de Dirichlet)

Demonstracdo : Resulta imediatamente do corolario 4 do teorema 2 , considerando

b,=1/n" enotando que Y 1/n“ converge ou diverge consoante seja > 1ou a<1.

n=1
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Note-se que o critério do teorema 3 permite as duas seguintes situagdes inconclusivas:
A=0casl;A=+0e a>1.

5.4 - Critério da razao. Critério de D’ Alembert

O corolério 5 do teorema 2 e o facto de as séries convergentes terem termos gerais que
tendem para zero, permitem demonstrar o seguinte:

o0
Teorema 4 : Dada a série ), a, , com a,> 0,

n=l1

n’

a) Se existe um numero positivo r <1 tal que, a partir de certa ordem, se tenha,

2

< r<1, entdo a série converge;

a,

2

b) Se, a partir de certa ordem se tem, 21, entdo a série diverge

a,

(Critério da razao)

o0
Demonstracdo : a) Como 0 < r < 1, a série geométrica > "~ é convergente e dado

n=l1

a n

., n+l r , . . .

que, por hlpotese, < r= , O corolario 5 do teorema 2 permlte concluir que
n

-1
a, r

o0
> a, converge.

n=1
b) A desigualdade do enunciado implica que, a partir de certa ordem, a sucessao a, ¢
crescente o que implica ndo poder ser nulo o /im a, (porque por hipdtese a,> 0 ). Em

o0
consequéncia, a série Y a, tem de ser divergente (em série convergente o termo geral

n=1

tende necessariamente para zero).

Este teorema admite o seguinte corolario de frequente aplicacao pratica:

roe L L .. . 2
Corolario : Dada a série Y a, , com a,>0, se existir A= lim " tem-se:
n=l1 an
a) Se A< 1, a série converge;
b) Se A> 1, a série diverge (Critério de D’ Alembert)

Demonstracao : a) Sendo A < 1, escolha-se &> 0 tal que A+ &< 1. Por defini¢do de
limite ter-se-4, a partir de certa ordem,
a

A-e< <A+e<l,

a,
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e a alinea a) do teorema 4 garante a conclusao.

b) Sendo 4 > 1, escolha-se & > 0 tal que A- &> 1. Por definicdo de limite ter-se-4, a
partir de certa ordem,

Ay

l<A-¢<

<A+e<l1,

a,

e a alinea b) do teorema 4 garante a conclusao.

Note-se que o critério do coroldrio precedente (critério de D’Alembert) ¢ inconclusivo
. Ayl
= 1. No entanto, neste caso, se se verificar >1

a, a,

Ay

quando seja, A = [lim

(convergéncia para 1 por valores a direita), a aplicacdo directa do teorema 4 garante a
divergéncia da série.

. - .o cd'n
Vejamos um exemplo de aplica¢@o. Para a série )| , com ¢ > 0, tem-se:
n=l N
" (n+1))
n+1 n+l nn nn
lim ( ) =lim c(n+l) - ————=lim ¢ - ——— =c/e.
c" n! (n+1)"" (n+1)"
n
n

Entdo, se for ¢ < e, a série converge ; se for ¢ > e, a série diverge ; no caso ¢ = e,
embora o limite seja unitario, dado que,

n" . 1
" (n+1)" (1 +1/n)"
a aplicacdo directa do teorema 4 permite concluir divergéncia.

e

5.5 - Critério da raiz. Critério de Cauchy

O teorema 2 permite ainda deduzir um outro critério de convergéncia de larga aplicagao
pratica. Trata-se de critério da raiz e do seu corolario (critério de Cauchy).

o0
Teorema 5 : Dada a série ) a, , com a,> 0,
n=1

a) Se existe um numero positivo r <1 tal que, a partir de certa ordem, se tenha,

Na, < r<l1, entdo a série converge;

o " ~ L
b) Se, para infinitos valores de n se tem, \/a, =1, entdo a série diverge
(Critério da raiz)

Demonstragdo : a) Tem-se a partir de certa ordem a, < /' e como,com 0< r<1,

0
a série geométrica Y r" é convergente, o teorema 2 garante a conclusao.
n=l1
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b) Se para infinitos valores de n setem 4/a, =1 ,ouseja, a, =1, ndo pode ter-se

lim a, =0 e entdo a série diverge.

NOTA IMPORTANTE : Contrariamente ao critério da razdo, em que a condi¢do

. . Al . ~ . yi1 .
suficiente de divergéncia era a verificagdo da desigualdade ——— > 1 a partir de certa

n
ordem , no critério da raiz basta que a desigualdade %/a, = 1 seja verificada para

infinitos valores de n para se poder inferir divergéncia.

O teorema precedente admite o seguinte corolario de frequente aplicagdo pratica:

o0
Corolario : Dada a série Y, a, , com a,> 0, sendo A= lim max %/a, ,

n=l1

a) Se A< 1, asérie converge;
b) Se 1> 1, a série diverge (Critério de Cauchy)

Demonstracao : a) Sendo A < 1, escolha-se £> 0 tal que 4+ < 1. Apenas um niimero
finito de termos da sucessdo u, = ’{/Z podem exceder A + ¢ ; caso contrario existiria
uma subsucessao de u, com todos os termos a exceder A + ¢ e claro que tal subsucessao
admitiria um sublimite ¥ > A+ &; u seria também sublimite da sucessdo u, = ’{/Z

que teria assim um sublimite superior ao respectivo limite maximo, o que ¢ imposivel.
Tem-se entdo, a partir de certa ordem,

’{/Z <A+e<l1,

e a alinea a) do teorema 5 garante a conclusdo.

b) Sendo 4 > 1, escolha-se £ > 0 tal que A - ¢> 1. Por defini¢do de limite méximo,
existe uma subsucessdo de u, = 4/a, com limite A e portanto tem-se, para infinitos

n

’{/Z >A-¢>1,

e a alinea b) do teorema 5 garante a conclusao.

valorese n ,

Note-se que o critério do coroldrio precedente (critério de Cauchy) € inconclusivo
quando seja, A = lim max Y/a, =1 . No entanto, neste caso, se se verificar %/a, >1

para infinitos valores de n, a aplicagdo directa do teorema 5 garante a divergéncia da
série.

Nota importante: Nos casos mais correntes existe [/im %/a, e portanto o critério
aplica-se com lim Y/a, = lim madx Yja, .
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Vejamos dois exemplos de aplicacao.

2 2
1) Para a série, > ¢" .e",comc >0, tem-se,

n=1

0 , 0<cecxl1
2
limyc" .e" =limc".e=4e , c=1
+o0, ¢ >1

Logo a série converge se 0 <c<1edivergese c>1.

2). Para a série,
> 1

py B+t

ndo existe,

1 . 1

lim | ———— = lim ——
[3 + (—1)"]" 3+ (-1)"

No entanto, como,

lim max ; =12<1,
3+ (-1)"

fica garantida a convergéncia da série.

5.6 - Teorema de Kummer

O teorema seguinte constitui um resultado de notavel simplicidade e generalidade que
nos ira permitir deduzir posteriormente novos critérios de convergéncia, a utilizar
quando os critérios ja estudados sejam inconclusivos.

Teorema 6 : Existindo numeros positivos @,k ,k, ..., k,, ... que facam,
ayi < kn ’
an kn+l + @

0
a série Y. a, converge . Se, por outro lado,
n=l1

an+1 > k

e diverge Y. 1/k, , entdo também diverge ) a, (Kummer)
n=1 n=1

Demonstracdo : a) Vejamos a parte em que o teorema afirma a convergéncia. Tem-se,

a k
n+1

< - < Oans < kn An - Kptl Apyl <=
a k,., + @

n

101



1
S apyr < ;'(knan - kn+1an+l)

0
Ora a série redutivel )

1 . .
— - (k,a,—k,,,a,,) €convergente. Com efeito,
n=1 w

@ aps + kn+1 A+l < kn ap = kn+1 A+l < kn an (pOl" SCr @ apn+i 2 O) 5

conclui-se assim que k, a, € uma sucessdo decrescente de termos nao negativos (logo
minorada), existindo portanto finito o /im k,s1 a,.1 . O teorema 2 permite entdo concluir

[ee] o0
que é convergente a série Y. a,,; € portanto também a série > a, de que aquela ¢é a
n=1 n=l1

série resto de ordem 1 .

b) A segunda parte do teorema também se demonstra com facilidade. Da segunda
desigualdade do enunciado, tira-se,

a,. 1/k

>
a 1/k,

n+l

b

e como por hipotese Y 1/k, diverge , também diverge D, a, (corolario 5 do teore-
n=l1 n=l

ma 2).

Como habitualmente, as conclusdes do enunciado do teorema precedente ndo exigem
que as desigualdades sejam verificadas para todo o n , bastando que o sejam a partir de
certa ordem p . Com efeito, o teorema pode ser aplicado a série resto de ordem p da série
a estudar, a qual tem a mesma natureza desta.

E interessante notar que , com £k, = 1, o teorema de Kummer dé o critério da razdo do
teorema 4.

O teorema de Kummer admite ainda como corolarios dois critérios praticos muito usados
e que permitem em grande nimero de casos estudar a convergéncia quando sejam
inconclusivos outros critérios. Trata-se dos critérios de Raabe e de Gauss que vamos
estudar nos pontos seguintes.

5.7 - Critério de Raabe

Trata-se de um critério que resulta do teorema 6 (teorema de Kummer) fazendo nele
k,=n . Assim,

o0
Teorema 7 : Dada a série ) a,, coma,> 0,
n=1

a) Se existe > 0 tal que, de certa ordem em diante,
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a série converge,

b) Se, de certa ordem em diante,

a serie diverge (Critério de Raabe)

Demonstracdo : a) A primeira desigualdade do enunciado implica, apds algumas
manipulagdes algébricas, que,

a
1 n
n+ <

- 9
a n+l+ w

n

e aplicando o teorema 6 com k, =n conclui-se que a série converge.

b) A segunda desigualdade do enunciado implica que,
yi1 S _n

a  n+1"’

n

e aplicando o teorema 6 com k, =n conclui-se que a série diverge.

Na pratica o critério de Raabe do teorema anterior ¢ normalmente aplicado calculando,

A=limn. G _ 1
a

n+1

Se for 4> 1, escolhendo ¢>0 tal que 4- &> 1, tem-se, de certa ordem em diante,

a ) a
n. - — 1| >A-¢&>1, ouseja, n. -1 >1+e>1
a a

n+l n+l

o0
com w=A-¢-1>0;entdo, o teorema 7 assegura a convergéncia da série ) a, .
n=l1

Se for A< 1, escolhendo £>0 tal que 4+ &< 1, tem-se, de certa ordem em diante,

a
n.|— — 1| <A+e<l1,

Ay

o0
e entdo, o teorema 7 assegura a divergéncia da série )’ a,, .
n=1

Podemos portanto enunciar:
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o0
Corolario : Dada a série Y. a, , coma,> 0, sendo,

n=l1

n°

A=limn. D -1
a

n+l

a) Sendo A> 1, a série converge;
b) Sendo A< 1, a série diverge

Note-se que quando seja A= 1, nada se pode concluir, a menos que,

a
n. -1 <1,
a

n+l1

caso em que a aplicacdo directa do teorema 7 da a divergéncia da série.

Vejamos um exemplo de aplicacdo. Para estudar a natureza da série,

® n!

nz::l a(a+l)..(a+n-1)

,com a>0,

vamos comegar por aplicar o critério de D’ Alembert : tem-se,

(n+1)!
o a(a+1)..(a +n—-1)(a + n) .on+1
= lim = lim —— =1,
a, n! n+a

a(a+1)..(d +n—-1)

an+1

lim

nao podendo portanto em principio tirar-se qualquer conclusdo ; no entanto, para
0<a<l,tem-se,
Ay n+1

= > 1,
a n+ a

e a aplicagdo directa do teorema 4 (critério da razdo) permite concluir que a série
diverge. Para « > 1, o critério da razdo e seu corolario revelam-se inconclusivos e
vamos ver que a aplicacdo do critério de Raabe esclarece completamente a questdo.
Tem-se ,

A=Ilimn.
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donde resulta (ver coroldrio 1 do teorema 7) : se -1 >1,o0useja, «>2, a série
converge; se a- 1 <1 ,ouseja, o <2, asérie diverge ; para ¢ =2 , o limite obtido
seria inconclusivo (= 1) , mas notando que, neste caso,

a n
n. - = <1,
a,. n+1

a aplicagdo directa do teorema 7 leva a conclusdo de que a série diverge.

5.8 - Critério de Gauss

Estuda-se a seguir um novo critério que se obtém em parte do critério de Raabe e em
parte pela aplicacdo directa do teorema 6 (teorema de Kummer). Trata-se do critério de
Gauss, por vezes util para esclarecer situagdes em que o critério de Raabe ¢
inconclusivo.

o0
Teorema 8 : Dada a série Y a,, coma,> 0, sendo,

n=1

n?’

a, k [,
=1+ =+ 1+a
n

]

Ay

com [, sucessdo limitada e o> 0,
a) Sendo k> 1, a série converge;
b) Sendo k<1, a série diverge (Critério de Gauss)

Demonstracao : As conclusdes correspondentes ao casos k& > 1 e k < 1, obtém-se
imediatamente pela aplicacdo do critério de Raabe . Falta portanto justificar a conclusdo
referente ao caso k =1 . Para tal recordemos aqui a exemplo 4) do ponto 5.2 em que se
viu ser divergente a série,

© 1

2 (n+1).log (n+1)

aplicando o teorema de Kummer com k,= (n+ 1) log (n + 1), bastara provar que,

a11+1> (n+1)log(n+1)
a, (m+2)logn+2)°

n

ou seja, que ,

n

(n+1)log(n +1). -(n+2)log(n +2) <0,

n+l1

o0
de certa ordem em diante, para provar que a série Y a, diverge. Ora,
n=l1

n

lim[(n+1)log(n +1). -(n+2)log(n +2)] =

n+l1
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=lim[(n+1)log(n +1).(1 + k +
n

nl’ia Y-(n+2)log(n +2)] =-1<0,
como se pode verificar apds alguns calculos que se deixam ao cuidado do leitor ( atender
a que [/, ¢ sucessdo limitada e o > 0 ), o que justifica a verificagdo da desigualdade
pretendida de certa ordem em diante.

Como para os critérios anteriores, apresenta-se um exemplo de aplicagdo do critério de
Gauss. Para a série,
5 [(n 1)
o [T+ OxD].1+ax2)].1+@x3)]. ...+ (n=1)n] °
o critério de Gauss da divergéncia , pois,
a, 1+n+n° 1 1
= =1+ -+

- 2 1+1
n+l n n n

a

O leitor pode verificar que a aplicagao dos critérios da razao e de Raabe a série dada nao
permitiria esclarecer a sua natureza.

6. Convergéncia absoluta e convergéncia simples

o0 o0
Dada uma série > u, de termos quaisquer , considere-se a série ) |u, | dos modulos
n=1 n=l1
dos termos da primeira (abreviadamente, a série dos modulos). No teorema seguinte
prova-se que a convergéncia da série dos modulos implica a da série inicial e
estabelece--se uma desigualdade entre as respectivas somas.

e8] 0
Teorema 9 : Sendo convergente a série ) |u, | , também converge a série Y u, e
n=1 n=l1

tem-se a seguinte desigualdade entre as respectivas somas:

0 o0
| Zun|—<2|un|
n=1 n=1

0
Demonstragdo : A série ) |u, | sera convergente se e so se for verificada a seguinte
n=l1

condigao:
Ve>0,An.: n>m>ne= | | |+ |tz |+ .. +|un||<é&,

como se viu no teorema 1; mas como,
| Umsr + Umsa + oo + Up | < | Ut |+ | U2 |+ oo + Uy | =

=| | Umar |+ | U2 |+ oo +un ||,

0
a referida condig@o verifica-se também para os termos da série > u, , 0 que garante a

n=l1

convergéncia desta tltima.
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A desigualdade entre as somas prova-se sem dificuldade. Tem-se, designando por S,* a

0 e8]
soma dos n primeiros termos de D |u, | e por S, idéntica soma relativaa Y u, ,
n=l1 n=l

Sp* = |ur |+ |wa|+ o w2+ up+ o+ Uy | =S,

e entdo, em caso de convergéncia, resulta imediatamente,

| Du, | =| limS,| = lim|S,| < lim S;* = Y |u, |

n=l1 n=l1

o0
Nos termos do teorema precedente, a convergéncia de Y. |u, | ¢ sempre acompanhada
n=l1

o0
dade > u, , dizendo-se entdo que esta ultima é absolutamente convergente .
n=l1

0 0
Note-se, no entanto, que Y u, pode ser convergente sem que o seja »_ |u, | , dizendo-
n=1 n=l1

se nesse caso que a primeira ¢ simplesmente convergente . Um exemplo de série

o0
. y R -1 . o r r
simplesmente convergente ¢ a série >, (—1)"".1/n . Com efeito, a série dos modulos ¢
n=l1

[>e}

1/n que sabemos ser divergente; no entanto, como adiante se vera, a série
1

S
Il

(-1)"'.1/n é convergente.

Ms

S
Il
ALK

Como observagdes Obvias sobre o conceito de convergéncia simples, convém notar que
(a justificagdo fica ao cuidado do leitor):

a) As séries de termos todos ndo negativos ndo podem ser simplesmente convergentes
(ou sdo absolutamente convergentes ou divergentes), 0 mesmo acontecendo as séries de
termos todos ndo positivos;

b) A conclusdo da alinea anterior subsiste se a nao negatividade (ou a nao positividade)
dos termos da série se verificar ininterruptamente de certa ordem em diante;

¢) Para poder haver convergéncia simples ¢ pois necessario que a série tenha infinitos
termos negativos e infinitos termos positivos .

O estudo da convergéncia absoluta de uma série faz-se estudando a natureza da série dos

moédulos a qual, por se tratar de série com termos ndo negativos, sdo aplicaveis os
critérios estudados no ponto 5.
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Vejamos um exemplo. Considere-se a série,

a(a -1 a(a - 1)(a -2 a(a -1)..(ad —n+ 2

(@-1D  a@-D@=-2)  al@=-1)..( )L
2! 3! (n—1)!

com a¢ {0,1,2,3,..} (note-se que para a =0,1,2,3,..., os termos da série

sdo nulos de certa ordem em diante e claro que entdo a série sera sempre absolutamente

convergente). A série dos modulos serd,

l+a +

la|la —1] la |la—1] ... |la—n+ 2]
l+|a| + —— + - + + -,
2! (n-=1!
e entdo,
per |l —n+ 1] n-a -1
a n n ’

n

de certa ordem em diante (para n > a+1 ) ; como,

a, -a -1
lim H:limL:l,

a, n

o critério de D’Alembert ¢ inconclusivo; no entanto, para o+ 1 <0, ouseja, « <-1,
tem-se a partir de certa ordem,

concluindo-se ser divergente a série dos modulos para tais valores de « (critério da
razdo do teorema 4). Para @ > -1 o estudo da natureza da série dos mddulos pode fazer-
se pelo critério de Raabe : tem-se,

A=limn. T _ :limn.(é— j:a+1,

an+1 n_a_l

concluindo-se portanto que a série dos modulos converge para o> 0 e diverge para
a < 0. Em conclusdo : A série dada ¢ absolutamente convergente para & > 0 e ndo o ¢
para a<0.

Reportando-nos ainda ao exemplo precedente, convém referir que a série em causa
podera ainda eventualmente ser simplesmente convergente para certos valores a < 0 .
Para o < -1 , a possibilidade de convergéncia simples pode desde logo ser eliminada
dado que, como vimos, nesse caso, de certa ordem em diante,

a n—oa-1
n+l: > 1

a, n

b

e dai resulta que ndo pode ter-se /im a, =0 (por ser a, crescente de certa ordem em
diante ¢ a, > 0 ) ; e ndo convergindo para zero a sucessao dos médulos dos termos da
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série, 0 mesmo acontece com a sucessao dos termos da mesma série a qual ndo pode,
portanto, ser convergente. Subsiste entdao a possibilidade de convergéncia simples para
-1 < @< 0, caso que sera estudado no ponto seguinte.

7. Estudo da convergéncia de séries nio absolutamente convergentes

7.1 - Séries alternadas decrescentes

0
Considere-se a série )| (—1)”_1.a ,com a1 > dy = ... 2 a, = dp =...2>2 0.0s

n=1
termos desta série sdo alternadamente positivos e negativos e o0s respectivos
moédulos | (-1)"". a,| = a, formam uma sucessio decrescente. Uma série deste tipo
designa-se por série alternada decrescente.

n

Sabemos ja que em qualquer série convergente o respectivo termo geral tende para zero
e claro que, em particular, 0 mesmo se verifica para as séries alternadas decrescentes. No
entanto, para estas séries, a convergéncia para zero do respectivo termo geral €, além de
condi¢do necessaria, também condi¢do suficiente para a convergéncia da série, nos
termos do teorema seguinte:

Teorema 10 : Dada a série 3. (-1)"'.a
n=l

. > com a, = a1 =0, a condigdo necessaria e

suficiente para que seja convergente é que lim a, = 0

Demonstracdo: Basta evidentemente provar que a condicdo do enunciado ¢ condi¢do
suficiente para a convergéncia da série alternada decrescente. Para tal:

a) Notemos em primeiro lugar que a soma finita,
-1
Aip = @it - A + A3 - s + oo+ CDP Ly
¢ sempre um numero ndo negativo, quaisquer que sejam k, p € N . Com efeito, por ser
ar+j = ap++1 , associando cada parcela ndo negativa com a seguinte obtém-se um numero
ndo negativo e entdo se p for par (numero par de parcelas) da associacdo referida
resultam p/2 parcelas ndo negativas que, somadas, ddo um nimero ndo negativo; se p for
impar, da associagdo referida resultam (p-1)/2 parcelas ndo negativas e sobra uma no
final que é ndo negativa [ p impar = p-1 par = (-1¥"' >07].
b) Por ser A;, >0 para quaisquer k, p € N, resulta,
-2
At pt =2 - Az + o + (17 apep 20,

€ Akp= ai+1 - A1, p1 ; conclui-se entdo que, 0 < Ay, < ar1,0useja, | Arp | < akr -

¢) Podemos agora ver com facilidade que a condicdo [lim a, = 0 implica a
convergéncia da série do enunciado, utilizando para tal a condi¢do necessdria e
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suficiente de convergéncia de uma série. Com efeito, para n > m , tem-se, usando o
resultado estabelecido em b),

D)™ et + D™ a4 o + (D), | =
= | amnt - G+ o + D iy | = Ampen | S it

e de lima, = 0 decorre que , sendo ¢ >0 , existe uma ordem n. tal que,
n>n,= 0< a,< & eentdo,

n>m>n,=>n>m A mtl>n,= | Appm| < ape1 <€,
ou seja, tem-se para n>m>n,,

D™t + GO i+ o + (D an| <6,

[ee]

P -~ ‘o . A - 1
que ¢ a condi¢@o necessaria e suficiente de convergénciade Y. (-1)"".a, .
n=l1

Sao corolarios imediatos do teorema precedente os seguintes:

0
Corolario 1 : Dada a série Y, (-1)".a, , com a,> a1 >0, a condi¢do necessaria e
n=l

suficiente para que seja convergente é que lim a, = 0

M

o0
Demonstracdo : As séries > (-1)"'.a, e (-D".a, sdo da mesma natureza

n=1 n

Il
—_

porque uma se obtém da outra multiplicando os respectivos termos por -1. Entdo:

> (=1)".a, converge < 3 (-1)"".a, converge < lima, = 0 .

n=l1 n=1

o0

Corolario 2 : Considere-se uma série Y. b, cujos termos verifiquem as seguintes
n=1

condigoes, a partir de certa ordem:

a) Sejam alternadamente positivos e negativos (ou negativos e positivos);

b)| b, | =|bu1].

A condi¢do necessaria e suficiente para que uma tal série seja convergente é que

lim | by| =0

Demonstracao : Seja p a ordem a partir da qual se verificam as condi¢des do enunciado:
para n > p , os termos alternam de sinal e decrescem em valor absoluto. A série resto de
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o8]
ordem p, ou seja, a sériec Y, b
n=1

teorema 10 ou corolario 1. Portanto,

a+p » €Nquadra-se entdo numa das situagdes descritas no

> b, converge & b,

n=1 n=1

, converge < lim | byy| =0 < lim|[b,| =0.

o0
Corolario 3: Considere-se a série ), b, com termos alternadamente positivos e
n=l1

negativos (ou negativos e positivos) a partir de certa ordem e suponha-se que

|5 | k p
=1+ -+ —
|bn+1| n n d

, com [, sucessdo limitadae >0 .

0
Nestas condigbes a série Y. b, é convergente se e s6 se k> 0.

n=l1
Demonstracao : Basta provar que s6 com k£ > 0 é que a sucessdo b, tem limite nulo, que
neste caso | b, | > | b,+1 | de certa ordem em diante e aplicar o corolario 2 . Da igualdade
do enunciado resulta,

/
log| b,| —log|by1| = log (1 + k + =)
n n'*P
escrevendo esta igualdade para os naturaisn—1,n—-2, ... ,2,1, somando membro a
membro as n — 1 igualdade obtidas e simplificando obtém-se,
n-1
k [,
log| b\ —log|b,| = Z_% log (1 + n + i1+ﬂ) .
e k [, ..
Ora a série Y log (1 + = + oy ): a) Tem os termos positivos de certa ordem em
n=1 n n

diante e ¢ divergente se k> 0 ; b) Tem os termos negativos de certa ordem em diante e ¢
divergente se k < 0 ; ¢) E absolutamente convergente se k= 0 . No caso a) conclui-se que
lim log | b,| = — o ,ouseja, lim|b,| =0, ouainda lim b, =0 ; nos casos b) e c)
conclui-se que /im b, ndo pode ser nulo. No caso de ser k> 0, da igualdade do enunciado
resulta logo que | b, | = | by+1 | de certa ordem em diante, assim se provando o que se
pretendia.

Vejamos dois exemplos de aplicagao destes resultados.

1) A série Y (=1)"'.1/n, que anteriormente j& referimos ndo ser absolutamente

n=l1
convergente, ¢ convergente (simplesmente convergente), porque se encontra nas
condigdes do teorema 10.

2) A série,
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a(a —1) N a(la — )(a - 2) - a(a —1)...(a —n+ 2) .o
2! 3! (n—1)!

l+a +

com o ¢ { 0,1,2,3, .. }, em relacdo a qual tinha ficado em aberto a possibilidade
de ser simplesmente convergente para -1 < ¢ < 0 (ver final do ponto 6.), ¢
efectivamente convergente para tais valores de « . Para qualquer destes valores do
pardmetro o , os termos da série alternam de sinal e vamos que se verificam as
condi¢des do enunciado do corolério 3. Designando por a, o valor absoluto do termo de
ordem n da série, tem-se,

n n a+1 [
n_o_ = =1+ +-—~ ,com [ =— " —
la — n + 1| n—o-—1 n n n“"—no—n

a

Ay

assim se concluindo que ¢ convergente para -1 < ¢ <0 (pois neste caso o+ 1 > 0).

7.2 - Critérios de Abel e Dirichlet

Vamos provar dois critérios de convergéncia, ambos baseados na identidade que se
apresenta de seguida. Dados os numeros, a;, a2, ... , a4y, ... € by, by, ..., by, ...,

defina-se 4,, = inlak (para m=1,2,3,...) e A4p=0.Entdo, a;y = Ai- A1, para
k=1

k=1,2,3,...,sendo portanto,

Yab, = Y (A, — A, )by = X A by — X A b =
k= k=1 k=1 k=1

1

=2 Akbk - X Ak—lbk: )y Akbk - 2 Ak—lbk—1+1:
k= k=2 k=1 k=2
n n—1 n n

=2 Aby — X Aby =X Aby — X Aby + 4,0,
k=1 k=1 k=1 k=1

ou seja, kZ a; b, = kZ Ay by = bpy) + 4,6,
—1 -1

Podemos agora enunciar e provar o,

0
Teorema 11 : Seja Y. a, uma série cuja sucessdo das somas parciais seja limitada.
n=1

o0
Seja b, uma sucessdo decrescente com limite nulo. Entdo a série Y a,b, converge
n=l1

(Critério de Dirichlet)
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n
Demonstragdo : Fazendo 4, = > a,, tem-se que A, ¢ por hipotese uma sucessdo
k=1

limitada , ou seja , existe uma constante M tal que, | 4, | <M paran=1,2,3, ....
Como por hipétese , lim b,.y = lim b, = 0, tem-se que lim A, b, =0 . Vejamos

0
agora que converge a série Y, A4, (b,— b,,,) : tem-se, por ser b, sucessdo decrescente,

n=l1

| Ay ( by - bpi1) | £ M.( by - byr1),

e como Y. M (b,—b,,,) converge ( por ser série redutivel, com p =1 e lim b1 =0),
n=1

o0 o0
também converge Y |4, (b,—b,,,)| e portanto a série >, A, (b,—b,,;) ¢ absoluta-
n=l1 n=l1
mente convergente. Entdo, por ser como vimos lim A4, b,+; =0 e utilizando a identidade
demonstrada nas consideragdes que precedem o teorema, conclui-se que,

n n n
k=1 k=1 k=1
o0
existe finito e entdo a série Y. a,b, é convergente como se queria provar.

n=1

o0
Teorema 12 : Seja . a, uma série convergente e b, uma sucessdo monotona
n=l1

0
convergente. Entdo a série Y, a,b, converge (Critério de Abel)
n=1

n
Demonstracdo : Fazendo 4, = ) a,, tem-se que A4, ¢ por hipdtese uma sucessdo
k=1

convergente. Como por hipétese lim b,y; = lim b, existe finito, tem-se que também

existe finito /im A, b,+1 . Vejamos agora que converge a série . A4, (b,— b,,,) . Por ser
n=l1

convergente, a sucessdo A, ¢ limitada, ou seja, existe uma constante M tal que,
| A, | <Mpara n=1,2,3,..; tem--se entdo,

|An(bn_bn+1) | < M-(bn'bn+1),
se b, for decrescente e,

|An(bn‘bn+l) | < M( bn+l ’bn):

o0
se b, for crescente ; em qualquer dos dois casos os termos da série Y. | 4, (b,— b,.,)|

n=l1

sao majorados pelos termos de uma série redutivel convergente, o que implica a

convergeéncia absoluta de i A, (b, - b,.,) .

n=1
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Entdo, por existir finito /im A, b,s1 e utilizando a identidade demonstrada nas
consideracdes que precedem o teorema, conclui-se que,

lim S ayb, =limY A, (b, — by,,) + lim Ay by
k=1 k=1

o0
existe finito e entdo a série Y. a,b, é convergente como se queria provar.
n=1

Exemplo de aplicaciio: A série 3. (=1)""'.(1/n).(1 +1/n)" , que facilmente se prova

n=1

ndo ser absolutamente convergente, ¢ convergente pelo critério de Abel, dado que

S (="' (1/n) é convergente ¢ b, = ( 1 + 1/n )" ¢ uma sucessio monodtona

n=1

convergente.

8. Propriedades especiais das séries absolutamente convergentes

8.1 - Comutatividade

o0
Seja ) a, uma série absolutamente convergente e, por reordenagdo dos respectivos

n=l1

o0
termos, construa-se uma nova série Y. b, . O teorema seguinte assegura que a série
n=l1
reordenada ¢ também absolutamente convergente e tem a mesma soma que a série
original.

o0
Teorema 13 : Sendo ), a, uma série absolutamente convergente, qualquer série
n=l1

0
> b, obtida daquela por reordenagdo dos respectivos termos é também absolutamente
n=l

o0 o0
convergente e tem-se Y, a, = . b,
n=1 n=1

o0
Demonstragdo : Vamos provar primeiro que Y b, ¢ absolutamente convergente, ou seja,
n=l1
s * n * o
que Y |b,| é convergente. Fazendo B, = ) |b,;|, tem-se que B, ¢ uma sucessdo
n=1 i=1

0
crescente e vejamos que ¢ limitada, o que provara a desejada convergéncia para Y. |b,|.

n=l1

o0
Como os termos by, by, ... b, , se encontram todos na série original ) a, , existird uma
n=1

ordem m(n) suficientemente grande por forma que entre os termos ai , @z , ... , Amu) S€
encontrem os termos by, b,, ..., b, da série reordenada e entdo,
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*

B, = Y|bl < X lagl < Xla,l,
i=1 )

o0
com ) |a,| finito (soma de uma série convergente).
n=1

Falta entdo provar que . a, =
n=l1

convergentes, as sucessdes das somas parciais,

b, . Como ambas as séries sdo absolutamente

iMs

*

Bi= S b, B =3S|b|, Ay=3 a e A'= ¥|a,
i=1 i=1

i=1 i=1

tém todas limites finitos:
B =limB,, B  =limB,” , 4 =Ilimd, ¢ A =limA, .
Entdo, dado ¢ > 0, existe uma ordem m tal que,

* *
|An-A|<e/2 e |An -4 |<&/2 .
o) @© . .
Como todos os termos de > a, se encontram em b, , a partir da ordem m referida
n=1 n=1
pode achar-se £ tal que, entre os termos b;, by, ... by se encontrem os termos a;, az, ...
, @ da série inicial; para n >k, a diferenca,

n m
> bl' - a; ,
i=1 i=1
reduzir-se-4 (apds eliminagdo dos termos a; , @, ... , a, ) a termos que na série original
tém ordens superiores a m , ou seja, ter-se-a:
n m * *
| 2 b, - a; |S|amn|+]|am2|+.. = |4An -4 | <2 .

i=1 i=1
Tem-se entdo, para n > k - 1 (a ordem k - 1 depende do ¢ fixado no inicio porque k ¢é
fixado a partir de m e este a partir de ¢) ,

| Bu-A| < |Bu-Ap+Am-A| < |Bu-Ay| +|An-A| =
| S b -3 a|+|Adn-A| < eR+eR =¢ |
i=1

i=1

ou seja, lim B, =A , o que prova ser,

an =IlimB, = A4 =1limA4, = Zan >
n=1 n=1

que ¢ a igualdade pretendida.
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Note-se que o resultado do teorema precedente nao subsiste se a série original for apenas
simplesmente convergente. A este respeito vamos estudar no ponto seguinte um teorema
devido a Riemann que afirma ser possivel, por reordenagcdo dos termos de uma série
simplesmente convergente, obter uma série com a soma que se deseje ou ainda
divergente.

8.2 - Teorema de Riemann

0 0
Considerem-se duas séries >, a, ¢ Y, b, ,aprimeira com termos a, >0 e a segunda

n=1 n=1
com termos b, <0, ambas divergentes infinitas ( a primeira com soma +oo e a segunda
com soma -o0) e tais que, lim a, = lim b, = 0 . Nestas condi¢des, vamos ver que ¢
possivel formar uma série contendo todos os a, e todos b, , convenientemente dispostos,
que seja convergente € cuja soma seja um numero real A previamente fixado.

Na demonstragdo vamos utilizar as duas propriedades seguintes:

e8] 0
a) Como ) a, =+, tem-se Y a, =+ e ésempre possivel, com qualquer p inteiro
n=1 n=p

positivo, tomar termos a, (n > p) em nimero finito, suficientes para que a sua soma

0
exceda qualquer nimero real pré-fixado. Do mesmo modo, como ) b, = -0, tem-se
n=l

e8]
> b, =-00 e ésempre possivel, com qualquer p inteiro positivo, tomar termos b,
n=p

(n > p) em numero finito, suficientes para que a sua soma seja inferior a qualquer
numero real pré-fixado.

b)Sendo 8 <A1 e 8 +u>A,entdo, | @ +u - A|<|u|;domesmo modo, sendo 8 > 1
e @+u<A,entdo, |0 +u-A|<|ul.

Teorema 14 : Dadas as séries Y, a, e Y b

n=1 n=1

. » a primeira com termos a, =20 e a
segunda com termos b, <0, ambas divergentes infinitas ( a primeira com soma + e a
segunda com soma -o0) e tais que, lim a, = lim b, =0, entdo é possivel formar uma
série contendo todos os a, e todos b,, convenientemente dispostos, que seja convergente
e cuja soma seja um numero real A previamente fixado

0 0
Demonstragdo : A partir das séries Y, a, e Y b, nas condigdes do enunciado,

n=l n=1
construa--se uma nova série contendo todos os a, e todos b, procedendo do seguinte
modo, cuja exequibilidade ¢ garantida pela propriedade a) vista nas consideragdes que
precedem o enunciado do teorema:
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- Tomem-se os termos a,,a,, ..., a, estritamente necessarios para se ter a desigual-

d
dade, a,+a,+...+a, >4 e em seguida os termos b,,b,,..., b, estritamente
1 2

necessarios paraseter a;+d, +...+a, + b +b+ ...+ b, <1 ;

- Depois tomem-se 0s termos  a,.,;, 4,5, ... » 4, ,,, estritamente necessarios para se ter,

n+lo

ayt+a,+..+a,+b+by+. .. +b +a,  t+a,,+..ta,,, >4,

Htr
e em seguida os termos b, ., b,.,, , ... ,b, ,, tambeém estritamente necessarios para se
ter,

<A;

atay+..+a,+b+by+..+b +a,, +..+a,.,,+b 4 +..+b

I'l+}"3 I‘2+i’4
- Proceda-se sucessivamente como se indicou, escolhendo alternadamente um certo
nimero de termos a; (sempre apenas os estritamente necessarios) que facam a soma
exceder A e de termos b; (também apenas os estritamente necessarios) que fagam a soma
voltar a ser inferior a 4 .

Assim se obtém a série,

ay+ta,+..+ta, +b+by+..+b +a,, +..ta,.,, +b +..+D +

I‘2+l’4

+ a

RAr+ e+, +l + .. RAR+ e+ Ty By

+...+a

+b g+ .. +Db

Iyt oty BArt o Bt B

Sendo S, o termo geral da sucessdo das somas parciais da série construida como se
indicou, as condigdes que presidiram a tal constru¢do bem como a propriedade b) das
consideragdes que precedem o teorema, permitem concluir que:

-Se ri+rt .. rar S n<ri+r+.. rys ,entao,

1S,-A|<]| a (k=0,1,2,..);

AR R VoY |
-Se ri+rt ... rusr S n<ri+r+.. ryss , entao,

1S,-A|<| b

(k=0,1,2,..).

HAL+
E como por hipoétese, lim a, = lim b, =0 , tem-se,

<¢ e <¢,

| arl+r3+~~~+rzk+1| | br2+r4+'"+r“’”
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para kK >m,,ouseja, para k 2 p = p. = m.+ 1. E entdo, considerando a ordem
ng=r+r+.. ry -1,com p=p, ,tem-se,

n>n,=>n 2r+nrn+. rmpa =>|S-4|<e,
ou seja, lim S, = A, como se pretendia demonstrar . E portanto possivel construir, a
partir das duas séries nas condigdes do enunciado, uma nova série contendo todos os

termos das anteriores e cuja soma ¢ um nimero qualquer que se fixe previamente.

E agora, em complemento do teorema anterior,

Teorema 15 : Dadas as séries  a, e > b

n=1 n=1

a primeira com termos a, >0 e a

n

segunda com termos b, <0, ambas divergentes infinitas ( a primeira com soma +o e a
segunda com soma -00) e tais que, lim a, =lim b, =0, entdo é possivel formar uma
série contendo todos os a, e todos b,, convenientemente dispostos, que seja divergente
infinita (com soma +o0 ou -co a escolha) ou ainda divergente oscilante

Demonstracdo : a) Para construir uma série contendo todos os a, e todos os b, que seja
divergente e tenha soma +co, tomem-se primeiro termos a,, a, , ..., a, por forma que

ay+a,+..+a, >1 easeguir o primeiro termo b, (negativo) ; depois de novo termos

Nao negativos a, .y, a, 5, ..., 4, ., tais que

ay+a,+..+ta,+b+a.,,+ta.,,+..+a > 2

ntn

e em seguida o segundo termo negativo b, ; € assim sucessivamente, obtendo-se deste
modo a série,

ayta,+..+ta, +b+a,,+a,,+..+a,,,+b+ ..+

+b,,+ a + ...+ a

R R

+ b, + ...

RAn A+

Sendo S, o termo geral da sucessdo das somas parciais da série construida como se
indicou, tem-se,

ry+r+ ... re +(k—2)§ n<ri+ry+.. rg +(k—]) = §5,> k—l—bk_l,

com k=2,3,...Ecomoasucessioemk, up=k-1->br; tende para +co (por ser
lim b.1=0),tem-se, para k>p=p., k-1-br; >1/¢; fazendo entdo,

ng=ri+r+.. 1.1 +(@-2)-1,com p=p,,
tem-se, n>n;, = n2ri+rn+.. r,.q +(P-2) =>8,> Ve,

assim se provando que lim S, = +o0.
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b) Se se pretender construir a partir das séries do enunciado, uma série divergente com
soma -co , bastard proceder como em a), mas tomando primeiro termos negativos
by, b,, ..., b, porformaque b, +b,+ ...+ b, <—1 easeguir o primeiro termo a, (ndo

negativo) ; depois de novo termos negativos b, ;, b, 5, ..., b, tais que,

bi+by,+..+b +a+ b y+b H+..+b,, <2,

n+n

e em seguida o segundo termo ndo negativo a, ; € assim sucessivamente, obtendo-se
deste modo uma série que se vé ser divergente com soma -co .

¢) Para obter uma série oscilante, a construcdo podera fazer-se como segue: primeiro

tomam-se termos a;,d,,...,a, por forma que, a;+a,+...+a, >1 seguidos de

termos by, b, , ..., b, tais que,
ayt+a,+..+a,+b+b+..+b <-1;

depois de novo termos a 1355 Ay, porforma que,

rn+l»

ayt+a,+..+ta,+b+by+..+b +a, ,+a,.,+..+a,.,, >1,

ntr

seguidos de termos b b b tais que,

B+l > Y420 0 P

atay+..+ta, +b+by+..+b +a,  +..t+a,, +b  +..+D -1;

VI+V3 r2+r4
Procedendo deste modo sucessivamente, obtém-se uma série cuja sucessdo das somas
parciais ndo tem limite (ha infinitas somas parciais que excedem 1 e infinitos somaas

parciais inferiores a -1) .

Podemos agora enunciar e provar o teorema de Riemann, sobre a possibilidade de obter,
a partir de uma série simplesmente convergente, por reordenacdo dos respectivos
termos, uma nova série com a soma que se deseja ou ainda divergente (infinita ou
oscilante).

o0
Teorema 16 : Sendo ), u, uma série simplesmente convergente , é possivel, por
n=1

reordenagdo dos respectivos termos, obter uma série convergente com a soma que se
deseje ou ainda divergente (infinita ou oscilante) (Riemann)

Demonstracdo : Face ao estabelecido nos teorema 14 e 15, o presente teorema ficara

o0
demonstrado se se provar que a partir de uma série >, u, nas condi¢des do enunciado
n=l

S€
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podem obter duas séries Y. a,e >, b, , contendo todos os termos daquela e que se

n=l1 n=l1

encontrem nas condi¢des dos enunciados daqueles dois teoremas.

0
Sabemos ja que, sendo > u, simplesmente convergente, ha nela infinitos termos

n=1

positivos e infinitos termos negativos. Sendo u, ,u

a9 u os infinitos

a, 9 ese 9 o 9 e

n

termos > 0 e Ug ,Ug 5 .., Ug ... OS infinitos termos < 0 da série, tem-se

evidentemente lim u, =lim u, =0 (porque », u, convergente implica ser lim u,=0),
n=l1

0 0
faltando apenas provar que as séries 21 U © 21 ug sdo divergentes, para ficar
n= n=

demonstrado que estas duas séries se encontram nas condi¢des exigidas nos teoremas 14
e 15.

o0
Vejamos entdo que Y. u, diverge (o argumento vale igualmente para a série
n=1

o0

Y. ug ). Fazendo,

n=l

% n n n
U,= Zu,- , Un =2|u[| , An= Zuai e B,= Zuﬂt_ 5
i=1 i=1 i=1 i=1
determinem-se , para cada n , os inteiros a1, @, ..., A k» que verifiquem a condigdo
a;<n eosinteiros B, B, ..., Bpm que verifiquem a condicdo S ; < n ; claro que,
como ha infinitos « ;e £,
limn =400 = lim k(n) =lim p(n) =+ c.

Dado que,

n p(n)
Unz Z u, = ua‘_ + Z uﬁi = Ak(n)-l-Bp(n)
=1 | i=1
n k(n) p(n)
U= 2wl = 2 uy - 2 upg = Ak - Bpy
=1 i=1 i=1

obtém-se, Un* = 2 Akw - U, . Se a série Y. Ug, fosse convergente, seria lim A,= A

n=l1

(finito) e entdo também lim Axm = A [porque lim k(n) = + o] ;ecomo Y u, converge

n=l1

por hipétese, seria U = lim U, (finito), donde,
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lim U," = 2 lim Ay - lim U, = 2 A - U (finito) ,

o0 0
ou seja, a série Y |u,| seria convergente, contrariando assim a hipotese de > u, ser

n=1 n=l1

simplesmente convergente.

8.3 - Associatividade generalizada

o8]
Dada a série D, a,, seja K um subconjunto de N e vejamos qual o significado a
n=l1

atribuir ao simbolo Y, a,
nek

a) Se for K =, faremos por defini¢do, > a,=0;
nek

b) Se for K finito, > a, significa a soma ordinaria do nimero finito de termos a, de
nek

ordens pertencentes a K ;

¢) Se K for infinito, os seus elementos dispostos na ordem natural constituem uma

subsucessdo a1, &4, ..., Oy, .. , da sucessdo dos numeros naturais e entdo faz-se :
o0
Z a,= Z aan :
nek n=1

Note-se que a definicdo dada em ¢) pode ndo ter significado porque, mesmo com

o0 o0
Y. a, convergente, > a, pode ser divergente. No entanto,

n=l1 n=l1

o0
Teorema 17 : Sendo ). a, absolutamente convergente e o , &t , ... , Oy , ... UMa
n=l

o0
subsucessdo da sucessdo dos nimeros naturais, a série ), a, ¢ também absoluta-
n=1

mente convergente

>8]
Demonstragdo : Tem de provar-se que a série ) | a,, | € convergente. Fazendo,
n=l1

% n " n
Ay =2 la, | e S,=2]q
i=1 i=1

-

o0

. * . 7 r

tem-se ev1dentemente, An < S; . Como por hlpotese Z | an| converge , tem-se que €
! n=l1

finito o lim S, e portanto é também finito lim S, (= lim S, ). A sucessdo S, &

. . * * r 14
assim majorada , o mesmo acontecendo com A4, (£ S; ) ; como A, ¢ monotona
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o0
. . . * . r . r
crescente , existe portanto finito /im A, , ou seja, a série Y | aan| ¢ convergente, como
n=1

se queria provar.

o0
Considere-se a série absolutamente convergente ), a, ¢ seja,
n=1

N=KiUK,U ... uK,U ... ,com K,NK,,=J (p#m).

0
Sendo b, = X a, , vamos provar que a série » b, ¢ também absolutamente
nek p=1
P

0 o0
convergente e que Y, a, = Y, b, . Note-se que para cada p, b, = % a, pode ser uma
n=l1 p=1 nek,
soma ordinaria de um ntimero finito de termos a, (se K, for finito) ou a soma de uma
série (se K, for infinito) garantindo neste caso o teorema 17 a convergéncia absoluta
dessa série e a existéncia portanto da respectiva soma b, . Em tudo o que se vai seguir
nada hd que impeca os K, de serem vazios de certa ordem em diante (os respectivos b,
serdo entdo nulos), correspondendo essa situacdo ao caso em que os termos da série sao
associados num numero finito de blocos.

Comegamos por estudar o caso das séries de termos ndo negativos, para logo de seguida
alargar o resultado ao caso mais geral das séries absolutamente convergentes.

0
Teorema 18 : Dada a série convergente ), a, , com a, 2 0 e supondo que
n=l1

N=KivK,u .. uK,uU ..., com K,NK,,= D (p#m) , fazendob,= Y a, ,a

nek,
0
série Y b , € convergente e tem soma igual a da série original
p=l
. n © P
Demonstracdo : Sejam A,= Y a;, , A=IlimA,=) a, ¢ B,=Y b, .Dado >0,
i=1 =1

n=l1 1

determine-se uma ordem m = m, para a qual seja | 4 - 4,, | < €/3 , 0 que sempre ¢é
0

possivel por ser > a, convergente com soma A . A partir do m encontrado, determine-
n=l

se p. ( esta ordem depende do m e portanto, em ultima analise de ¢) de modo que

para cada p > p. todos ostermos aj, az, ..., a, cuja soma da A4, se encontrem entre
os termos das séries ou somas,
z an b z an 3 b b z an b
nek; nek, nek,

cujasomada B,=b;+ b+ ... +b,.Para cada particular p > p, ¢ possivel determinar
subconjuntos finitos K,-* c K; de tal modo que :

a) As somas ordinarias,
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Z an b z an b A 5 z an b

nek; nek; nek,
continuem a ter entre as suas parcelas todos os termos a, , az, ... , ay cujasoma dd A4, ;e
ainda,
b) Se tenha,

|bi- X a,|<eBp (i=1,2,..,p).

nek:

A partir da condicao b) obtém-se, por soma ordenada e utilizando a propriedade modular
da soma,

B,-3( % a,)|<eh .

i=1 nek;
Entio,

1By-A| < [By-5(3 a) |+ S(3 a)- Au| +|A-4,] <

i=1 nek; i=1 nek;

<2eB+ | 5(F a))- 4nl.

i=1 nek;

L .
Ora a soma ordinaria ). ( >, a,) tem entre as suas parcelas (em numero finito) todos
i=1 nek;

)4
os termos a;, a», ..., a, cuja soma dd A4, e entdo a diferenca > ( X a,) - An
i=1 nek;

o0
reduz--se 2 soma de um niimero finito de termos da série . a,,,, (série resto de ordem
n=1

0
m da série ) a, ), ou seja, tem-se:

n=1

|B,-A|< 263+ | S( 3 a,)- An| <

i=l nek;

|=2&/3 +|A-An| < 263 +e3=¢.

n+m

< 2&e/3 +| i a
n=1

Conclui-se portanto que, fixado & > 0 existe uma ordem p, tal que, para p>p,,

0

| B, - A| < & . Tem-se, portanto, lim B, =4, ou seja, a série Y, b, € convergente €
p=1

tem por soma A4 que ¢ também a soma da série original, como se pretendia provar.

Podemos agora demonstrar, para as séries absolutamente convergentes, o seguinte,
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0
Teorema 19 : Dada a série absolutamente convergente ), a, e supondo que
n=1

N=KivK,u .. uK,uU ..., com K,NK,, =D (p#m) , fazendob,= Y a, ,a

ner

o0
série Y. b , € absolutamente convergente e tem soma igual a da série original
p=l

0
Demonstragdo : Vamos primeiro provar que » b, ¢ absolutamente convergente, ou
p=l

. X , p
seja, que >, |b,| € convergente. Fazendo, Bp* = > |b;|,tem-se,
p:] i=1

* P p
8= S151=5I% a .

i=l nek;

e, quer > a, seja uma soma ordiniria quer uma série (neste caso com base no
nek,;

% P
teorema 17 e na desigualdade do teorema 9), resulta, B, < > ( > |a,|). Pelo teorema
i=1 nek;

o0
18, a série Y ( D |a,|) é convergente , por ser convergente a série de termos ndo
p=l nek p
o0
negativos Y |a,|, sendo entdo,
n=1
s 2 i
B, <Y (X la,])<X(Xla,l) (finito),
-

i=1 nek, 1
ner

. ® - . . . . ..
ou seja, B, ¢ uma sucessdo crescente e majorada, logo existe finito o respectivo limite, o

0
que prova a convergéncia da série Y, |b,|, que era o que se pretendia.
p=l

0
Para demonstrar que > b, tem soma igual a da soma original, basta repetir, passo por
p=l
passo, toda a argumentacdo usada na demonstracdo do teorema 18, apenas com as
seguintes adaptacoes:

a) Logo no inicio, a ordem m =m, deve ser determinada pela condi¢do |A4 - 4, |
< < lam| Hama| +...<€73;

b) A ultima desigualdade que precede a conclusdo passa a ser a seguinte,
P
|By-A|< 2B+ | 2(X a,)- A <
i=1 nek;

<2g/3+§|a

n=l1

< 2s/3+¢/3=¢.

n+m |
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8.4 - Multiplicacao de séries absolutamente convergentes. Série produto de Cauchy

o8] 0
Sejam ), a, e >, b, duas séries absolutamente convergentes ¢ formem-se todos os
n=1 n=1
possiveis produtos a; b; (sdo em nimero infinito). Tais produtos a; b; podem dispor-se
em sé€rie de uma infinidade de modos: por exemplo, uma possibilidade ¢,

a1b1+a1b2+a2b1+a1b3+a2b2+a3b1+ vy

ou seja, ordenar os a; b; na série segundo o valor crescente da soma i+ e, em caso de
soma igual, fazer aparecer primeiro os produtos cujos factores @; tenham menores
ordens.

O teorema seguinte mostra contudo que, seja qual for a ordenacgdo dos produtos a; b;, a
série por eles formada ¢ absolutamente convergente e tem por soma o produto das somas

de > a,e) b,.
n=l1 n=l1

o0 o0 0
Teorema 20 : Sendo ), a, €Y. b, séries absolutamente convergentes e Y. t, uma

n=1 n=l1 n=l1
qualquer série que tenha como termos todos os produtos a; b; (ordenados de qual-
quer modo) é também absolutamente convergente e quanto as somas tem-se

0 0 0

2ty =2 a,.2 b,
n=1 n

n=1 =1

0
Demonstragdo : Prova-se em primeiro lugar a convergéncia absoluta de D’ ¢, , ou seja,
n=l
0
a convergéncia de Y. |¢,| . Fagamos,

n=1

N n N n
|t,'| 9An:Z|a[| eBn:Z|bi|9

1 i=1 i=1

T, =

I\ZE

1

e representemos por @ (n) a maior das ordens dos | a,| que aparecem como factores nos
~ * . .

| t; | que sdo parcelas de 7, e por u (n) a maior das ordens dos | b, | que igualmente

aparecem como factores nos mesmos | #; | . Entdo, em

Apy - Buy = (ar| Haz|+ .+l aow|) . (| br]+ b2| + o4 | bugny]) 5

figuram todas as parcelas de 7, , ou seja, 7, < Aoy - By < A°.B", em que

A*=1lim A," ¢ B*=lim B, sio as somas (finitas) das séries 3 |a,|¢ Y |b,|.Entdo a

n=l1 n=l1

0
- * . . . . o] 7
sucessdo crescente 7, ¢ majorada , logo tem limite finito, ou seja, a série ). |7,|¢
n=l

convergente, COmo se queria provar.
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Vejamos agora a parte do teorema que se refere ao valor da soma da série produto . Os

o0
termos da série absolutamente convergente Y, ¢, podem ser reordenados sem alteragdo

n=l
de soma (teorema 13). Vamos entdo proceder a uma reordenacdo conveniente da série
em causa, considerando os produtos a; b; ordenados na série de tal modo que,

(llb1=7'1
(a1+a2)(b1+b2):r1+r2+r3+r4

(a1+ay+...+a,))(bi+by+ ...+ b)) =ri+r+ ...+ 1y

o0
e vamos representar por Y, r, a série produto depois de reordenada do modo
n=l
n2
indicado. Tem-se, R,, = > r, = A, . B, ; ora as sucessoes 4, ¢ B, tém limite finito
i=1

0 0
gracas a convergéncia absoluta das séries >, a, € Y, b, e como existe finito o limite de
n=1 n=1

n
R, = X r; (a série dos a; b; converge absolutamente para qualquer ordenagdo destes) ,
i=1

sera também ( por ser R,,, subsucessdo de R, ),

0

M8

r, =limR,=IlimR,, =Ilim A,.B, = (limA4,).(limB,) =

t, =

n=1 1

S
Il

Como se queria provar.

Em matéria de multiplicacdo de séries tem particular importdncia a chamada série
produto de Cauchy que se obtém do seguinte modo:

1°) Ordenam-se na série produto os factores a; b, segundo o valor crescente da soma
i+ e, em caso de soma igual, fazem-se aparecer antes os produtos cujos factores a;

tenham menores ordens ;

2°) Subsequentemente faz-se a associacdo num s¢ termo de todos os factores a; b; com
igual soma i+ .

Ou seja, trata-se da série,
arby+(@by+aby)+(arbs+arb, +asby )+ ... +

+ (a1 by +ayby+ ... + aby)+ ...,
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cuja soma ¢ evidentemente, por tudo quanto antes ficou dito, igual ao produto das somas

o0 0
das séries > a,e>. b, .

n=l1 n=l1

Como aplicagdo, vamos determinar a série produto de Cauchy das séries,

n—1 n—1
€ )
nz=1 (n-D! gl (n=D!

que sabemos serem absolutamente convergentes . A série produto de Cauchy serd entao,

i (xo yn—l x_l yn—2 e xn—l yoj’

Z10 = T -2 (n—-1)! 0!

e vamos simplificar o termo geral desta série de modo a chegarmos a um resultado final
Jjé conhecido:

0 -1 1 ) -1 0
X y" X y" x" ¥

. +_.—+...+ o —
0 (m—-D! 11 (n-2)! (n—1)!" 0!

1 { =D' o e =Dy, (2DE xnlyo} i

= : Xy Xy
(n=1)! | Ol (n=1)! 1! (n-2)! (n=1)!0!
n—1
_ _ _ +
_ 1 . [ C(’)l 1x0 yn—l + Cln 2 )Cl yn—2 4o 4 Cy:l—ll xn—l yO — (X y) ,
(n—1)! (n—1)!
: ey .2 (x4 )"t
ou seja, a série produto de Cauchy sera W . Este resultado confirma a
n=1 n—1).
igualdade e*.e” = e* " : com efeito,
0 xn—l 0 yn—l 0 (x+ y)n—l N
e‘.e’ =) Y =y 2T o ety
= (=D o (=D S (n=D)!

9. Calculo aproximado da soma de uma série

9.1 - Introducio

Como ficou dito anteriormente o calculo da soma de uma série directamente a partir da
definicao ¢ tarefa normalmente impraticavel.

Por norma, o melhor que se consegue ¢ o calculo aproximado da soma da série, tomando
um valor S, (soma dos p primeiros termos da série) que difira em valor absoluto da
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soma S da série por menos que um niimero positivo & previamente escolhido. A diferen-
ca | S-S, | constitui o erro sistemdtico cometido na aproximagao, devendo notar-se que
a este erro acrescem frequentemente na pratica ainda erros de cdlculo resultantes de
aproximagoes ou arredondamentos efectuados na obten¢do da soma S, .

Nao ¢ objectivo deste texto fazer um tratamento completo desta questdo, pelo que nos
limitaremos nos pontos seguintes a uma abordagem elementar da questao do controlo do

erro sistematico, no calculo aproximado da soma de uma série.

9.2 - Majoracao do resto de ordem p para séries absolutamente convergentes

e}
Dada uma série absolutamente convergente >, a, , a diferenca S-S, é a soma do
n=1

resto de ordem p da série dada, ou seja, tem-se,
|S-Sp| :|ap+1 +ap+2 +ap+3 + | Slaer] |+|ap+2|+|ap+3|+ vee o

Caso seja possivel majorar os termos |a,«,| (n=1,2,3 ...) por termos c,+, de

convergente, podemos usar tal majoracdo para determinar quantos

n

e8]
uma série 3, ¢,

n=1
termos ( p ) se devem tomar no célculo de S, de modo a ter-se uma aproximacdo a
soma S da série com erro ndo superior a um namero £> 0 fixado previamente.

0
Assim, por exemplo, no caso da série absolutamente convergente > 1/n? , tem-se,
n=l1
1 1 1

55 = G T e T ey

1 .\ 1 . 1 - % 1 _
p(p+l)  (p+D)(p+2) (p+2)(p+3) n=1 (p+n=1)(p+n)

® 1 .
= > ( ! - ) = — (série redutivel) .
-t ptn-1 p+n p

A desigualdade | S-S,| < 1/p permite calcular quantos termos ( p ) devem ser tomados
para se conseguir que S, difira da soma da série, em valor absoluto, por ndo mais que &;
por exemplo, com ¢ =0,0015, tem-se,

1/p<0,0015 = p>667,
ou seja, Sge7 =1+ 122 + 132 + ... + 1/667* difere em valor absoluto do verdadeiro

valor da série por ndo mais que ¢ = 0,0015 (no presente caso, dado que a série em causa
tem termos todos positivos, o erro cometido € por defeito).
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Voltando ao problema geral da majoragdo do resto nas séries absolutamente
convergentes, ha dois casos em que ¢ relativamente simples conseguir essa majoracao:

1° Caso : Quando a convergéncia absoluta da série ¢ detectada pelo critério da razo,
tem-se para n>m (com certo m fixo) ,

|an+1 |

| a,|

<h<l,

e representando por k,+; um majorante menor que 1 (na pratica convém tomar o menor
majorante possivel) de todas as razdes,
la

p+2 | |ap+3 | |ap+4 |

A

|ap+1| ’ |ap+2| ’ |ap+3| o

tem-se a seguinte majoracdo para | S-S, |, valida para p>m :

| S-Syl < |aper |+ apa | +]aps|+ ...

a,.5 | la,3] la,sl
= |ap1]. |1 L P Pt <
|ap+l| |ap+2| |ap+l|
) 1
S|ap+1|.(1 + kp+1 + kp+1 + ): |ap+1|.?

p+1

Vejamos um exemplo. No caso da série Y. 1/(n—1)!, tem-se, paran > 1,
n=l1
a1 1/n!

o = 1) =1mn <12 <1.

Para p > 1, podera tomar-se k,+; = 1/(p+1) como majorante de todas as razdes,

|ap+2| _ 1 |ap+3| _ 1 |ap+4| _ 1

|ap+1| p+1 ’ |ap+2| p+2 ’ |ap+3| p+3

e portanto sera,

' 1 1 1 +1
le - S 1G-S |ap]. ——— = —~ - _ Pt
i=1 l_kp+l p! 1 —=1/(p+1) pl.p
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A partir desta majoragdo podemos determinar o numero de termos iniciais a somar para
obter o valor da soma da série (o numero €) com um erro ndo superior por exemplo a
0,00025 . Bastara determinar por tentativas o menor valor de p que garante ser,

p+1
pl.p

< 0,00025,

facilmente se chegando a p =7 . Com este nimero de termos obtém-se portanto,
ex1+1+12+13'+14!'+1/5!+1/6! =1957/720 ,
com erro ndo superior a 0,00025 .

2° Caso : Quando a convergéncia absoluta da série ¢ detectada pelo critério da raiz, tem-
se para n>m (com certo m fixo),

Vla,| < h <1,

e representando por k,+; um majorante menor que 1 (na pratica convém tomar 0 menor
majorante possivel) de todas as raizes,

p+11l | ap+1 | > p+2\[ | ap+2 | ’ p+\3, | ap+3 | > o

tem-se a seguinte majoracdo para | S-S, |, valida para p>m :
1S-8p| < | aper |+ apa |+ | apa | + .. < k2T K277+ kP 4+ =

p+1 p+1 p+1

p+1
kp+1

1_kp+1 .

o0
Vejamos um exemplo. No caso da série . 1/n" , tem-se, paran>1,

n=l1

Mi/n" =1m<12< 1.

Para p > 1, podera tomar-se k,+; = 1/(p+1) como majorante de todas as raizes,

1 1 1
+1] = +2] — +3/ —
P |ap+1| _p+1 ,p |ap+2| _p+2 ,p |ap+3| _p+35'-'5

e portanto sera, representando por S a soma (desconhecida) da série,

1
5. L < kb _ W™t 1
i T -k, L= 1/(p+D)  p.(p+1)”
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A partir desta majoragdo podemos determinar o nimero de termos iniciais a somar para
obter o valor da soma da série com um erro ndo superior por exemplo a 0,0005 .
Bastara determinar por tentativas o menor valor de p que garante ser,

1

m < 0,0005 ,

facilmente se chegando a p =4 . Com este nimero de termos obtém-se portanto,
S~1 +12°+13 + 1/4* =8923/6912 ,

com erro ndo superior a 0,0005 .

9.3 - Majoracao do resto de ordem p para as séries alternadas decrescentes

0
Considere-se a série )| (—1)”_1.an , com a, = ap-; =20 e Ilima,=0.Na
n=l

demonstragdo do teorema 10, que da a condicao necessaria e suficiente de convergéncia
deste tipo de séries, viu-se ja que,

| LY. @y + 1Yy + o+ (1) a0 | < apn
donde se tira, passando ao limite em n (com p fixo),
| LY. @y + LY Gy + . | < apr s

a expressao que figura no primeiro membro da desigualdade precedente € precisamente o
modulo do resto de ordem p da série, ou seja,

1S-S, | =| LY. @i + 1Y apa+ o | < api .

Esta majoracdo permite determinar o nimero de termos iniciais a somar para obter a
soma da série com um erro ndo superior aum &> 0 fixado previamente.

Por exemplo, para a série ) (— D" 1/n* , tem-se,
n=l1

1

S-S, | —
551 (p+1)°

e basta tomar p =31 termos para se ter S~ S3; com um erro nao superior a 0,001 .

E possivel porém, no caso das séries alternadas decrescentes, obter a mesma precisao
envolvendo nos calculos um menor niimero de termos que os normalmente exigidos pela
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majoracdo | S - S,| < a,+1 . Com efeito, representando por R, a soma da série resto

o0
da série Y. (—1)”_1. a, , (com a,2a,+;20 e lima,=0), ou seja,

n=1

Ry, = -1V ap + (LY apr+ (1Y% apes + ...,
tem-se sucessivamente,
R, =(-1Y. aps1 + Ryiy
(Rp-Rpe1) . (-1 = apny
1Y R+ (-1 Ryri = apr .
E dado que,
(-1 R, = ap1 - Apiz+ api3z - ... 20
(-I)pH.RpH = dpi2 - Api3 +Aprg - ... 20,
tem-se, |R,| =(-1¥.R, e |Rpu1|=(-17". Ry, 0u seja,
|Ry| + [ Rpes | = (1. Ry + (-1 Ryt = apea -
A partir daqui obtém-se,
128 -(Sp+Spr) | S [S- Sp | +1S-Spual =|Ry[ + [Rpri | = apir

ou seja,
S, + S
|S-%p+1’£%.al)+l .

Podemos pois concluir que,
S, + S,
2

~
~

3

com um erro nao superior a 5 a permitindo este resultado, para uma dada precisdao

p+l >

desejada, calcular o valor aproximado da soma da série envolvendo nos célculos um
menor nimero de termos que o exigido pela majoragdo | S-S, | < a1 .

Retomando o exemplo da série 3. (=1)""'.1/n? , para se ter,
n=l1

l~ap+l = l;z < 0,001,
2 2 (p+1)
basta tomar p =23 ; entdo tem-se,
Sy + Sy

S =~

9

2
com erro ndo superior a 0,001 .
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10. Exercicios

1 - Determine as somas das seguintes séries :

93 nln(n+2)

1 1 a2 1 ,
)nzo(znu)(zn +3) e)ngo n*+8n+7 ’Dnz:ln(nﬂ)(nﬂ)’

3)2(2332 3b) é(ml) )Z

4n © pn’-5n+2

h .
g)nzo(n 2_n+3)(n*+2n+3) )Zo n! ’
< 3n+4 . ~Gn+2) 1
)nzl n(n+1)( +2)’])nz—:o3 )nzl n(n+3)(n+6)
1
)nZl nnamy KN )nZl niD ik N

2 - Seja a um real positivo e admita-se que tem a seguinte representagio decimal
a=a,,aa,...a,....Sabe-se que q, ¢ 0 maior inteiro que ¢ menor ou igual ao real a ;
a, (0 £ a, £9) ¢ o maior inteiro que verifica a condicdo a,+a,/10<a;a,(0< a,<9)
¢ o maior inteiro que verifica a condi¢do a, + a,/10 + a,/ 10° < «a ; e assim
sucessivamente. E também sabido que o real a ¢ o supremo do conjunto S, de todos
oS racionais,

re=ao+ a/10+ a/10* + ... + a/10" (n=0,1, 2,...)

n

o0
a) Justifique que a série Y — ¢ convergente ¢ tem por soma a ;

n=0

b) Utilize o resultado da alinea anterior para achar a representagdo fraccionaria dos
seguintes racionais : x =0, 11111 ... ; y=0,010101 ... ; z=0,2212121 ... .

3 -Sendo Y a, = a(finito) , mostre que Y, (a, +a,,)=2a—a, .

n=l1 n=1

4 - Admitaque Y u,= 1 eque u, =(k/n).u,,, para n=1, 2, 3, .... Calcule
n=0

0
u, ¢ emseguida a soma da série >, n.u, .
n=0

S - Estude a convergéncia e calcule a soma das séries :

u
; b* a ,comu,=1¢€ u,=u, 1+ (n+1) .
o P08 T ),,Zl(u )+ 2) 1 1+ e+ 1)

6 - Sabendo que log2=> (-1)""'.1/n , mostre que,

n=1

| & 2+l
a)2log2= z—(2n—l) b) 1 —nZ::l( 1) —n(n+1) .
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7 - Utilize a condi¢do necessaria e suficiente de uma série (Condi¢do de Cauchy) para
estabelecer a convergéncia ou divergéncia das séries:

)Z )il; c)i(—l)“-l.
n n

n=1 n(n+1) n=1 n=1

8 - Determine, por comparagdo com séries de natureza conhecida, a convergéncia ou
divergéncia das seguintes séries:

a) i%ﬂ ; b) i sen (1/n%) ; ¢) i [sen (a +a/n)]”,com 0< a<m/2;

n=l1

cosn

d)zx/;+\/ﬁ g

9 - Demonstre as seguintes proposicdes :

a) Convergindo > a, e >, b, (as,b,>0), também converge a série >, ./a, b, ;
n=1 n=l1

n=1

b) Convergindo » a, (a,>0), lim na, nio pode ser positivo ;

n=l1

¢) Convergindo ) a, (a,>0), diverge > 1/a, ;
n=l1

n=l1

d) Convergindo Y a, (a,>0), também converge Y a’

n=1 n=l1

10 - Determine a natureza das seguintes séries :

© 1 °° © © n.2"
a) > T ,b)Zﬁ'c)Z(\/m V) Y =
n=l N n n=l AIn "+ n-+1 n=l1 n=l €
o (n!)? o w1000
e ; ) 2) ; h) ; ;
nzl n +2” gz P Z:l (2n)! Zl 1+ 3" Z 1,0001”

© 1.3.5.....2n+1)
k)z\/—%/}“_ Aln+2 )Zl 3.6.9.....3n+3)°
m $ O S iy g § i §

PR TONE Y TR T3
a(a+1)(0{+21--'(a+n—1); r)i(l+1/n+l/n2)2";
1 n n=1

J)i

n?

n+7

M

-
o0

" .e", com0< c<1;t) u, ,com u=1 e u,=
n=l n=l l’l+2

2 n+1
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y)i(n!)3,comaeN Z)Z [\/_+(1)]
n=l1 (an)' n=1 3

11 - Determine a natureza das seguintes séries :

2372

X n y+x' w b .
),,Zo[nﬂj (1_n+1] ’b)nzo(l J :

0% log(+1/m): a3 Y =V n i( 3n+2 1);
n=1 =1

n=1 2
1)2[108(1+1/”)]n;g)i:(%—l)n h i( j ;

il n+l/n
i)Y r".|sen (na)| ,com r>0; j) z "

n=l =1 (n+1/n)"

12 - Estude quanto a natureza a série 3. a”. (1 + b")™' nos seguintes casos:

n=l1

a)0<a<b;b)0<b<a<l ;e)l<b<a.

13 - Estude a convergéncia das seguintes séries :

1.3.5.....2n—1) (n!)’ .
)2[2.46 (2n)} ),121(1+14)(1+25) [+ nm+3)]°

n=l1
(n—=1!.n!
C)nzl(l-l-l )(1+2) (1+n)
0 _ 2

dalg +1.(@+)]a +2.(a +2)]-Ja + n-D(@+n-D]"

14 - Sejam a, , b, >0 para n >m e defina-se, também para n >m
b ., a

b n+l “n+l1

a,

0
Relativamente a série ), a, prove que :
n=1
a) Se existe >0 tal que ¢, >r para n >m, entdo a série ¢ convergente;
0
b)Se ¢, < 0 para n >2m e ) 1/b, diverge, entdo a série ¢ divergente ;
n=m

¢) Se existe » > 0 tal que para n >m ,

entdo a série converge ;

d) Se existe » > 0 tal que para n >m
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entdo a série diverge .
n
Sugestio : 1) Para resolver a) mostre que Y. a, < a, b,/ r e tire dai a conclusao
a=m

2) Para resolver c¢) e d) faca b,,; =n em a) e b) respectivamente

15 - Estude a convergéncia absoluta ou simples das seguintes séries :

 $ i 3 g 3 L0 3 O

nll’l+1

e) Z (—1)”_1.[1—003 (l/n)] i (1/n). [cos (nw)+sen (n72'/2)]

g1l +12-13-14+15+16-17-18+ ..

16* - Considere a série convergente 3. (-=1)""'.1/n eseja T arespectiva soma.

n=1
a) Construa a série que dela se obtém associando consecutivamente dois a dois os
seus termos ¢ verifique assim que,

1 .
= Z(Zn—l 2nj’

b) Construa por outro lado a série que resulta da inicial associando consecutivamente
quatro a quatro os seus termos e Veriﬁque assim que,

) SR s
4n -3 dn-2 4n-1 4n

¢) Mostre em seguida que,

1+13-12 +1Us+1U7T-14+ 19+ 111 -16+ ... =3T/2;

d) Dado que os termos da série da alinea c) sdo os da série original dispostos por
ordem diferente, a respectiva soma nao deveria ser 7 em vez de 37/ 2 ? Justifique.

o0
17% - Dada a série Y. a,,com a, >0, admita que para uma partigdo,
n=1

N=K uUK,uU ... UK,U ... , com K,"K,, = para p#m,
0
Existem finitos os valores b, = >’ a, .Prove que entdo se ) a, diverge, também,
nek n=1
P

o0
diverge > b, e conclua dai que se esta Gltima converge também converge a

p=1
primeira. Aproveite este resultado para mostrar que a série cujos termos sao todos os
nameros 1/m" ,com m,n=2,3,4, ..., dispostos por qualquer ordem é convergen-

te e tem por soma a unidade.
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18 - Admitindo as igualdades ,

2 4 2n-2
cosx =1——~— X iy X
2! 4! (2n - 2)!
3 5 (2]
Senx:x—x—_|_x__... ( )nl &
31 s @n-nl "

e utilizando a série produto de Cauchy prove que :

2
a) sen x . cos x :%(x) : b)sen’ x +cos*x =1; ¢)sen*x— cos’ x =cos (2 x).
19 - Sendo ,
n-1 2n-1 2n-2
X & b & X

E(x) = , Kx) = — e M) = _—,

) z‘l (n—1)! ) E’l 2n-1)! ) ,,Zzll 2n-2)!
prove que :

a) M(x) + Kx)=E(x) ; byM*(x) - K*(x)=1 ;

) Mix+y) =Mx). M(y) + K(x).K(») .

20 - Determine quantos termos iniciais devem ser considerados para calcular com
erro ndo superior a 0,01 a soma das séries :

0 n' © 1 n 1
a) Y — Z,,/Z;C)Z ;d)Z(l)1
n=17’l n=1 N n=1 [4+( 1) ] I’l
RESPOSTAS
1-a) MTJF% © b)3 ;)34 ; d)1/2 ; €)49/120 ; f)1/4 ; € 5/6; hy-e ;i) 52 ;
k
§) 27/242 ; K) 73/1080 ; 1) (1/k). 1/i ; m) kl—k .

2-a)x=1/9 , y=1/99 e z=73/330.

* ¢ asoma da série ék .

4-uy=e
5 - a) Divergente ; b) 7/9 .

- a) Convergente ; b) Divergente ; c¢) Convergente .

8 - a) Convergente ; b) Convergente ; ¢) Convergente ; d) Divergente ; a) Convergente .
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10 -

11 -

12 -

13 -

15 -

20 -

a) Convergente ; b) Convergente ; ¢) Divergente ; d) Convergente ; e) Divergente ;
f) Divergente ; g) Convergente ; h) Convergente ; i) Convergente ; j) Divergente ;
k) Convergente ; 1) Convergente ; m) Convergente ; n) Convergente ; 0) Convergente ;
p) Convergente ; ) Convergente ; r) Divergente ; s) Convergente ; t) Divergente ;
u) Convergente ; v) Divergente ; x) Convergente se ¢ <3, divergente se ¢ >3 ;
y) Convergente se a >3, divergente se a <3 ;z) Convergente ;

a) Convergente se x+y > 1, divergente se x +y <1 ; b) Divergente ; ¢) Divergente ;
d) Convergente ; e) Divergente ; f) Convergente ; g) Convergente ; h) Divergente ;
i) Convergente se 0 <r<1loua=kx (k€ Z),divergentese r >l ea+kn (ke Z);
j) Divergente .

a) Convergente ; b) Convergente ; ¢) Divergente .

a) Convergente se k>2, divergente se k<2 ; b)Convergente; c) Divergente ;
d) Convergente se o> 1, divergentese a<1.

a) Simplesmente convergente ; b) Simplesmente convergente ; ¢) Divergente .
d) Absolutamene convergente ; e) Absolutamente convergente ;
f) Simplesmente convergente ; g) Simplesmente convergente .

a)7; b)5; ¢)2 ; d)9 usando a aproximacdo S~ S,, 8 usando a aproxima-
S5 +8;
2 .

¢cdo S~
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CAPITULO V

SERIES DE POTENCIAS DE TERMOS REAIS

1. Estudo da Convergéncia

o0
Chama-se série de poténcias a uma série do tipo Y, a, (x —a)’ , em que x ¢ a sdo
n=l1

reais, a, ¢ o termo geral de uma sucessdo real e p, ¢ o termo geral de uma sucessao
estritamente crescente de nimeros inteiros ndo negativos . Quando seja p; = 0 , conven-
ciona-se por conveniéncia de notag¢do que o primeiro termo da série € a;, mesmo para
xX=a.

Uma série de poténcias ¢ absolutamente convergente para x = a , pois todos os seus
termos ficam nulos, pelo menos a partir do segundo. Vamos ver que quando convirja
para certo x; =a + r (r#0), a série € absolutamente convergente para todos os valores
de xe]a-|r|, a+|r|[.Comefeito, para x; =a +r o termo geral da série reduz-se

a a,.r’ e, em caso de convergéncia da série, tem-se lim a,.r’"= 0, donde resulta
que |a,.r?"| < 1 de certa ordem em diante, digamos para »n > n; . Tomando um

qualquerx € Ja-|r|, a+|r|[, tem-se|x—a|< | 7| e, portanto, 0< k=|x—a]/
|r|<1;para n>n; tem-se entdo,

‘x_a|l7n 1
la, . (x—a)’"|=]a,.r’|. ——< k" < k'™,

|r|Pn

>8]
e da convergéncia de Y k"' (série geométrica com 0 < k < 1) resulta a convergéncia
n=1
0
de Y |a, (x—a)’| (série de termos menores), sendo portanto absolutamente conver-

n=1

gente a série de poténcias.

Do que antecede resulta que se a série de poténcias converge para todos os x € R, a
convergéncia ¢ necessariamente absoluta, ndo pode ser simples.

O resultado antecedente permite ainda provar que se a série de poténcias converge para
xi=a+r (r#0)ediverge parax,=a+s com|s|>|r|,entdo existe um real 4> 0 tal

que a série é absolutamente convergente para x € |a-A4 , a+ A[ e divergente para
x< a-Ae para x > a+ A.Sendo vejamos :

a) O conjunto A dos reais positivos « tais que a série de poténcias ¢ absolutamente

convergente para todos os x €] a - @ , a+ a[ é um conjunto ndo vazio, pois pelo
menos | 7| € A . E trata-se de um conjunto majorado por | s | pois se certo a € 4

excedesse | s |, a série dada seria convergente para x,=a+s € |a-a , a+ af,
contrariamente a hipdtese admitida.
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b) Existe portanto o real 4 = Sup A > 0 e vamos mostrar que a série ¢ absolutamente
convergente para x € |a-A , a+ A[:

i) Dado um qualquerx € [a , a+ A[ tem-se 0 <x—a < A e por defini¢do de
supremo existe um ¢ € A talque 0< x—a < a< A; asérie ¢ entdo absoluta-
mente convergentepara x € [a , a+a|[ < |Ja-a, a+af;

ii) Sendo x e Ja-4, a[,tem-se ¥ =a+(a—x) € |a, a+ A etendo em conta o
resultado de 1) conclui-se que a série de poténcias ¢ absolutamente convergente
para x' =a+ (a —x) ; e como |a,.(x'-a)”"| = |a,.(x—a)?"| resulta que a série

também converge absolutamente para x € |a-4 , a|.

¢) A série diverge para x < a- A e para x > a+ A. De facto, se a série fosse conver-
gente para x =a + f com | f| > A, a série seria absolutamente convergente para

todosos x € |a-|B |, a+| B |[ eentdo ter-se-ia | B | € 4 e tal seria contrario ao
facto de ser A o supremo de 4 .

Sumariando as conclusdes precedentes, pode concluir-se que para uma série de poténcias
podem ocorrer as seguintes possibilidades :

1) Convergéncia absoluta apenas parax =a ;
2) Convergéncia absoluta para todos 0s x € | -0, 400 [ ;

3) Convergéncia absoluta para todos os x € Ja- A1 , a+ A[, com certo 1> 0 e diver-
génciapara x< a-A e para x > a+ 4.

No caso 3) a série de poténcias pode ainda ser absolutamente convergente nas
extremidades a £+ A do intervalo, sendo que se o for numa delas também o ¢ na outra

0 o0
porque as séries Y, a, A’ ¢ > a, (-A)"" corresponde a mesma série dos modulos.
n=l1 n=l1

Ainda no caso 3) , ndo havendo convergéncia absoluta nas extremidades do intervalo,
pode haver convergéncia simples numa delas ou em ambas.

Representando por I e Iy respectivamente os intervalos dos valores de x que tornam a

série de poténcias convergente e absolutamente convergente , tém-se as seguintes possi-
bilidades :

Casol:/=Il=[a,a];

Caso2:/=1y=]-0,+0[;

Caso 3 : Ha cinco possibilidades: I=Iy=]a-A, a+A[; I=lhy=[a-A, a+A];
Lh=la-A,a+Alcl=[a-1,a+A[;
I=]la-21,a+A[cI=]a-2,a+2];
h=]la-A,a+A[cl=[a-1,a+1];
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Na pratica o estudo da convergéncia das séries de poténcias faz-se sem grande
dificuldade aplicando a série dos modulos o critério de Cauchy ou de D’Alembert ,
complementados eventualmente com outros critérios para estudar a série nas extremida-
des do intervalo de convergéncia , como se ilustra nos exemplos seguintes :

o0
1) Paraaséric > n".(x—1)"" | tem-se,

n=1
0 x=1
lim N n". x=1"" = |x-1|.limn = ’ ,
k-] | | {+oo, x#1

e portanto a série apenas converge para x=1: I=Iy=[a, a]
2n

2) Dada a série > (-1)" - al

n=1

, tem-se,

’.X|2n+2 / (n+1) ~
|x*" / n

podendo portanto concluir-se que : a) Para x € [y = ] -1, 1| , a série é absolutamente

lim

n
|x|?. lim — = |x|%
+1

convergente ; b) Para x € | -oo,-1[ U] 1,+00][, a série diverge ; ¢) Para x=-1 ¢

o8]
x = 1, obtém-se em ambos os casos a série simplesmente convergente » (-1)".1/n ,
n=l1

sendo portanto /= [-1, 1] o intervalo de convergéncia da série.

2. Exercicios

1 - Estude a convergéncia das seguintes séries de poténcias de termos reais:

2 (=D (4D, A X e e
)n§12.4.6.-~.(2n) g ’b);Eo 2n +1)! ’c)ngo(l) 2n+1 "’
© _ n © n o 2n
oy oD g5 O gy BXEDT
n=1 3" + 1 n=1 a n=1 n° +1
o 0 ©  pl " > 2x-1)"
g) nzzll [log (1 " l/n)] - ’ h) nz—:l (27’1)' ’ l) nZ=:1 n ’

n

© 3n + 4 . £ (a" b))
bz n(n+1)(n+2)'(x_2) > m 2 (n " ]'x (a.5>0).

[ee]
2 - Prove que a série Y (a, —a,,;).x" ,com a, > ay e lim a, = a finito, é

n=0

absolutamente convergente pelo menos no intervalo [ -1, 1] .
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o n+1

3 - Determine a de forma que a série Y

n=1

- x" seja convergente em x = -3 e

divergente em x =3 .

4 - Sendo @ um parametro real , determine o intervalo de convergéncia da série real de

n

0
poténcias Y, ———
P

5% - Estude a convergéncia das seguintes séries de poténcias de termos reais:

o a(a-1)--(a-n+2)

a) 1+ )

X" (coma#0,1,2,..);

n=2 (I’l—l)'
by 1+ i a(@+l)-(a+n=2) PP+D--(f+n=2)
= (n—1)! y(r+1)-+(y +n-2) ’

(com a,f,y#0,-1,-2,...).

RESPOSTAS

1 - a) Absolutamente convergente em ]-2,2 [ ; b) Absolutamente convergente em R ;

¢) Absolutamente convergente em | -1, 1[ , simplesmente convergente em x =-1,1;

d) Absolutamente convergente em |-2,4 [ ;

e) Absolutamente convergenteem |-a-|al ,-a+|a||[ ;

f) Absolutamente convergente em [ -2/5, 0] ;

g) Absolutamente convergente em |-1,1[ ,simplesmente convergente em x =-1 ;

h) Absolutamente convergente em R ;

i) Absolutamente convergente em |0, 1 [ , simplesmente convergente em x =0 ;

j) Absolutamente convergente em | 1/e, e[ , simplesmente convergente em x = 1/e;

k) Absolutamente convergente em | -1,3 [ ;1) Absolutamente convergenteem [ 1, 3] ;

m) Com a > b , absolutamente convergente em | -1/a , 1/a [ e simplesmente convergente
em x =-1/a ; com a < b , absolutamente convergente em | -1/b ,1/b [ e simplesmente
convergente em x =-1/b .

3-1/3.

4 - Se |a|<1,aséric é absolutamente convergente em |-1,1[ ;se|a|>1, a série é
absolutamente convergente em | -a°, a’[ .

5 -a) Se a> 0, a série é absolutamente convergente em [ -1, 1] ;se -l< a< 0, a série é
absolutamente convergente em | -1, 1[ e simplesmente convergente em x=1; se &
< -1, a série ¢é absolutamente convergente em | -1, 1[;
b) Se y> a+/3, a série é absolutamente convergente em [ -1, 1] ;se a+ f- 1<y < a+ S,
a série ¢ absolutamente convergente em | -1, 1| e simplesmente convergente em x =-1;
y <a+ f -1, asérie é absolutamente convergenteem | -1, 1[ .
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CAPITULO VI

FUNCOES REAIS DE VARIAVEL REAL. LIMITES E
CONTINUIDADE

1. Introducio

Dado um qualquer conjunto 4 — R, se por um certo processo se faz corresponder a cada
x €A umeumsd y=flx) € R, diz-se que se definiu uma fun¢do f de 4 < Rem R
(simbolicamente, f: 4 c R — R ) ou, como também se diz,uma fung¢do real de varid-
vel real com dominio no conjunto 4 . Ao conjunto f (4) dos valores y que
correspondem a pelo menos um x € 4 chama-se contradominio da fungao:

fA)={y : dxedtal que y=f(x)}.

A letra x (ou qualquer outra) que representa o elemento genérico do dominio 4 da
funcdo , chama-se varidavel independente ; por seu lado, a letra y (ou qualquer outra)
que representa o elemento de f(4) que a fungdo faz corresponder a um valor genérico do
dominio, ¢ designada por varidvel dependente ( no sentido de que o valor por ela assumi-
do depende do valor dado a variavel independente x).

Quando se escreve, y = f'(x) com dominio em 4 , quer-se significar abreviadamente que
estamos em presenga de uma funcdo f: 4 c R —> R queacada x € 4 associay = f(x).
E mesmo frequente usar a expressio ainda mais abreviada “funcdo f (x) , com dominio
em A 7 ou mesmo apenas “ funcdo f (x) ” sempre que a referéncia ao dominio seja
dispen-savel por poder o mesmo ser subentendido.

Como ¢ sabido, o calculo dos valores f(x) que a fungdo faz corresponder a cada x € 4
faz-se normalmente (mas nem sempre) utilizando uma expressao analitica (ou, menos
frequentemente, utilizando diversas expressdes analiticas validas cada uma delas numa
parte do dominio). Quando os valores f (x) sdo calculados mediante utilizagdo de uma
expressdo analitica e ndo se explicita o dominio da funcdo, subentende-se que o0 mesmo
coincide com o conjunto de valores de x para os quais as operagdes envolvidas na
expressdo analitica t€ém significado no campo real . Assim, por exemplo, quando nos

referimos a fungdo y =,/x ou f(x) =, x , estamos de modo abreviado a pensar na

fungdo f: A=[0,+o[ > R queacada x>0 faz corresponder o nimero y :\/? .

Em vez da representagdo analitica de uma fungao usa-se muitas vezes, por ser sugestiva,
a sua representacdo grafica; esta obtém-se no plano, fixando um referencial cartesiano e

representando os pontos de coordenadas [ x, f(x)] para todos os x € 4.

Dada a fun¢do f(x), com dominio em A, considere-se um subconjunto Bc 4.0

conjunto f(B)={y : I3x e B:y=f(x)} éaimagem ou transformado do conjunto B,
dado pela fun¢do ; assim, o contradominio f (4) ndo ¢ mais que o transformado ou
imagem do dominio da funcdo. Caso o conjunto f(B) seja majorado, diz-se que a fungdo
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f(x) € majorada no conjunto B ; e a A = Sup f(B) = Sup f(x) chama-se supremo da fun-

xeB
¢do no conjunto B. Caso o conjunto f(B) seja minorado, diz-se que a fun¢ao f (x) € mino-
rada no conjunto B; a y = Inf f(B) =Inf f(x) chama-se infimo da fun¢do no conjunto

xeB

B.
Quando f (x) seja majorada e minorada em B , diz-se limitada nesse conjunto existindo
entdo finitos , A = Sup f(x) e u =Inf f(x) .

xeB xeB

A fungdo f(x) , com dominio em 4 , diz-se injectiva se € sO se,
V xix"ed ,x'#2x" = fx)£f(x"),

ou seja, se e so se a valores distintos do dominio correspondem valores do contradominio
também distintos. Neste caso f (x) admite fiun¢do inversa que é a fungdo f~'(y) que a
cada y € f(A4) faz corresponder o x € 4 Unico tal que y=f(x).

Pode porém acontecer que, embora f (x) ndo seja injectiva no seu dominio 4 , o seja em
certo B — A . Nesse caso, a funcdo, embora ndo invertivel quando considerada definida
em todo o seu dominio, pode inverter-se se apenas se considerar definida nessa parte B
do dominio onde ¢ injectiva. Assim, por exemplo :

~ 2 ;. ~ . . ~
a) A fungdo y = x” , com dominio em R , ndo admite inversa; no entanto, a fungdo pode
inverter-se em qualquer dos intervalos [0 , +o [ ou ] -c0, 0] , obtendo-se como
inversas nesses intervalos, respectivamente, x=+,/y € x=—./y .

b) A funcdo y =sen x,com dominio em R, n3o tem inversa (por ndo ser injectiva
no seu dominio); no entanto, a fun¢do pode inverter-se por exemploem B=[-7/2, x
/2] , obtendo-se como inversa x = arc seny (com-7/2< arcseny < z/2).

Seja y = g (x) uma fungdo real de variavel real com dominio 4 e z = f(y) uma outra
funcdo real de variavel real com dominio B . Vamos ver em que condi¢des € como se
define a fun¢do composta de f com g, fungdo composta que como se sabe se representa
usualmente por fo g:

1°Caso: Se B=g(4),a todoox € A corresponde y =g (x) € g (4) = B e, por sua
vez,acada y=g (x) € g (4) = B a fungdo f faz corresponder z=[ fo g|l(x)=f[ g (*)] .
A fungdo composta tem assim como dominio o conjunto 4, que ¢ igualmente o dominio
da funcdo g (x) .

2° Caso : Caso seja B#g(4) e Bng(4)#3, considere-se o conjunto 4o 4 de
todos 0os x € A que fazem y =g (x) € B . Restringindo a definicio de g (x) a Ay eade
f()a g(A4y), com as fungdes assim restringidas estamos no primeiro caso € podemos

entdo definir a fun¢do composta z=[ fo g] (x) =f[ g (x)] , para todo 0 x € Ay . Neste
caso a funcdo composta tem dominio ndo em todo o 4 mas apenas em Ap = 4 .

3° Caso : Caso seja B#g(4) e BN g(4)=, acomposi¢ao ¢ impossivel.
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Vejamos exemplos de composicdo de funcdes para cada um dos dois casos possiveis
referidos anteriormente:

1) Sendo y =g (x) =x* com dominio em A4 = |-c0,+od e z=f(y) :\/7 com dominio

em B=g(4)=[0,+o][ ,afungio composta z=[fog] () =f[ gx)] =/ x* = | x|
tem dominio em A =]-o0, +oo[ .

2) Sendo y=g (x)=x" com dominio em A =]-c0, +0[ ¢ z=£(y) :\/7 com dominio

em B=g(4)=[0,+o[ ,afungdo composta z=[fog] (x)=f][ gx)] = \/? tem

dominio em A4y=[0,+co[ (pois s parax >0, o valory= x> pertence ao dominio da
fungdo ).

Como a composicdo de f com g, quando estas fungdes se encontrem no segundo caso,
se pode reduzir sempre ao 1° caso, por restricdo adequada das fungdes envolvidas a
dominios convenientes, os resultados tedricos que envolvem fung¢des compostas sao por
vezes enunciados no pressuposto de o dominio da funcdo f coincidir com o contrado-
minio da fun¢do intermédia g, ou seja, B = g (4) , sendo depois adaptados ao caso em
que seja B#g(4) e B g(A4)# < .Em particular, se a verificagdo de determinadas
hipoteses por parte de f'e g implicar uma certa tese relativamente a o g, no pressuposto
de ser B=g (4), o mesmo resultado ¢ valido para a funcdo composta no caso de ser
B#g(A) e Bng(4)# O desde que as mesmas hipdteses sejam verificadas pelas
restricoes de g e [, respectivamente , aos conjuntos 4y ¢ g (4p) em que A4y designa o
conjunto de todos os x € 4 que fazem y=g(x) € B.

Para terminar esta rapida revisdo dos conceitos basicos sobre fungdes reais de variavel
real, falta rever a definicdo de funcao crescente e decrescente. Sendo f (x) uma funcao
real de variavel real com dominio 4 e sendo Bc 4 :
a) A funcdo diz-se crescente em sentido lato se e s0 se,
Vx',x”eB , x'<x”"= fx)< f(x");
diz-se crescente em sentido estrito se € sO se,
Vx',x"eB , x'<x"= fx)< f(x");
b) A fungdo diz-se decrescente em sentido lato se € s6 se,
Vx',x"eB , x'<x”"= fx)=f(x");
diz-se decrescente em sentido estrito se e sO se,

Vx',x"eB , x'<x"= fx’)>fx").
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As fungdes crescentes ou decrescentes recebem a designagao genérica de fungoes
monotonas (em sentido lato ou em sentido estrito).

2. Definicao de limite de uma funcao num ponto

Considere-se a fun¢do f (x) com dominio em A e seja @ um ponto de acumulagdo de 4
(ponto de acumulagdo proprio ou improprio, pertencente ou nio ao conjunto). E ja
conhecida do leitor a defini¢do de Heine de limite de f'(x) quando x tende para a, ou mais
simplesmente limite de f'(x) no ponto a :

lim f(x)=b ©Vx,€d ,x,#a A limx,=a = limf(x,)=b,

xX—a

podendo nesta definicdo b ser real , +o0 ou -co (talcomoa).

Embora esta defini¢do seja suficiente para uma abordagem elementar da teoria dos
limites das fungdes reais de variavel real, nomeadamente permitindo uma demonstragao
muito simples das regras mais usuais do calculo de limites, em matérias mais avangadas
¢ por vezes conveniente utilizar uma outra defini¢ao alternativa (equivalente a de Heine).
Trata-se da defini¢do de Cauchy :

lim f(x)=b & V56>0,3e=¢6(5) > 0: xeV(a)n[A4-{a}] = f(x) eVsb),

X—a

podendo nesta definicdo b ser real , +o0 ou -co (talcomoa).
No teorema seguinte estabelece-se a equivaléncia entre ambas as defini¢des:

Teorema 1 : As duas defini¢oes de limite, segundo Heine e segundo Cauchy, sdo
equivalentes

Demonstracdo : a) Supondo que [lim f(x) =b segundo Cauchy, considere-se uma

xX—a
qualquer sucessdo x,, de termos pertencentes ao dominio A4 da fungao, tal que x, # a e
lim x, = a . Fixado um qualquer 6> 0 , determine-se o correspondente &> 0 com o qual
se verifica a condi¢do que traduz a defini¢do de Cauchy. Com esse ¢, determine-se a
ordem a partir da qual x, €V, (a) ; a partir dessa ordem tem-se x, €V (a) N[ 4 - {a}]
o que implica ser f(x,) €Vs(b), ficando assim provado que /im f(x,) = b. Em conclu-

sdo: tem-se [im f(x) =b segundo Heine.
xX—a

b) Supondo agora que lim f(x) =b segundo Heine, admitamos por absurdo que tal
xX—>a

ndo sucedia segundo a defini¢do de Cauchy. Existiria entdo um particular 6 > 0 para o
qual , com qualquer ¢> 0, sempre se encontrariaum x. € Vy(a) N[ 4 - {a}] tal que
f(x;) € Vs(b). Tomando &, =1/n, para n=1,2,.., existiriam numeros reais
X, €Vyp(a) N[ A - {a}] tais que f(x,) ¢ Vs(b) . Claro que os x, pertenceriam a 4 ,
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seriam distintos de a e lim x, = a ; no entanto, como f(x, ) ¢ Vs(b) para todo o n , ndo

seria lim f(x,) = b, contrariamente a hipotese de ser /im f(x) = b segundo Heine .
xX—>a

3 - Condicio necessaria e suficiente para existéncia de limite finito

Pode demonstrar-se com facilidade uma condi¢do necessaria e suficiente para existéncia
de limite finito de uma fun¢@o num ponto. Trata-se de uma condi¢do semelhante a con-
dicao necessaria e suficiente de convergéncia de uma sucessao (condi¢ao de Cauchy) .

Teorema 2 : Sendo f (x) uma fung¢do com dominio em A e a um ponto de acumulagdo de

A , a condi¢do necessaria suficiente para que exista finito lim f(x) (com a finito, +oo
xX—>a

ou -o0) é que,

V550,3e=e(0)>0:x/x"eVia)nA-{a)) =] &) —f(x")| <5

Demonstracdo : a) A condi¢do ¢ necessaria. Sendo /im f(x) = b (finito) entdo, de

xX—>a

acordo com a defini¢ao de Cauchy,
V6>0,3e=¢(0)>0:xeVi(a)nA-{a})=]| fx)-b|<dR2.
Tomando entdo quaisquer valores x’, x” € V.(a) N (4 - {a}) tem-se,
| f&D) =& < [fG)-bl+[b-f(x")<62+52=0,
verificando-se portanto a condi¢ao do enunciado,

b) A condi¢do ¢ suficiente. Suponha-se verificada a condi¢do do enunciado. Considere-
se uma qualquer sucessao de termos x, € 4 , tal que x,# a e limx,=a .Dado um 6>
0, considere-se o correspondente £ = &£ (J ) cuja existéncia ¢ assegurada pela condi¢do
do enunciado (supostamente verificada). De certa ordem 7,5 em diante, tem-se x, € V.
(a) e, portanto, tomados n > m > nys , tem-se x,, X, € Vo(a) N (4 - {a}), o que
implica | fix,) —f (xm)| < 0 (pela condi¢ao do enunciado). Mas tal traduz precisamente a
convergéncia da sucessdo f (x, ). Seja b = lim f (x, ) (finito) e vejamos que para qualquer
outra sucessao x,’, nas condi¢gdes de x,, também se tem b = lim f(x,”) o que, de acordo

com a definicdo de Heine , mostrard que /im f(x) = b (finito) : para qualquer
xX—>a

outra sucessdo x,”, nas mesmas condigdes que Xx,, existird b’=/lim f(x,”) ; € como x,
, X,  pertencem a V.(a) N (4 - {a}), a partir de certa ordem, tem-se | /' (x,) - f(x,") | <
o donde resulta, passando ao limite, que | b - b”| < ¢'; devido a arbitrariedade de o, tem-
se b=>b", 0 que completa a demonstragao.

4 — Sublimites . Limites laterais
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Dada a fung@o f'(x) com dominioem 4 c R, seja B 4 e a um ponto de acumulagdo
(real , 400 ou -0) do dominio 4 e também do conjunto B . Representando por f(x)a

restricdo de f (x) ao conjunto B , caso exista [im f(x), a esse limite chama-se
xX—>a

sublimite da fungcdo em a relativo ao conjunto B . Também se usa o simbolo /im f(x)
X—>a
xeB

para representar o sublimite da fun¢do em a relativo ao conjunto B

Casos particulares de sublimites sao os chamados limites laterais. O limite lateral direito
¢ o sublimite que se obtém (caso exista) com B=D =4 N[ a, +oo[; o limite lateral

esquerdo € o sublimite que se obtém (caso exista) com B=E=]-c0,a ] N A.

Os limites laterais tém simbologia especifica :
f@+0)=1Ilim f(x)= lim f(x) =1lim fp(x),
x—=>a+0 x—=at x—a
no caso do limite lateral direito ; e para o limite lateral esquerdo,
f@=-0)=1Ilim f(x)= lim f(x) =Ilim f;(x).
x—>a-0 Y—a~ X—a

Note-se que uma funcao pode nao ter limites laterais num ponto, mas admitir sublimites
nesse ponto relativamente a outros subconjuntos do dominio, como ¢ o caso da funcao,

1 , se x é racional
S =

para a qual ndo existem por exemplo os limites laterais,

roo. . b
0 , se x ¢ irracional

lim f(x) e Ilim f(x),

x—0T x—0

existindo no entanto os sublimites em x =0 relativos aos conjuntos Q e R — Q (o pri-
meiro igual a 1 e o segundo igual a 0) .

Conclui-se sem dificuldade que caso exista /im f(x) , com esse limite coincidem todos

xX—>a

os sublimites de f(x) em x = a , porque com B < 4 , a condi¢do que define segundo
Cauchy o limite,

V6>0,de=¢(0)>0: xeV(a)n[A4-{a}] = f(x) eVs(b),
implica a condi¢ao que define segundo Cauchy o sublimite relativo ao conjunto B,
Vé>0,de=¢(0)>0: xeVe(a)N[B-{a}] = f(x) eVs(d).

Daqui resulta que existindo em x =a sublimites distintos para a fun¢@o esta ndo pode
ter limite no referido ponto.

O teorema seguinte tem utilidade pratica na determinacdo dos possiveis sublimites de
uma funcao num ponto.
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Teorema 3 : Dada a fungdo f (x) com dominio em A , sendo a um ponto de acumulagdo
de A (com a finito, +c0 ou -o0) e sendo By, B>, ..., Bx conjuntos em numero finito, dois
a dois disjuntos, tais que By U B; U ... U By = A, admita-se que a é ponto de
acumula-¢do de cada um dos B; e que existem os sublimites A; da fun¢do em x = a
relativos a cada um dos referidos B;. Nessas condigoes nenhum A distinto de todos os
A; pode ser sublimite da fung¢do em x = a

Demonstragdo : Seja A distinto de todos os 4; . Nessas condi¢des € possivel fixar 5> 0
suficientemente pequeno de forma que a vizinhanga V s(A) ndo tenha pontos em comum

com nenhuma das vizinhangas Vs(4;) , j=1,2,..., k . Como cada /; é por hipotese
sublimite de f(x) em x = a relativamente ao respectivo B; , existem valores &; > 0 tais
que,

xeV, @ n[B-{a}] = f&) e Voh) (j=1.2..... k).

Com & =Min{& ,&, ...,& } >0 tem-se entdo, por ser BijU B, U ... UB, =4,

¥ eV LA ] = € U Volh) = 1) & Valh).

Pode agora ver-se com facilidade que 4 ndo pode ser sublimite de f(x) em x = a rela-
tivo a certo conjunto B < A de que a seja ponto de acumulagdo . Se o fosse, para o
0> 0 fixado acima — como para qualquer outro — existiria um &* positivo tal que

xeVa(@)n[B-{a}] = f(x) € Vs(A),

e entdo para os valores x € B - {a} pertencentes a mais estreita das vizinhangas V.(a) e
V .+ (a) — e tais valores existem por ser a ponto de acumulagdo de B — ter-se-ia simulta-
neamente f(x) ¢ Vs(4) e f(x) € Vs(A) o que € manifestamente absurdo

O teorema precedente ndo ¢ valido se os conjuntos B; envolvidos forem em niimero
infinito, falhando a demonstracdo neste caso porque entdo nada garante que seja

Min{ée , &, ..., &, ...} >0 e tal & essencial para a validade do argumento apresentado.

Se , nas condigdes do teorema precedente os A; forem todos iguais , ou seja, se tivermos
M =4 = .. = A& =u tem-se que para cada >0 existem &;>0 tais que,

xeV, (@ N[Bi-{a}]= f(x) e Vs(u) (j=1,2,.... k).

Com & =Min{& ,&, ...,& } >0 tem-se entdo, por ser BjU B, U ... UB, =4,

x eVi(@) N [4-{a}] = f&) e Vs(u) .

Daqui se tiraque /im f(x) = u.Pode pois enunciar-se o seguinte
xX—>a
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Teorema 4 : Dada a fun¢do f(x) com dominio em A, sendo a um ponto de acumulagdo
de A (com a finito, +c0 ou -o0) e sendo By, Bz, ..., Bx conjuntos em numero finito, dois
a dois disjuntos, tais que By U B; U ... U By = A, admita-se que a é ponto de
acumula-¢do de cada um dos B; , que existem os sublimites A; da fun¢do em x = a
relativos a cada um dos referidos B; e que tais sublimites sdo todos iguais a certo i .

Nessas condigoes lim f(x) =u
xX—>a

Refira-se que tal como no caso do teorema 3, o teorema precedente ndo ¢ valido se os
conjuntos B; envolvidos forem em niimero infinito, falhando a demonstra¢do neste caso

porque entdo nada garante que seja Min {¢ , &, ..., &, ...} >0 e tal é essencial para
a validade do argumento apresentado.

Do teorema 4 e das consideragdes que precedem o teorema 3 resulta imediatamente o
seguinte,

Teorema 5 : Dada a fungdo [ (x) com dominio em A , sendo a (finito) um ponto de

acumulagdo de A e bem assim dos conjuntos D=AN[a,+o| ¢ E=]-c0,a] N4

a condi¢do necessaria e suficiente para que exista lim f(x) é que sejam iguais os
xX—>a

limites laterais f (a+0) e f (a—0) , tendo-se entdo que

lim f(x)=f(a+0) = f (a-0)

—>a

No caso especial das fun¢des mondtonas, tem-se ainda o seguinte teorema de frequente
aplicacao:

Teorema 6 : Seja f(x) com dominio em A e considere-se a ponto de acumulagdo, pro-
prio ou improprio, de A. Entdo:

a) Sendo a finito : 1) Se a é ponto de acumulagio de D = a ,+0o[ N A e [ ¢
mondtona em certo By =] a,a+ 0] N A, entdo existe f(a+0) ;2)Se a éponto de
acumulagdo de E=]-c0,a| N A e f é mondtona em certo By =|a-6 ,a[ N4,
entdo existe f (a—0);

b) Sendo a = +oo, se [ é mondtona em certo By =] 1/0 ,+co[ N A, entdo existe

lim f{x);

x>+

¢) Sendo a= -0, se [ é mondtona em certo By = | -0 ,-1/0[ N A, entdo existe

lim f{x)

x—>—00

Demonstracdo : Vamos fazer a demonstracdo apenas para o caso al) na hipdtese em que
f € mondtona crescente. Nos restantes casos a argumentacdo ¢ semelhante, pelo que se
deixam como exercicio
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Seja u o infimo de f{x) em By e vejamos que se tem = f (a + 0) . Tratemos em
separado cada um dos dois casos possiveis, x finito ou y =-o0.

Se u for finito, dado um qualquer 6> 0, existe um xs € By tal que f(xs) <u+ 9,
caso contrario 4 + 0 seria um minorante de f em By maior que o respectivo infimo;
fazendo, £(0) = x5 - a , tem-se,

xe[Vesy(@-{a}]nD => xela,ate(6)[nD =

= a<x<a+é&(0) AhxeD = a<x< xs Ax € Byp=

= p < fx) £ flxs)<pu+ o= f(x) e Vsu),

devido a monotonia crescente de fem By ; assim se conclui, usando a defini¢ao de
Cauchy,que u = lim  f(x).

x—>a+0
Se for u=-00,dado um qualquer 6 >0, existe um xs€ By tal que f(xs) <-1/0 ;

um argumento semelhante ao usado anteriormente levaa que lim  f(x)=-co .
x—>a+0

5 - Regras de calculo de limites de funcoes

A definicdo de limite segundo Heine permite com facilidade transferir para o célculo de
limites das fungdes reais de variavel real todas as regras relativas ao calculo de limites de
sucessoes reais, com as mesmas convengoes e casos de indeterminagao.

A titulo de exemplo vamos apenas apresentar as regras referentes ao limite do quociente
de fungoes, da exponencial de base natural e da fungdo logaritimica de base natural, o
que podera servir de modelo para o leitor justificar por si a validade das demais regras de
calculo :

a) Limite do quociente - Dadas as funcdes f'(x) e g (x), seja a um ponto de acumulagdo
dos respectivos dominios e admita-se que existem os limites

O=Ilim f(x) e pu=Ilim g(x) .

xX—a xX—a

Considere-se a funcdo /(x) =f(x) /g (x) , cujo dominio ¢ formado pelos pontos comuns
aos dominios de f(x) e g (x) que ndo anulem o denominador, ¢ admita-se que a ¢
ponto de acumulagdao do dominio de /4 (x). Entdo, dada uma qualquer sucessao de termos
x, pertencentes ao dominio de /4 (x), tal que x, #a e limx,=a,tem-se, limf(x,)= 6
e

lim g (x, ) = 1 (definicdo de limite segundo Heine) ; serd portanto, pela regra do limite
do quociente de sucessdes,
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limh (x,) = lim S x) = 0/u,
g(x,)

com as convengoes seguintes:
0/x0) =0, (£oo)/uu=too (ureal positivo) , (£oo)/u= F oo (u real negativo) ,

e casos de indeterminagdo : 0/0 , (£oo)/(+o0) e (£0)/0 . Ter-se-a entdo, pela definicao de
limite segundo Heine,

lim f(x)
limh(x) = lim EACI O/y = =24
> x>a &(X) lim g(x)

com as convengdes e casos de indeterminagdo supramencionados.

b) Limite da exponencial de base natural - Dada a funcdo f (x), seja ¢ um ponto de

acumulacdo do respectivo dominio e admita-se que existe o limite 8 =/im f(x) .
xX—>a

Considere-se a fungio h(x)= e/, cujo dominio coincide com o de f'(x) . Entdo,
dada uma qualquer sucessao de termos x, pertencentes ao dominio de % (x), tal que x, #
a e limx,=a,tem-se, limf(x,)=6 (definicdo de limite segundo Heine) ; serad
portanto, lim h(x,) = lim /) = €’ com as convengdes seguintes: €' =+x ¢ e

= 0 . Tem--se portanto (definicdo de limite segundo Heine) /im /™ = e’ | com as
xX—a

convengdes referidas.

¢) Limite da funcio logaritmica de base natural - Dada a fun¢do f(x), seja @ um ponto

de acumulagdo do respectivo dominio e admita-se que existe o limite & =/im f(x) .
xX—>a

Considere-se a funcdo A(x) = log f(x), cujo dominio ¢ formado pelo pontos do domi-
nio de f(x) que fazem f'(x) > 0, e admita-se que a ¢ ponto de acumulacdo do domi-
nio de A(x). Entdo, dada uma qualquer sucessdo de termos x, pertencentes ao dominio
de A(x), tal que x, #a e limx,=a,tem-se, lim f(x,)= 60> 0 (defini¢do de limite
segundo Heine) ; serd portanto, lim h(x,) = lim log f (x,) = log @, com as convengdes

seguintes: log (o) =+ ¢ log 0 = -0 . Tem--se portanto (defini¢do de limite
segundo Heine) /im log f(x) = log @ , com as convengdes referidas.
xX—>a

Também as féormulas de Bernoulli estudadas no ambito do calculo de limites de
sucessoes se adaptam com facilidade, de modo a poderem ser utilizadas no
levantamento de indeterminagdes que surjam no cdlculo de limites de funcdes
que envolvam

exponenciais e logaritmos. Assim, sendo u# = u(x) uma fun¢cdo com dominio em A4 e

sendo a um ponto de acumulagdo deste conjunto, admita-se que /im u(x) =0 . Tem-se,
X—>a
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e" =1+u(x)+

e pode ver-se sem dificuldade que, /im u(x)=0 = lim &, [u(x)] = 1. De facto,

xX—a xX—>a

sendo /im u(x) =0, se considerarmos uma qualquer sucessdo x, de valores do
xX—>a

dominio de u (x), tal que x,#a e limx,=a,tem-se, limu(x,)= 0 (definicdo de
limite segundo Heine) e, portanto, lim &, [u (x, )] = 1 (m fixo); entdo , novamente pela

defini¢do de limite segundo Heine, conclui-se que lim &, [u (x)] =1.
xX—>a

Argumentos semelhantes permitem adaptar as trés outras formulas de Bernoulli
estudadas :

log [ 1+ u()] =u()- [u@)]*. Auw] ,

com [imu(x)=0 = lim /?,[u(x)]=1/2;também,

xX—>a xX—>a

log [1+ u()] =u(x). n[ux)] ,

com [imu(x)=0 = lim n[u(x)] =1 ; e finalmente,
xX—>a xX—>a

[1+ u(x)]* =1+u). a.[ux)] ,

com limu(x)=0 = lim {[u(x)] =1.

xX—a

A utilizagdo préatica destas formulas no calculo de limites de fun¢des faz-se nos mesmos
termos que no céalculo dos limites de sucessdes. Assim, por exemplo,

1/x
-1 1+ (1 Eo—-1
lim ¢ = lim +(1/x).¢, = Jim i:0.
vot+o X.log (L+1/x) oo X. (1/x). 1 vtw X 17

6 - Limites das funcoes trigconométricas e suas inversas

Os limites das fungdes trigonométricas obtém-se com grande facilidade a partir dos
resultados propostos para demonstracdo nos exercicios 17 e 18 do texto sobre successodes
reais . Assim,

a) limu(x) = b (finito) = lim sen[u(x)] = sen b . Com efeito, sendo /im u(x)=b
x—a x—a xX—a

(finito), se considerarmos uma qualquer sucessdo x, de valores do dominio de wu(x),
tal que x,#a e limx,=a,tem-se, lim u(x,)= b (defini¢do de limite segundo
Heine) e, portanto, de acordo com o resultado da alinea c¢) do supracitado exercicio 17,
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serd lim sen [ u(x,)] = sen b ; entdo, novamente pela definigdo de limite segundo Heine,

pode concluir-se que /im sen[u(x)] = sen b.
XxX—>a

Do mesmo modo, com argumenta¢do semelhante baseada agora na alinea d) do mesmo
exercicio,

b) lim u(x) =b (finito) = lim cos[u(x)] =cosb.

X—>a xX—>a

E ainda, também com argumenta¢ao semelhante baseada agora na alinea ¢) do mesmo
exercicio,

¢) lim u(x) =b [finito, diferente de (2k+1)7/2] = lim tg[u(x)] =tgh.

xX—>a xX—>a

Relativamente a tangente, refira-se ainda que no caso de ser b = (2k+1)7 /2 a existéncia
ou ndo de limite para #g[ u(x)] depende do modo como u(x) tende para b = 2k+1)7 /2
quando x tende para a : se tende por valores menores que b , o limite da tangente ¢ +co,
se tende por valores maiores que b, o limite da tangente ¢ -co0, ndo existindo limite fora
destes casos; estas conclusdes obtém-se de imediato exprimindo a tangente em termos do
seno e do coseno e estudando o comportamento destas duas fungdes quando u(x) tende
para b dos diversos modos possiveis.

Com base no resultado constante do supracitado exercicio 18, conclui-se ainda de
imediato (mais uma vez utilizando a definicao de Heine) que,

sen [u(x)] B

limu(x) =0 = lim ———— =1,
x—a x—a M(X)

resultado muito util para muitas aplicagdes.

Vejamos agora os limites das fungdes trigonométricas inversas, comecando por estudar
0S €asos,

lim (arcsenx), lim(arccosx)e lim(arctgx) .
xX—>a xX—>a xX—a

Relembremos primeiro que : y = arc sen x € a fungdo que se obtém invertendo x = sen y
no intervalo [ -7 /2, 7/2] onde esta fungdo ¢é injectiva; y = arc cos x é a fungdo que
se obtém invertendo x = cosy no intervalo [ 0, 7] onde esta fung¢do € injectiva ;

y =arc tg x ¢é a fungdo que se obtém invertendo x =gy no intervalo | -z /22, 7/2 [
onde esta fungdo ¢ injectiva.

E relembremos também que: o dominio de y = arc sen x é o intervalo [ -1 , 1] e o
contradominio € o intervalo [ -z/2, 7#/2] ; o dominio de y =arc cosx é o intervalo
[ -1,1] e o contradominio é o intervalo [ 0, 7] ; 0 dominiodey=arctgx é o

intervalo | -co, +oo[ e o contradominio é o intervalo | -7/2, z/2[ .
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Vejamos entdo que [lim (arc sen x) =arc sen a (-1 <a <1). Seja x, uma qualquer
xX—>a

sucesso de elementos de [ -1, 1], tal que lim x, = a . Fazendo y,= arc sen x, , ou seja ,
X, =sen y,, tem-se y, € [ -#/2, n/2] e admita-se por absurdo que esta sucessio
poderia ndo ter como limite arc sen a ; existiria entdo uma subsucessdo y, tal que

A=lim y, #arcsena (-7/2< A< x/2);mas entdo,

X =Sen y, A A=Ilim Vo = lim Xg =sen A,

e como, por outro lado, /im x, =a = lim x, = a , ter-se-ia necessariamente a = sen A

com-7/2< A< /2 ,0useja, A=arcsena; deveria entdo ter-se a0 mesmo tempo
A#arc sena ¢ A =arc sen a o que ¢ impossivel. Em conclusdo : a qualquer
sucessdo x, de elementos de [ -1, 1], tal que /im x, = a corresponde uma sucessdo y, =
arc sen x, tal que,

limy, =lim arc sen x, = arc sen a,

0o que de acordo com a definicio de limite segundo Heine permite concluir que

lim (arc sen x) =arc sen a , como se pretendia provar.
xX—>a

Um argumento analogo permite concluir que /im (arc cos x) =arc cos a .
xX—>a

Vejamos agora o caso de /im (arctg x), considerando separadamente os casos : a
X—>a

finito; a=+w; a=-c.

1° Caso : a finito . Neste caso, um argumento semelhante ao utilizado no caso da
funcdo y = arc sen x permitiria concluir que /im (arctg x)= arctga.

xX—>a
2° Caso : a = +co. Considere-se uma qualquer sucessdo x, de elementos de | -co0, +oo| ,
tal que lim x, = +o0 . Fazendo y, = arc tg x, , ou seja, x, = g y,, tem-se y, €| -7/2, n/2[
e admita-se por absurdo que esta sucessao poderia nao ter como limite 7 /2 ; existiria
entdo uma subsucessdo y, tal que A=lim y, # 7/2 (-n/2< A< z/2); mas entdo,

) ) tg A, —nm/2<A<ml/2
X, =tgy, NA=limy, = limx, = ,
; ; ! " -0 , A=-x/2

e como, por outro lado, /imx,=+c0 = [im x, =+oco, ter-se-ia a0 mesmo tempo

a=+00 e a# 4+ o que ¢ impossivel. Em conclusdo : a qualquer sucessdo x, de
elementos de elementos de | -co, +c0 [ , tal que lim x, = +o0 . corresponde uma sucessio
Yn=arc tg x, tal que lim y, =lim arc tg x, = n/2, 0 que de acordo com a defini¢ao de

limite segundo Heine permite concluir que /im (arctg x)=xn/2.
X+
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3° Caso : a = -o0o . Um argumento semelhante ao utilizado no caso anterior permite

concluirque lim (arctgx)=-n/2.
X—>—0o0

Os resultados precedentes generalizam-se aos casos das fungdes: y = arc sen u(x) ,
com -1 < u(x)< 1; y=arccosu(x) ,com -1 <u(x)<1;e y=arctgu(x).

Vejamos a titulo de exemplo o caso da fungdo y = arc sen u(x) , valendo para as restan-
tes uma argumentacao semelhante. Vamos entao provar que,

lim u(x) =b=1lim arc sen u(x) =arcsenb .
xX—>a xX—>a

Considere-se uma sucessao x, de valores do dominio de u =u(x),tal que x,#a e
lim x, = a ; tem-se entdo, pela definicdo de limite segundo Heine , que a sucessao
u, =u(x,) tende para b, porque por hipotesel/im u(x) = b; mas de lim u, = lim u(x,) =

xX—>a
= b resulta, de novo pela definicdo de limite segundo Heine,
lim arc sen u, = lim arc sen u(x,)=arc sen b,
porque como se viu anteriormente /im arc senu = arcsen b e, por outro lado,
u—b

-1 < u(x) <1 =-1<bh<1;fica assim provado que,

lim arc sen u(x) =arcsenb .
xX—>a

Para as outras duas fungdes trigonométricas inversas, tem-se :

lim u(x) =b=1lim arccosu(x) =arccosb (-1<b<1)

X—>a X—>a
arctgh , —o<b<+ow
lim u(x) =b=lim arctgu(x) =<m/2 , b=+
xX—>a xX—>a
-m/2 b=-w

b

7. Continuidade pontual

Seja f(x) uma fungdo real de variavel real com dominio 4 e sejaa € A4 . Diz-se que
f(x) é continuaem x =a see sose,

V>0 ,de=¢(8): xeVi(a)nA = fix) eVs[Aa)],

ou seja, se e so se,

V>0 ,de=¢(0) : |x-al<enxed =|fx)- fla)|<?.

156



Quando a € 4 ndo seja ponto de acumulacdo de A ( nesse caso diz-se que a ¢ ponto
isolado do dominio da fun¢do), existe sempre certa vizinhanga de a em que o Unico
ponto de A que ai se encontra € o proprio a ; portanto, neste caso, a condi¢do que define
a continuidade de f (x) em x = a ¢ sempre verificada. Quando a € 4 seja ponto de
acumu-lagdo de 4 , a condi¢do que define a continuidade de f'(x) em x = a equivale a ser

lim f(x) =f(a).

—>a

Com um argumento semelhante ao utilizado quando se demonstrou a equivaléncia das
defini¢cdes de limite de Heine e Cauchy, pode concluir-se que a € 4 (ponto isolado ou
ndo) ¢ ponto de continuidade da fungdo f (x) se e s6 se para qualquer sucessdo x, de
elementos de 4 que tenha por limite o real a a correspondente sucessao f(x,) tiver
por limite f(a) .

O teorema seguinte garante a continuidade da fungdo composta z=[ fo g] (x) a par-
tir da continuidade das fungdes y=g(x) e z=1(»).

Teorema 7 : Admita-se que a funcdo y = g(x) com dominio A é continua em certo ponto
a € A e que a fungdo z =f (y) com dominio B = g(A) é continua no ponto correspondente

b=g(a) € B. Entdo a fungdo composta [ fo g] (x) é continua em x =a

Demonstracao: A continuidade de f(y) em b = g(a) e de g(x) em a traduz-se respectiva-
mente por,

DVo>0, I3n=n(0): yeVyb) ngd) = f) eVs[ )]

)V >0, de=¢(n): x eVy(a) N 4 = gx) eVylgl@)] ,
Entao, dado 6 > 0, determina-se 7= 77 (J) pela condigdo 1) e a partir deste determina-
se ¢ =¢(n)=¢[n (0)] pela condicdo 2); claro que entdo, com 0 & € 7 assim
determinados,

xeVe(a) N4 = gx)eVylgla)] = gx) eVylgl@] g =

= f[gW)] eVs[Ab)] = f1eW)] eVs{flg@]},

assim se provando a continuidade de [ fo g] (x) em x =a.

Embora o teorema precedente tenha sido enunciado para o caso B = g(A) - dominio de
f(y) coincidente com o contradominio de g(x) - , ele adapta-se com facilidade ao caso
da composi¢do de fungdes em que B # g(4) e BN g(A) # & . De facto, restringindo
o dominio de g(x) ao conjunto A de todos os x € A que fazem g(x) € B, restringindo o
dominio de f (y) ao conjunto g(4y) e atendendo a que a continuidade de g(x) em a se
mantém quando se restringe o dominio da fung¢do, o mesmo acontecendo quanto a
continuidade de f(y) em b, o teorema ¢ aplicavel a funcao composta z = f[ g(x)]
definida em 4 .
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8. Descontinuidades

Dada a fung¢dao f(x) com dominio em A4 , considere-se umreal a € 4d A = AU A’.
Como ja sabemos, a fungdo € continua em x = a, nos seguintes casos: 1) ae Aea ¢ A’
(a ¢ ponto isolado do dominio) ;2)a e 4, ae A’ e lim f(x) =f(a).

xX—>a
A fun¢do diz-se descontinua em x = a , nos seguintes casos : 1) a € 4 ,a € A’e

lim f(x) ou ndo existe ou existindo ¢ distinto de f(a);2)ae¢ A, ac A’e lim f(x)
xX—a xX—a

ou nao existe ou existindo € infinito .

Ha ainda outro caso possivel : a ¢ 4, a € A’e lim f(x) existe finito. Neste caso a
xX—>a

funcao f(x) diz-se quase continua em x = a , no sentido de que € possivel, alargando o

dominio da fun¢do a x = a e definindo f(a) = /im f(x), obter uma fun¢do continua.
xX—a

Sendo a ponto de descontinuidade de f'(x), caso existam os limites laterais f(a + 0) e

f(a—0) — ou apenas um deles se em certo intervalo |a- &, a[ ou ]Ja, a+ &[ ndo
houver pontos do dominio da fungdo — a descontinuidade diz-se de primeira espécie.
Nos outros casos, a descontinuidade diz-se de segunda espécie.

O teorema seguinte mostra que qualquer fun¢cdo mondtona num intervalo admite quando
muito uma infinidade numeravel de pontos e descontinuidade.

Teorema 8 : Fung¢do monotona num intervalo admite quando muito uma infinidade
numeravel de pontos de descontinuidade

Demonstracdo : Vejamos primeiro o caso em que f(x) ¢ crescente no intervalo limitado
e fechado [a , b] , generalizando-se depois o resultado aos outros casos. Note-se que
sendo a fungdo crescente tem-se, para todos os reais x € [a, b] , f(a) < f(x) < f(b),
donde resulta que : 1) A fungdo f(x) ¢ limitada no intervalo [a , b] ; 2) Em cada ponto
c e ]a,b|[ onde a fungdo seja descontinua, os limites laterais f(c + 0) e f(c—0),

cuja existéncia ¢ assegurada pelo teorema 6, verificam a desigualdade f(c—0)< f(c+
0), ouseja, s(c) = f(c+0) — f(c—0)>0.

Fixado 6> 0, vamos mostrar que a desigualdade s (¢) = f(c+0) — f(c—0)> o ndo
pode ser verificada para uma infinidade de pontos ¢ € | a, b [. Se tal pudesse acontecer ,

considerem-se m desses pontos, ¢; <cy < ... <cp, . Ter-se-ia entdo, devido a monoto-
nia crescente da fung¢ao,

@) ~f(@ > f(e+0) — f(e1-0)> 8
Fe)-f(e) > fle+0) - f(e2-0)> 5
fe)—f(@) > f(es+0) ~ fles-0)> 5
Fn)f(En 2) > flem 1 +0) — f(en 1-0)>
FO)~flen 1) 2 [len +0) — f(en—0)>
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donde , somando ordenadamente, f(b) —f(a) + f(cm)—f(c1)= m & ,ou ainda, de no-
vo pela monotonia crescente da fungdo, f(b) —f(a) + f(b) —f(a) > m & , donde
resulta f(b) —f(a) > (m &) /2 . Ora esta ultima desigualdade ¢ incompativel com a
possibili-dade de m poder ser tomado arbitrariamente grande. Logo, apenas num niimero

finito de pontos ¢ € Ja, b [, pode ter-se s (c) = f(c+0) — f(c-0)> 6.

Considere-se agora o conjunto D dos pontos de descontinuidade de f(x) que pertencam

ao intervalo | a , b [ . Para cada ¢ € D tem-se como vimos f(c+0) — f(c—0)>0.
Decomponha-se o conjunto D nos conjuntos D; , D, , ... (em infinidade numeravel)
definidos como segue (alguns ou todos poderdo ser vazios) :

Dy ={c:ceD A f(c+0) - f(c-0)=1}
D={ciceDn 1j<flc40) - fle—0)<1j-1)}(j=2,3,..)

Pelo demonstrado anteriormente os conjuntos D; (j=1,2, 3, ..) sdo finitos,
eventualmente vazios . E como D =D, U D, U D5 ..., conclui-se que o conjunto D
¢ quando muito numeravel .

Dado que o conjunto dos pontos de descontinuidade de f(x) em | a, b [ é quando muito
numeravel, o mesmo acontece quanto ao conjunto dos pontos de descontinuidade de 1 (x)

em [a, b], pois este tem quando muito mais dois pontos que aquele.

Para generalizar o resultado obtido ao caso em que f (x) € crescente num qualquer
intervalo / (limitado ou ndo) , basta notar que ¢ sempre possivel determinar um suces-

o0
sdo de intervalos limitados e fechados I, =[ a, , b,] de modo ater-se I =J I, . Em
n=1
cada um dos 7, =[ a,, b,] o namero de pontos de descontinuidade de f (x) é quando
muito numeravel e € facil concluir que a unido numeravel de conjuntos finitos ou
numeraveis ¢ quando muito numeravel.

Finalmente para generalizar o resultado ao caso em que f(x) ¢ decrescente num qualquer

intervalo / (limitado ou ndo) , basta notar que nesse caso - f(x) ¢ crescente € que tem o
mesmos pontos de descontinuidade que 1 (x) .

9. Continuidade num conjunto. Propriedades especiais das funcoes continuas

Dada a fun¢ao f'(x) com dominio 4 , ela diz-se continua no seu dominio se e s6 se for
continua em todos 0os a € A . Por outro lado, f(x) diz-se continua no conjunto B A se
e sO se a restri¢do de f (x) a B for continua em todos os a € B . Atente-se bem nesta
ultima defini¢do : ndo se diz que f (x) € continua em B — A se e sO se for continua em
todos os a € B; diz-se que f(x) ¢ continua no conjunto B < A se e sO se a restri¢ao
de f(x) a B for continua em todos os a € B. O exemplo seguinte ¢ elucidativo: a
funcao,
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X , x <20
fx)=491+x, 0<x <1 ,
3 , x =1

nao ¢ continua no seu dominio 4 =R, mas é continua por exemplo no conjunto
B=1{0,1} U[2,+w][ ;com efeito, embora f (x) ndo seja continuaem x=0 e x=1,
a restri¢cao de f'(x) ao conjunto B, ou seja a funcao,

1, x=0
fr(x)=93 , x=1 ,
3, x>22

¢ continua nos pontos x =0 e x =1 (pontos isolados do seu dominio) ¢ ainda em todos
ospontos a e [2,+o[ .

Se em particular se considerar um intervalo I < 4, f(x) sera continuaem / se € sO se
a restricdo f; (x) de f(x) a I for continua em todos os pontos a € /. Como qualquer

a € I ¢ ponto de acumulagdo desse intervalo (salvo se este intervalo se reduzir ao
proprio a , ou seja, se se tratar de um intervalo degenerado), tem-se,

f(x)continuaem/! < Vael ,lim f,(x) = f,(a)=f(a),

—a
em que f,(x) designa a restricdo de f (x) ao intervalo / . Note-se que a igualdade
lim f,(x) =f(a)equivalea:

xX—>a

a)lim f(x) = f(a),caso a sejaa extremidade inicial do intervalo / ;
x—>a+0

b)lim f(x) =f(a),caso a sejaa extremidade final do intervalo / ;
x—>a—-0

¢) lim f(x)=f(a), caso a € I ndo seja nenhuma das extremidades do intervalo 7,

—a

porque nesse caso  f;(x)=f(x) emcerta Vda)=]a- ¢,a+ ¢[ e tal garante que,

lim f,(x) =b < lim f(x)=0>.

X—a xX—a

Em conclusdo: f(x) é continua no intervalo / de extremidades x (inicial) e A (final) se e
sO se for continua em todos os a € I tais que a # i, A e além disso, caso a funcdo seja
definidaem u e 4,

lim f(x) =f(u) (Continuidade a direita em )

x—>u+0

lim f(x) =f(4) (Continuidade a esquerda em 1) .

x—>A-0
Estudam-se seguidamente algumas propriedades especiais das fun¢des continuas em
conjuntos especiais. Comega-se pelo,
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Teorema 9 : Seja f(x) continua num intervalo I e tomem-se a, b € I tais quea < b.
Sendo f(a) # f(b), entdo dado k estritamente compreendido entre f (a) e f (b), isto é,
tal que,

min { f(a), fib)} < k < mdx { f(a), fib)},
existe um valor ¢ € | a, b tal quef(c) =k (Cauchy)

Demonstracdo : a) Considere-se em primeiro lugar o caso em que f (a) < f (b). Nesse

caso serd f(a) < k< f(b) eseja X oconjunto dos x € [ @, b] para os quais f(x) < k
. Claro que: 1) O conjunto X ¢ ndo vazio (pertence-lhe pelo menos o ponto a) ; 2) O
com-junto X tem elementos que excedem a, porque a verificagdo da desigualdade f'(x)
< k no ponto de continuidade x = a implica a verificagdo da mesma desigualdade para os
valores x > a suficientemente proximos de « ; 3) Existe um intervalo | b - &, b] em
que ndo se encontra nenhum elemento do conjunto X, porque a verificagio da
desigualdade f (x) > £ no ponto de continuidade x = b implica a verificagio da mesma
desigualdade para os valores x < b suficientemente proximos de b ; 4) Como consequén-
ciade 1),2)e 3), osupremo ¢ do conjunto X € um nimero compreendido entre a ¢ b .

Vejamos que ¢ precisamente f(c)=k,com c=Sup X.

Nao pode ser f(c)> k , porque se assim fosse teriamos f(x) >k parax e]c-¢&,c],
com ¢ > (0 suficientemente pequeno, por ser ¢ um ponto de continuidade da funcao ; e
entdo, como entre ¢ - ¢ € ¢ ndo haveria elementos do conjunto X, ¢ - £ seria um
majorante desse conjunto menor que o respectivo supremo, o que ¢ impossivel.

Nao pode ser f(c)< k , porque nesse caso teriamos f(x) <k paraxe[c,c+¢],
com ¢ > 0 suficientemente pequeno, por ser ¢ um ponto de continuidade da fungao ; e
entdo o conjunto X teria valores maiores que o seu supremo ¢, o que ¢ impossivel.

S6 resta portanto a possibilidade de ser f(c) =k .

b) No caso de ser f(a) > f(b) e sendo f(a) > k> £ (b), considere-se g (x) = - f(x). Claro
que g(x) ¢ continua em 4 e como g(a) < - k < g(b), o resultado estabelecido em a)

permite concluir pela existéncia de um c €]a,b | tal que g(c) =- k. Com esse ¢
temos, f(c)=-g(c)=k.

Este teorema admite os seguintes corolarios:
Corolario 1 : Uma fun¢do continua num intervalo ndo muda de sinal sem se anular

Demonstracao: Resulta imediatamente do teorema de Cauchy, notando que se a fungao
muda de sinal, o valor 0 ¢ um valor intermédio entre dois valores da fung¢ao.

Corolario 2 : Se f (x) é fungdo continua em certo intervalo I, entdo o transformado de 1
por f(x), isto é, f(1) éigualmente um intervalo
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Demonstracdo : Sejar=1Inff(1)se (1) for minorado e »=-c se f (1) ndo for mino-
rado; sejas =Sup f(1)se f (1) for majorado e r=+c0 se f (1) ndo for majorado. Veja-
mos que para qualquer k € | 7, s [ existe um c e I tal quef(c)= k. De facto, dado
ser r<k< s tem-se que existem valoresa, b € [ taisque r < f(a)<k< f(b)< s:
com efeito se para todo ox € [ fosse f(x) > k, k seria um minorante de f'(x) em [
maior que o respectivo infimo, o que ¢ impossivel; e se para todo o x € I fosse f(x) <k,
k seria um majorante de /' (x) em / menor que o respectivo supremo, o que ¢ também
impossivel . Logo, pelo teorema de Cauchy, existe ¢ €] a, b [ tal que f(c) =k .Em
conclusdo : a f( I) pertencem todos os valores entre o infimo » ¢ o supremo s deste

conjunto; o proprio  ou s poderdo ou ndo pertencer a f( /), mas em qualquer caso (/)
¢ sempre um intervalo.

Teorema 10 : Sendo f (x) continua no conjunto limitado e fechado B, entdo f(B) é
igualmente limitado e fechado

Demonstracao : a) Vejamos em primeiro lugar que f(B) ¢ limitado.

Se f(B) ndo fosse majorado, entdo para n =1,2,.. , existiria sempre um x, € B
tal que f(x,) > n; claro que seria entdo /im f (x, ) = +o . A sucessdo limitada x,
admitiria uma subsucessdo x, com limite A € B (dado B ser fechado) ; seria entdo

limx, =4 = limf(x, )=f(4), devido a continuidade de f (x) em A ; mas esta

conclusdo nao seria compativel com a ja anteriormente obtida quanto a lim f(x,), pois,

limf(xy) =40 = limf(x, )=+ .

Em conclusdo f(B) ¢ um conjunto majorado.

Com um argumento semelhante prova-se que f(B) tem de ser um conjunto minorado,
ficando assim provado que f(B) € um conjunto limitado.

b) Vejamos agora que f(B) ¢ um conjunto fechado. Seja y, =f(x,) uma qualquer suces-
sdo de reais do conjunto f(B) com limite real y . Se se provar que y € f(B), tal sera
suficiente para garantir que f (B) ¢ fechado. A sucessdo limitada x, admite uma
subsucessdo x, com limite 4 € B (dado B ser fechado) ; e entdo lim f(x, )=f(4),

devido a continuidade de f(x) em A ;tem-se entdo que y =f (1), ouseja, y € f(B),

como se pretendia provar.

Corolario 1 : Sendo f (x) continua no conjunto limitado e fechado B , admite nesse
conjunto minimo e maximo absolutos

Demonstracdo: Resulta de imediato do teorema. O conjunto f (B) ¢ limitado e fechado,

admitindo por isso maximo e minimo sendo estes 0 maximo e minimo absolutos da
func¢do no conjunto B .
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Corolario 2 : Sendo f(x) continua no intervalo limitado fechado I =[ a,b], entdo
f(I) éigualmente um intervalo limitado e fechado

Demonstracao: Resulta imediatamente do teorema em conjugacdo com o corolario 2 de
teorema 9 .

10. Continuidade da funcio inversa

Antes de passarmos ao teorema seguinte, notemos que dada uma fun¢do f(x) com
continua e injectiva no seu dominio 4, a respectiva funcdo inversa f~' pode ndo ser
continua no seu dominio f(4). E relativamente simples apresentar exemplos de fungdes
nessas condi¢des, o que sera feito nos exercicios propostos no final do capitulo.

No entanto,

Teorema 11 : Sendo f (x) continua e injectiva em certo conjunto limitado e fechado A,
entdo a respectiva inversa ' é também continua em f(A)

Demonstracao : Tome-se um qualquer b € f(4),ouseja, b =f(a) comcertoa € A4 .
Seja y, = f(x,) uma sucessao (qualquer) de elementos de f(4) tal que /lim y,=b . Veja-
mos que lim ™ (y,)= £ (b), 0 que provara ser /' continua em b € f(4) e, portanto,
dada a arbitrariedade desse b , ficard provada a continuidade de /™' em f(4).

Como os termos x, pertencem a A e este conjunto ¢ limitado e fechado , a sucessao x,
¢ limitada e vamos ver que tem limite coincidente com a . Para tal provaremos que essa
sucessdo nao admite nenhum sublimite distinto de a . Considere-se entdo uma qualquer
subsucessdo x, que tenha limite, seja ele 4; tem-se que A € 4 (porser 4 fechado) e,

devido a continuidade de f'(x) , sai lim f(x, ) = f(4) = f(a) sendo que a segunda
igualdade ¢ assegurada por ser f(x, ) subsucessdo de y, =/ (x,) que por hipotese tende

para b=f(a).Dadaa injectividade de f(x), a igualdade f(1) = f(a) implica A=a, 0
que permite concluir que todos os sublimites da sucessdo x, coincidem com a ,
donde resulta ser /im x, =a . Mas , dado que x, = /7 (v,) e a = £ (b), tal significa
ser lim [ (y,)= £ (b), como e pretendia provar.

Teorema 12 : Sendo f(x) mondtona no intervalo I e sendo f( 1) um intervalo, entdo
f(x) écontinua em |

Demonstracao : Supondo que f € crescente em /, admita-se que em certo ponto ¢ € [ a
funcdo f ndo ¢ continua. Dado tratar-se de uma funcao crescente, o teorema 6 garante a
existéncia dos limites laterais f (¢ + 0) e f (c - 0) , podendo eventualmente so ter
significado um dos dois, o que acontece quando c¢ seja uma das extremidades do
intervalo / .

Entdo, ou f(c+0)#f(c) ou f(c-0)=#f(c), podendo verificar-se ambas as situagdes

ao mesmo tempo. Sendo f'(c + 0) # f(¢) , s6 pode ter-se f(c) < flc + 0) devido ao facto
de /" ser crescente; e como para x € [, setemf(x) < f(c)sefor x< ¢ e f(x)=>f(c+0)
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se for x > ¢, nenhum valor x” € [ fard f(x”) situar-se entre f (c) e f(c +0), logo f (1)
nao podera ser um intervalo. Do mesmo modo, no caso de ser f(c - 0) # f(c), conclui-se
que nenhum valor x” € [ fard f(x’) situar-se entre f (c - 0) e f(c), logo f( ) também
ndo podera ser um intervalo.

Se f for decrescente, a demonstragdo ¢ semelhante. Alids este caso pode reduzir-se ao
caso anterior, usando a fun¢do g (x) = - f(x) que serd entdo crescente.

Corolario : Sendo f(x) estritamente monotona e continua no intervalo I, entdo a fun¢do

inversa [~ de f em I étambém continua em f(I)

Demonstragdo : Nas condi¢des do enunciado, f~' ¢ estritamente mondtona em (/) e

este conjunto ¢ um intervalo (corolario 2 do teorema 9). Como a fun¢do f ' transforma

o intervalo f ( /) no intervalo / , o teorema anterior garante que esta funcdo ¢
necessaria-mente continua em f'( /) , como se queria provar. Note-se que a hipotese da
monotonia estrita garante a injectividade de f'(x) no intervalo / e portanto a existéncia
de inversa.

11 . Continuidade uniforme. Teorema de Heine — Cantor

Relembremos o conceito de fungdo continua num conjunto. Dada a fun¢do f(x) com
dominioem A4,

fécontinuauemB <V aeB ,V5>0,dec=¢c(a,?d) :
: xeVg(a)NnB=f(x) e Vs[f(a),

ou, em termos de distancias,

fécontinuaemB <V aeB ,V56>0,d¢=¢(a,?) :
cd(x,a)=|x—alk e exeB=d[fx), f(@)]=|fx)-f(a)|<o.

Refira-se que na defini¢cdo precedente, o valor & indicado depende em geral do 6> 0
fixado e do ponto a € B que se esta a considerar. Caso seja possivel determinar, para
cada 0 > 0,um &= &(0), s6 dependente de o, que assegure para todos os pontos a € B

d(x,a)<e(0) exeB=d[f(x), f(a)]<O,

a funcdo diz-se uniformemente continua no conjunto B, ou seja,

fé uniformemente continuaem B < ¥V 6>0, de=¢(0) :
cd(x,a)<egex,ae B=>d[f(x), f(a)]< I,

ou ainda, na forma equivalente mais usual ,

fé uniformemente continuaem B < ¥V 6>0, de=¢(0) :
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cdxix”)<e exix”"eB=>d[f(x"), f(x7)]<o.

Vejamos dois exemplos, um em que a fungdo em causa ¢ uniformemente continua num
conjunto e outro em que nao ¢ :

1) Com f(x)=x> e B=[0,1] , tem-se,
Xt = X3 =lx; = x| X +x,] <2.0x - x|,

quaisquer que sejam x;,x2 € [ 0, 1] . Entdo, fixando §> 0, basta tomar o valor &= &/2
, para que,

X, — X, |<e=62 = |x{— x| <2.]x —x,| <2.(82)= &,
ou seja, a fungdo f ¢ uniformemente continuaem B=[0, 1].

2) Com g(x)=1/x ¢ B=]0, 1], tem-se evidentemente g continua em B , mas vamos
ver que a funcdo ndo ¢ uniformemente continua nesse conjunto. Com efeito, tomando
por exemplo o = 1, vejamos que com qualquer &> 0 sempre se encontram

particulares x’,x” €] 0, 1] tais que |x’-x”|< & e paraosquais | f(x")—f(x")|>3J
=1;toman-do p>1talque ¢/p €]0,1],com,x’'=¢/2p e x”’=¢&/p, tem-se,

x’,x”el0,1] e |x-x"|=|€Rp - e/pl<elp<e
e, no entanto, | f(x")—f(x”)|=p/e 21=0,porque 0<e/p<1.

O teorema seguinte ¢ frequentemente util para estudar a eventual continuidade uniforme
de uma fun¢do num conjunto.

Teorema 13 : A funcdo f(x) com dominio em A é uniformemente continua no conjun-
to Bc A se e so se quaisquer que sejam as sucessoes x5 e x’, de pontos do
conjunto B, tais que limd(x7,x",)=0, se tem também limd[f(x}), f(x7)]=0

Demonstracdo : Suponha-se f(x) uniformemente continua em B e sejam x7, € x”;, duas
sucessdes de pontos do conjunto B tais que /imd (x7,x",)=0.Dado um qualquer
0> 0, existe ¢ =&(0) tal que,

dxix")<e ex,x"eB=>d[fix"), ix")]<;

como, de certa ordem em diante, d (x7 ,x",) <€, tem-se, apartir da mesma ordem,
dlfxn), f(x)] <0 ,0queprovaser lim d[f(x}), f(x7)] =0.

Inversamente, admita-se que para quaisquer x/, x’5, € B tais que
b b

limd (x5 ,x7)=0,
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se tem também Ilimd [ f(x7), f(x"%)] =0 . Vejamos que entdo, a fungdo f (x) ¢
uniformemente continua no conjunto.

Se, por absurdo, tal ndo acontecesse, haveria um o6 ( relativamente ao qual, para
qualquer &> 0, existiriam pontos x%,x"; € B tais que,

dx’s,x"%)<e e d[f(x%), f(x":)] 2 do;

considerando entdo, &,= 1/n, existiriam pontos x7, , x”, € B tais que,

dxy,x)<l/m e d[fxy), f(x7)] =0d0,

144

sendo entdo limd (x}, ,x’},) =0, sem que em correspondéncia se tivesse,

limd[f(x7), f(x7)] =0,

0 que seria contrario a hipotese admitida inicialmente. Logo, f(x) devera ser uniforme-
mente continua em B como se queria provar.

Embora, em geral, uma fung¢do possa ser continua num conjunto sem que ai seja
uniformemente continua, vamos estudar o teorema de Heine-Cantor onde se garante que
uma funcao continua num conjunto limitado e fechado ¢ sempre uniformemente continua
nesse conjunto.

Teorema 14 : Sendo [ (x) continua no conjunto limitado e fechado B, entdo f(x) é
uniformemente continua em B (Heine-Cantor)

Demonstracao : Seja f'(x) continua no conjunto limitado e fechado B e considere-se por
absurdo que nao ¢ uniformemente continua nesse conjunto . Existiria entdo certo
0> 0 tal que, qualquer que fosse ¢> 0, sempre haveria pontos x’%,x”: € B de modo a
ser,

Ao xb)<e ¢ dLf(%),f&7%)] 28
Em particular com g,= 1/n, existiriam pontos x 7, , x”;, € B tais que,

dxy,x7)<lmn e d[f(xh), f&x7)] =20.

Como a sucessao x% ¢ limitada existe uma sua subsucessdo x'an com limite a € Be

claro que,
. ' _ ' " _
Zlmxan—a A d(xan, X an) =|x

|l
Ay

Por outro lado , lim f(x', ) = limf(x", )= f(a)devido a continuidade de f(x) em
a € B, daqui resultando lim d [f(x', ), f(x", )] = lim |f(x', )= f(x", )] =0,

n b " —_
-x"y |<Vaw = limx", =a

em contradicdo com a condicdo d [ f(x7), f(x"»)] = 6 que deveria ser verificada para
todo o natural n € N .
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12. Exercicios

1 - Diga se sdo ou ndo mondtonas, se sdo ou ndo limitadas e determine os respectivos
infimos e supremos e, quando possivel, médximos e minimos (em todo o dominio e na

intersec¢do do dominio com o intervalo [ 0, +co[ ) para as seguintes fungdes:

x|

a)f(x)= ~ ; b)f(x)= o ; ©)f(x)=x" (ninteiro positivo) ;
O = ~ 15 Qf)- % L Df0)=tgx (-T2<xS/A);

g)f(x)= x - I(x),em que /(x) ¢ o maior inteiro que ¢ menor ou igual a x .

2 - Uma fungdo f (x) com dominio em R diz-se :

1) Par se e sose f(x)=f(-x), qualquer que seja x € R;
2) Impar se e s6 se f(x) = - f(~x) , qualquer que seja x € R..

Posto isto demonstre que:
a) Uma fungdo f'(x) definida , mondtona e ndo constante em R ndo pode ser par ;

b) Sendo f'(x) e g (x) funcdes reais de variavel real com dominio em R, se g (x) for par,
entdo a fungdo composta f[g(x)] ¢é igualmente par ;

¢) Sendo f (x) e g (x) fungdes reais de varidvel real com dominio em R, se g (x) for
impar e f(x) for par, entdo a fungdo composta f[g(x)] é par ;

d) Sendo f (x) e g (x) fungdes reais de variavel real com dominio em R, se g (x) for impar
e f(x) for impar, entdo a fungdo composta f[g(x)] ¢ também impar.

3 - Uma fun¢do f (x) com dominio A diz-se algébrica se e s6 se for raiz de certa
equacao em y,

Po(x) . y" + Pi(x) V"' + . + P (X) .y +P,(x) =0,

em que os P; (x) sdo polindmios em x . Tal significa que para qualquer x = a pertencente
ao dominio 4 da fun¢do f(x) se tem, com b =f(a),

Py(a).b" + Pi(a).b"" + ... +Py1(a).b+P,(a) =0.

L
X+ 1

Posto isto prove que ¢ algébrica a fungdo: y=f(x) =
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4 - Determine, quando existam, as inversas das seguintes fun¢des de Rem R :

X , —3<x <1
a) ) =[x—T@]*+1%x) ; b) ix)=4x — I(x) , 1<x<2 ;
x + 1 , Xx=2
x+1 , x racional
¢) flix )= . .
x—1 , xirracional

5 - Considere uma fungdo f{x) crescente e impar (ver defini¢do no exercicio 2) com
dominio em R . Prove que:

A)x<0 = f(X)<0; b)x>0 = f(¥)=20; ¢)f(x)#0 = -1 % <1.
X

\/;-i-l
Jx 1

6 - Inverta a fungdo, y =/ (x) = no respectivo dominio e indique o dominio

da funcao inversa.

7 - Seja f(x) uma fun¢do com dominio ] 0, +oo[ e tal que f{(x%) = a. f{x) , qualquer que
seja € R.

a) Prove que f(1)=0;

b) Se paracerto a>0 talque a#1, f(a)=1, prove que f(x)=1log, x .

8 - Para cada uma das fungdes seguintes determine os respectivos dominios, mostre que
sdo injectivas e indique as respectivas inversas e seus dominios e contradominios:

a) y = arc sen xl ; b) yzarccos(\/; - 3) ; ) y=2.arctg ! ;

1+ x

dyy=e""; e)y=Ilog (1 +x"%).

9* - Seja y = f(x) uma fungdo injectiva com dominio de existéncia 4. Sendo y = 1 (x)
algébrica (ver exercicio 3 para a definigdo) , mostre que a fungdo inversa x = f ' (y) é
igualmente algébrica.
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10 - Mostre que a fun¢do f (x) = x — I (x) com dominio em R ¢ invertivel em certa
vizinhanga de qualquer ponto do dominio mas ndo ¢ globalmente invertivel.

11 - Utilize a definigdo de limite segundo Heine para mostrar que as seguintes fungdes
tendem para a unidade quando x — 1 :

\/; , x>1
a) f(x)=12 , x=1 ; b)f(X)={

x2+ 3x-3 , x<1

sen(x—-1) + 1 , x>1

2x — x2 , x <1

12 - Utilize a definigdo de limite segundo Cauchy para mostrar que:

a) lim x*=1 ; b) lim 2x+1)=Qa+1);¢) lim cosx=cosa ;

x—>1 xX—>a X—>a
x +1 x +1
d) lim \/_ =0 ; e lim \/_ = 4o
x> 400 X — cs140 x—1

13 - Para as fungdes dadas calcule os limites laterais nos pontos indicados:

) f()=1(x), em x=0 ; b)f(x) = ST”|" ,em x=0 ;
X
1 , x racional
) f(x)= : . ,em x=2 ;
0, xirracional
X , x2>1 2
d)f(x)= ,emx=1; e)f(x)=arctg — ,emx=2 ;
x—-1, x<1 I(x)

Ax + 1

x2 = 3x +2

f)f(x)= ,emx=2 ; g)f(x):I{log %},emx:e.

14 - Determine a de forma que a fungio,

1
2ax+ , x<1 A x#1/(@*+1)
fx)= 13 (@ + 1)x -1
(a+1)x , x>1

tenha limiteem x=1.
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15 - Calcule os seguintes limites:

x" - a" . \/;+1 . \/;+1

a) lim ———— ; b) lim ;) lim ——
xoa X — 4 x—>1+0 x — 1 x—>1-0 x — 1

x +1 2_3 X _1-
d) lim \/_— ; e) lim % log (1 +1/x) ; ) lim %'
x—1 \/__1 x40 X — 4x x—0 X

g) lim - h) lim x—’ogg“’” s i) lim x.log[l + 1/(x=1)] ;

x—1 x-1 x—0 X X—>+00

logx

JI1+x =1 1 -
Piim YT Ky lim Lo cosx N lim arcsenx

x—0 X x—0 X.senx x—0 X

2
. arc sen x . arcsen(x —2)
m) /im ————— ;n)lim ;
x—0 2x2 x—2 1 - 4/ 3—x
arctg[(x-D/(x+D)] 1
0) lim ¢ — 5 Pp) lim (sen x)Vtegx
x—>1 x —1 x—>0"
log |1+
x+1

Q lim (x-=1D""Y o) lim (1/x)*

x—1+0 x—>0"

16 - Estude a continuidade das fun¢des dadas nos pontos indicados:

k
a)f(x)={x .sen(1/x) , x#0 Cem x=0;
k , X =
b)f(x)—{ .sen(1/x) , x#0 em x=0
, X =
sen(l/x) , x <0
¢)f(x)= ,x=0 ,emx=0;
x—1 , x>0

2x —1 , X racional
dfx)= 1 , ,emx=1eemx=a#1.
X , X irracional
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17 - Determine m e n de forma que,

(x-D7" . log[l +n(x-1] , x> 1
f(x)= <2m+2n , x=1

(m+n).x>+ x , x<1

seja continuaem x=1.

18 - Dada a funcgao,
x ' tgmx) , x#0

f()= { ) ,

n , x=0
determine n de forma que seja continua na origem .

19 - Demonstre que sendo f (x) continua em certo ponto a do seu dominio, entdo 1 (x) é

limitada em certo conjunto 4y =] a- 6 ,a+ 8] N A, em que 4 designa o dominio da
fungao.

20 - Determine os pontos de descontinuidade da fun¢do f(x)=1(x)+ v/x .

21 - Determine os pontos de descontinuidade das seguintes fungdes reais de variavel
real,

x—2 , x<0 .
X +
a)f(x)= <1 , x=0 ; b)f(x)=
)/ () = Ty xr
x.(1-x)" , x>0 e x=#1
2 2 ~ ..
x“=x-2 x°/2 + 2 , X ndo inteiro
Ofx) = —5—— 5 d)f() = o
x°+x 1+ x| + |1 - x| , X inteiro

22 - Dada a fungio,
l1-x , x<0

fx)= {x? , 0<x<1,
l1+x , x2>1

estude a respectiva continuidade em cada um dos seguintes conjuntos:
a)R; b)[0,1[ ; o[0,1] ;d)[0,12][ U {1};

e {(1+l/m) : n=1,2,3,..} u {1}.
23 - Estude a continuidade das seguintes fungdes nos conjuntos indicados:
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1
a) f()=log 2~ em A=]1,+w[:
x—
3x? , x>1
b) f(x) =13 ,x=1 ,em B=[1,4];

2x+2, x<1

x+1 , x>1
¢) f(x) = 40 ,x=1 ,em B=]2,+0[U{l} e C=[1,+];

I-x ,x<l1

24 - Seja f(x) uma fungdo continua no intervalo limitado e fechado [ a , ] e admita
que f(a).f(b)<0.Designe por X o subconjunto dos valores x pertencentes ao intervalo
para os quais f(x)=0.

a) Mostre que X ¢ limitado e ndo vazio ;

b) Mostre que o supremo e infimo de X pertencem a este conjunto, concluindo assim
que X tem maximo e minimo.

25 - Apresente um exemplo de uma fung¢do f(x) continua num intervalo aberto / , mas
tal que f( /) seja um intervalo fechado.

26 - Seja f (x) continua no seu dominio 4 . Sendo A4 limitado e fechado, prove que
também ¢ limitado e fechado o conjunto das solugdes em A da equagdo f(x) =« .

27 - Mostre através de um exemplo conveniente que uma fungdo real de varidvel real

pode ser continua num intervalo semi-fechado | a , ] sem que ai admita pelo menos um
extremo.

28 - Mostre que se a fungdo real de variavel real f(x) é continua no intervalo / e se /([
) € finito, entdo f'(x) € constante em / .

3

29 - Mostre que a equacdo sen> x +cos° x =0 tem pelo menos uma solugdo no

intervalo[ 0, 7] .
30 - Prove que todo o polindmio real de grau impar tem pelo menos uma raiz real.
31 - Prove que a equagio,

n

2 2 -1
aox "+a; x4 tayax +ay, =0,

tal que ao a2, < 0, tem pelo menos uma raiz positiva e outra negativa.
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32 - Utilize o teorema de Bolzano-Cauchy para provar que a fun¢do real de varidvel
real,

1 1 1
f(x)= + + -+ (a1 < ;a< ... < @),
X—a, XxX-a, x—-a,
se anula para certos valores x;, x2, ..., X, tais que,
< X1<pp< xn<az< ...< a1 < xXpa1<a, .

33 - Prove que uma fungdo real de variavel real definida e continua num intervalo é
injectiva se e so se for estritamente monétona.

34 - Seja f(x) uma fungdo real de variavel real continua no intervalo /=[a,b] e
admita que f (/) </ . Utilizando como fungdo auxiliar g (x) =f(x) - x , prove que
existeumc € [ talque f(c)=c.

35 - Considere uma fungdo f (x) , real de variavel real, continua em R e admita que
existem finitos os limites,

lim f(x) e lim f(x)

X —> —© X —> +0

a) Prove que f(x) é limitadaem R ;

b) Supondo que o produto dos dois limites referidos € negativo, determine o maximo

absoluto da funcao,
1

EOT T

36* - Seja f(x) uma fungio real de variavel real continua e positiva no intervalo [ a , b]
e admita-se que f(a) < f(b) . Mostre que existem pontos c e d entre a ¢ b tais que,

f@).f(b)=f*@) e f@)+f(b)=2/(d) .

Podera ser d = c ? Justifique.

37% - Sendo f'(x) continua no intervalo / < R e invertivel na vizinhanga de cada ponto
a € I, prove que f(x) ¢ invertivel em /.

38 - Dada a fungdo f(x)=x’, considere o conjunto:B=]-1,0] U[1,+] .
a) Mostre que f ¢ injectiva e continua em B ;

b) Mostre que f5 ! (inversa da restri¢do de / a B) nédo é continua no conjunto f( B) .

39 - Estude a continuidade uniforme das seguintes fun¢des nos conjuntos indicados:
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a)f(x)=tang x ,em I=]0,7z2][ ;
b) f(x)=x, g(x)=xze h(x)=senx, todasem | a,b[,com-c0 <a< b<+oo;
¢)f(x)=+/x e g(x)=14",ambas em ]0,5[, com 0< b<+oo;

d)f(x)=sen(1/x) , em Ja,1[ , com 0 <a< 1.

RESPOSTAS:

1 - NO DOMINIO :
Monétonas : a) , c) (com n impar) , f);
Limitadas: a), b) , e) , g);
infimos : a)-1 ,b)0 , ¢) 0 (npar) e- co(n impar) , d)-1 , )0 ,f)-o0, g)0;
Supremos :a) 1l ,b)2 ,¢c)+0, d)+0o,e)l , 1, g1;
Minimeos : a) -1 ,c)0(npar), d)-1,e)0 , g)0;
Miaximos:a)1 , b)2 , f)1 .

NA INTERSECCAO DO DOMINIO COM [0, +xo[:
Monétonas : a) ,b) , ¢), d) , f);
Limitadas: a), b) ,e), ), g);
infimos:a)1 ,b)0 , ¢)0 , d)-1 ,e)0,0H0, g)0;
Supremos :a) 1 ,b)2 ,c)+0, d)+0o,e)l , H1, g1;
Minimoes :a) 1 ,¢c)0 , d)-1,¢)0, )0, g)0;
Maximos:a)l , b)2 , ) 1.

) ) 4 v—=1 , yracional
4 - a) Ndo existe ; b) Naoexiste ; ¢) f (y) = ) ) .
v+1 , yirracional

2
1+ y?
6-x= (z—yj ,com dominio B=]1,+oo[ .
y- =1
. ~ . seny , .
8 - a) Dominio da fungdo : [-12,4c[ ; fungdo inversa : x = 1— , com dominio
—seny

[-7/2, 722 e contradominio [ -12,+o] ;

b) Dominio da fungdo : [ 4, 16] ; fungdo inversa: x= (3 + cos y)* , com dominio [0, 7]
e contradominio [ 4, 16] ;

1

tg(y/2)
com dominio | -7z,0[ U ]0, z[ e contradominio |-co,-1[ U]-1,+0];

b

¢) Dominio da fungdo : ] -0, -1 [ U ]-1,+co[ ; fungédo inversa: x =

d) Dominio da fungdo : ] -c0, 0 [ U ]0, +o[ ; fungdo inversa : x = ! , com

logy

dominio ]0,1[ U] 1,+w[ econtradominio ]-c0,0[ U]0,+oo| ;

e) Dominio da fungdo : [ 0, +oo[ ; fungdo inversa: x = (¢’ - 1)* , com dominio [0, +oo]
e contradominio /0, +oo [ .
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13 - a) Limite lateral esquerdo =-1 , limite lateral direito =0 ;

b) Limite lateral esquerdo = -1 , limite lateral direito =1 ;

¢) Nio existem ;

d) Limite lateral esquerdo =0 , limite lateral direito=1 ;

e) Limite lateral esquerdo = arc tg 2 , limite lateral direito = 7/4 ;

f) Limite lateral esquerdo = -c0 , limite lateral direito = +o0;

g) Limite lateral esquerdo =0 , limite lateral direito =0 .
14-a=%1 .

15- a)nd"" ; b)y+w ; ¢)- o ; d)yNdoexiste ; )0 ; f) 12 ;)1 ; h)14 ;il ;
D212 D1;m12;nm)2; 0l2;ple;ql;r)l.

16 - a) Nio é continua ; b) Continua se k=1, nio continuase k # 1 ; ¢) Nio é continua ;
d) Continuaem x =1, ndo continuaem x=a #1.

17- m=-1 e n=2.

18- n=0o0un=1.

20-n=1,2,3, ..

21-a)0 e 1;b) -2 e 1;¢)0 ; d)Todosos a inteiros com excep¢dodea=0 e a=+2.
22 - a) Nio é continua ; b) E continua ; ¢) No ¢é continua ; d) E continua ; e) E continua .
23 - a) Continua ; b) Continua ; ¢) Continua em B , ndo continua em C .

25 - Por exemplo, para a fungdo y=senx ,com [ =]0,2x[ tem-se f(I)=[-1,1].

27 - Por exemplo, f(x) = L gen

X —a X —a

35-b) 1.
36 - Néo pode ser d =c porque dai resultaria f(a) =f(b) .

39 - a) Nido ¢ uniformemente continua ; b) As fungbes / (x) = x e h(x) = sen x

uniformemente continuas em qualquer intervalo | @, b [ mesmo que ndo seja limita-
do , enquanto que a fungdo g (x)=x" ¢é uniformemente continua em qualquer
intervalo ] @, b [ desde que seja limitado ; ¢) A fungdo f(x) =[x ¢é uniformemente

continua em ] 0, b [ para todos os valores de b (mesmo com b =+ o), enquanto
que a fungdo g (x) = 1/" ndo é uniformemente continua em nenhum intervalo
]0,5[ ; d) A fungdo f(x)= sen (1/x) é uniformemente continua em | @, 1[ com

0 <a <1 mas ndo quando seja a =0.
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CAPITULO VII

CALCULO DIFERENCIAL EM R

1. Definicao de derivada de uma funcao num ponto

Considere-se uma funcdo f (x) com dominio 4 , seja a um ponto interior do
dominio, ou seja, um ponto para o qual exista uma vizinhanga V.(a) =] a-¢, a+ ¢

contidaem 4. Para x € |a-¢, a+&[ e x+# a, considere-se a razdo incremental,

S - fl@

X —a

R(a ,x)=

se existir /[im R(a,x), finito , +o0 ou -co, o valor desse limite designa-se por derivada
xX—>a

de f(x) em x=a e representa-se por f’(a).Como qualquer valorx €]a-&, a+¢|
tal que x # a se pode escrever naforma x =a+h com 0<|h|<&e como x =a+h
tende para a se e sé se i tende para 0, pode igualmente escrever-se ,

@ tim L@ = (@

h—0 h

caso este limite exista (finito , +o0 ou -o0).

Por exemplo:
1) Com f(x)=€",tem-separa a € R,

a+h _ a a h _
Flay = tlim =~ =D g,
h—0 h h—0 h h—0 h

e (I+Eh—1)

2) Com f(x) =logx, tem-se para a >0,

log(a+h)— loga loga + log(1+h/a) — loga

Sf(@) =1lim = lim =
h—0 h h—0 h
i Do) 1
h—=0 h a

3) Com f(x)=senx ,tem-separa a € R,

(@)= lim sen(a+h)— sena ~ lim 2sen(h/2)cos(a+h/2) _

h—0 h h—0 h
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2
= lim M-cos(u—i—h/Z) = cosa ;
h—0 hil2

4) Com f{x)=x""?, tem-se no ponto a=0,

h1/3 -0
ff(a)=1lim ——— =1lim ! = +o.
h 0 h—0 3| 2

Os limites laterais da razdo R(a , x) ou R(a , a + h) quando x tenda para a ou A paraQ,
ou seja,

F@= tim L@ = 1@

h—0" h

F @ tim L@t =@
fim

-0 h

designam-se por derivadas laterais, respectivamente, derivada lateral direita e derivada
lateral esquerda da fungdo f (x) em x = a . Claro que existindo f”(a) existem e sdo
iguais as derivadas laterais ; inversamente, existindo e sendo iguais ambas as derivadas
laterais, existe a derivada da funcdo no ponto e o seu valor coincide com o valor comum
daquelas.

Portanto, caso seja f, a} (a) = f, e (a) , ndo existe f”(a) , como acontece por exemplo no
caso seguinte : para a funcdo f(x) =| x | em a =0, tem-se,
|A| h |h]

f,0)=lim — =1lim — =1 e f,(0)= lim — = lim -
h—>0" h—>0" h h—>0" h—>0" h

=-1.

Note-se que as derivadas laterais podem ser definidas mesmo que o ponto a ndo seja
interior do dominio 4 . No caso da derivada lateral direita basta que, com certo €> 0, 0

intervalo [ a , a + ¢ [ esteja contido no dominio da fungdo; no caso da derivada lateral
esquerda basta que, com certo £ > 0, o intervalo | @ - ¢ , a] esteja contido no dominio
da fungdo . Assim, por exemplo, com f(x) = (1 - x*)**, funcio cujo dominio ¢ o inter-
valo[ -1, 1], tem-se :

3/2 3/2
, [1—(—1+h)2] [2h - hz]
f,(1) = lim = lim =0
h—0" h h—0" h
3/2 3/2
, [1—(1+h)2] —2h - hz]
f. (D)= lim = lim =0.
h—0" h h—0" h

177



A existéncia de derivada finita num ponto implica a continuidade da fun¢ao nesse ponto,
nos termos do teorema seguinte:

Teorema 1 : Seja f(x) um fun¢do com dominio em A e seja a € A . Tém-se os seguintes
resultados :

a) Se a é interior do dominio A e existe finita f’(a), entdo f (x) é continua em x =a ;

b) Se existe um intervalo [ a , a + | < A e existe finita f, 0} (a), entdo f (x) é continua a

direitaem x =a, ou seja, lim f(x) = f(a);
x—>a+0

¢) Se existe um intervalo | a - ¢ , a]l < A e existe finita f; (a), entdo f (x) é continua a

esquerda em x =a, ou seja, lim f(x) = f(a)
x—>a—-0

Demonstracdo : a) Existe por hipotese um intervalo |a-¢ ,a+¢[ <A, logo para
xela-¢,a+ele x#a,

R(a ,x) =

S ) - fla) = f(x)=f(a)+(x-a).R(a,x),
X —da

igualdade que da de imediato,

lim f(x) =f(a) + 0.1 (a)=f(a),

—a

assim se provando a continuidade de f(x) em a.

b) Existe por hipotese um intervalo [a,a+ ¢[ < 4,logopara xe [a,a+¢[ e x#a,

R(a ,x) =

M = f(x)=f(a)+(x-a).R(@a,x),
X —a

igualdade que da de imediato,

lim f(x) =f(@) + 0. fy(a) =f(a),

x—a+0

assim se provando a continuidade a de f(x) a direitaemx=a .

¢) Como em b), mas considerando /im f(x) .
x—>a—-0

O teorema anterior admite o seguinte corolario:
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Corolario : Seja f(x) uma fun¢do com dominio em A e I um intervalo de extremida-
des a e b, contido naquele conjunto. Téem-se os seguintes resultados:

a) Se I =[a,b], existindo finitas, f’(x) parax € a,b[, f,(a)e f,(b), entdo f(x)é
continua em I ;

b)Sel=[a,b[, existindo finitas ' (x)parax €] a,b[ e f,(a), entdo f (x) é continua
eml;

¢)Sel=]a,b], existindo finitas f'(x) parax €] a,b[ ef,(b), entdo f(x) é continua
eml;

d) Sel =] a,b|, existindo finita, f’(x) parax € | a, b[ , entdo f(x) é continua em I

Demonstracao : Resulta imediatamente do teorema 1, tendo em conta que a continuidade
de uma funcdo num intervalo equivale a continuidade da fun¢do nos pontos interiores
desse intervalo e a continuidade lateral (direita ou esquerda) nas respectivas extremida-
des (caso pertencam ao intervalo).

A proposito do teorema anterior, convém observar que a continuidade de uma fungdo
num ponto se pode verificar sem que nesse ponto exista derivada, como acontece por
exemplo com a funcao,

2

_Jxsen(l/x) , x#0
S x) = 0 =0

que ¢ continua em x =0 e, no entanto,

(0= lim w = lim sen (1/h) ,

x—0 x—0

ndo existe.

2. Interpretacao geométrica do conceito de derivada

Considere-se a fun¢do f (x) com dominio 4 , tome-se a € A para o qual exista certo
intervalo [ @, a+ &[ < A . Vamos interpretar geometricamente, caso exista,

F@= tim L@t = f@

h—0" h

baseando a nossa analise na figura seguinte,
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y
AT
S
a
P
0 >
a a+h X

a qual nos mostra que para cada & € |0, £[ arazdo incremental,

fla+h) - f(a)

R(a,a+h) = P

_)
corresponde a tangente trigonométrica do angulo « que a semirecta secante PQ faz com

%
a semirecta Ox : dependendo da posi¢do do arco PQ tem-se a € [0, 7/2[ no caso

deser f(a+h) > fla) eae |-x/2,0[ nocasodeser f(a+h)< f(a); ou seja, para

cada he]0,e[ , a=arctgR(a, a+h).Quando se faz h — 0", se existir (finito, +co
ou -o0) o limite da razdo incremental, tem-se:

arctgfé(a) , fcé(a)finito
O=1lim a=1im arctgRa,a+h)=n/2 , fy =+ ,

h—0" h—0" '
—m/2 , [y =—o

e o ponto Q desloca-se ao longo da curva para o posi¢do do ponto P, levando a secante
— -
PQ a tender para a semirecta limite PT , a qual faz um angulo 8e [ -7/2, 7/2 ]

%
com o eixo Ox e se designa por semitangente direita da curva no ponto P de abcissa

X=a.

Vejamos agora uma interpretacdo geométrica semelhante para o caso da derivada a

esquerda, no pressuposto de existir um certo intervalo | @ - ¢, a] contido no dominio 4
da fun¢do. Vamos basear-nos na figura seguinte:
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A
y af o
v ;P
% T ‘,"/
0 a+h a x

a qual nos mostra que para cada % € | -¢, 0 [ arazdo incremental,

fla+h) - f(a)

Ra,a+h)= P

_)
corresponde a tangente trigonométrica do angulo a* que a semirecta secante PQ faz

%
com a semirecta Ox : dependendo da posi¢do do arco PQ tem-se a* e | z/2, 7] no

casode ser f(a+h)>f(a) ea*e | # ,37/2[ no caso de ser f(a+ h) < f(a); ou

seja, parah €] -&,0[ , a*=arctg R(a, a+h)+ 7. Quando se faz 7 — 0, se existir
(finito, +c0ou -00) o limite da razdo incremental, tem-se:

arctgf;(a) + 7, f;(a)finito
g =1lim a* =1lim arctgRa,a+h) + = =<37/2 ,fe'=+oo ,

h—>0" h—>0"
/2 , f,=—©

e o ponto Q desloca-se ao longo da curva para o posi¢do do ponto P, levando a secante
— -
PQ a tender para a semirecta limite PT , a qual faz um angulo 6* € [7/2,37/2]

_)
com o eixo Ox e se designa por semitangente esquerda da curva no ponto P de abcissa

X=a.

No caso de a ser ponto interior do dominio da fung¢do , existindo nesse ponto ambas as
derivadas laterais sdo possiveis os seguintes casos:

1° Caso : f d' (a) =f e (@) =f"(a). Neste caso as angulos #e 6* correspondentes, respecti-
vamente, a semitangente a direita e a semitangente a esquerda, diferem sempre por 7 .

Com efeito,

a) f,(a) = f.(a) = f'(a) finito = 0 = arctgf’(a) A O =arctgf (a)+ 7 =
= *=0+r;
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b) f,(a) = f,(a) =f(a)=+0 = @ =7/2 ANO*=37/2 = 0*=0 + 1 ;
¢) f,(a)=f,(a) =f(a)=-c0 = O=-22 ANF*=7/2 = 0*=0 + 1 .

Neste caso, portanto, as duas semitangentes prolongam-se uma a outra formando a
tangente a curva no ponto P de coordenadas x=a e y=f(a) ;e entdo:

1) Se a derivada f”(a) for finita, o declive da tangente a curva no ponto sera
m=f"(a)=tg 8 =tg 0¥ e como tal tangente passa pelo ponto de coordenadas x=a e

y=f(a),asuaequagdoserd y=f"(a).x +[f(a)-a.f (a)] ;
2) Se f’(a) for +o0 ou -0 aequacdo da tangente serd x = a (recta vertical).

As figuras seguintes sdo elucidativas quanto as situagcdes que podem verificar-se neste
caso:

) ~ \\

a a a

/7 (a) finita f’(a) =+ (@) =-o0

2° Caso : Se fc} (a) ;tfe' (a), os angulos @ e 6* nao diferem por 7 e entdo as semi-

tangentes ndo se prolongam uma a outra. N@o existe pois tangente a curva no ponto de
abcissa a . Duas situagdes possiveis sdo apresentadas nas figuras seguintes:

F

STD | STE

f,(a) e f,(a) finitase fi(@) =-0¢ f,(a)=+0:
distintas : as duas semi- as duas semitangentes sobre-
tangentes nao se prolon- pdem-se, ndo se prolongando
gam para formar a tan- uma a outra para formar tan-

gente. gente.
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3. Regras de derivacio

3.1 - Introducio. Regras da soma, do produto e do quociente

Na pratica, o calculo das derivadas raramente de faz recorrendo directamente a
definicdo, mas antes mediante a aplicacdo de um conjunto de regras de derivagao.

Supostamente o leitor ja conhece as regras elementares de célculo da derivada da soma,
produto e quociente de fungdes que a seguir se enunciam e cuja demonstracao se faz com
facilidade recorrendo a defini¢do de derivada. As regras sdo enunciadas relativamente as
derivadas num ponto a interior dos dominios das fungdes envolvidas mas valem
igualmente, com as mesmas demonstragdes, para as derivadas laterais (neste caso basta
exigir que existam finitas as correspondentes derivadas laterais das fungdes somadas,
multiplicadas ou divididas, o que pressupde que estas funcdes sejam definidas em certo

intervalo [a , a + £[ no caso da derivada lateral direita , ou | a - ¢, a] no caso da
derivada lateral esquerda) :

a) Derivada de uma soma : Dadas as fungdes f (x) e g (x) admita-se que existem finitas
as derivadas f”(a) e g’(a) no ponto a interior dos respectivos dominios. Entao a ¢ tam-

bém ponto interior do dominio de f(x) +g(x)e[f(x) +g (X)] =0 =f"(a) +g’(a).

b) Derivada de um produto: Dadas as funcdes f (x) e g (x) admita-se que existem
finitas as derivadas f”(a) e g’(a) no ponto a interior dos respectivos dominios. Entao a
¢ igual-mente um ponto interior do dominio de f(x) . g (x) e

[f(x).g@)]5-a=f"(a).g(a) + f(a).g"(a);
em particular, se f(x) = k (constante) , [ k. g (x)] =« = k. g’(a), porque f’(a) =0.
¢) Derivada de um quociente : Dadas as funcdes f(x) e g (x) admita-se que existem

finitas as derivadas /" (a) e g’(a) # 0 e que g (a) # 0 no ponto a interior dos respectivos
dominios. Entdo a ¢ igualmente um ponto interior do dominio de f(x) /g (x) e tem-se,

{@} _ f@.8@ - f@-g@
g0 ], g’ (a)

Limitamo-nos a apresentar a demonstracdo da regra do quociente, deixando-se as restan-
tes ao cuidado do leitor.

Repare-se em primeiro lugar que, dentro das hipdteses do enunciado da regra do
quociente, o ponto a ¢ igualmente um ponto interior do dominio de f (x) / g (x) . Com
efeito, por ser a ponto interior dos dominios de f(x) e g(x), existe uma V. (a) onde
ambas as fungdes sdo definidas e, por ser g (@) # 0 e g (x) continua em x = a (por ter
derivada finita nesse ponto), o valor £ > 0 pode ser tomado suficientemente pequeno de
forma que em V. (a) se tenha g (x) # 0 ; entdo, para x € V.(a) esta definido o quociente
f(x)/g(x),ouseja, aé ponto interior do dominio da fungdo quociente.
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Vejamos agora como se obtém a regra de derivagao da funcao quociente:

| fla+h)  f(a)
{f(x)} _ i Blath) g@ . f(a+h) . ga) = f(a) gla+h) _
gxX) | _,  h-o0 h h=0 h.gla+h).g(a)

lim fla+h).gla) — f(a).gla) + f(a).gla) — f(a).glath) _
h—0 h.gla+h).g(a)

o [fath) - f@)]. @) - f(@) [ga+h) - g@)] _
o h.gla+h) . ga)

f(a).gla) - f(a).g(a)
2
g (a)

COMo se queria provar.

As regras da soma e produto generalizam-se sem dificuldade a mais de duas parcelas ou
factores :

(/i) + fo(x) + -+ £,(0)]._. = fi@) + fr(@) + -~ + fr(a)
(/1) £2(x) - £ ()], = fi @) fr(@) -+ fr(@) + fi(@) fr(a) -+ f(@) + -+

+ fila) (@) -+ fu(a) .

A partir da regra do produto assim generalizada, obtém-se sem dificuldade a regra
referente a poténcia de expoente natural:

[f"@] = F'@f@) - f@)+ f@)f @) f@)++ f@)f@) (@)=

=m.f""(a). f (a),

no pressuposto de existir finita f”(a) no ponto a interior do dominio de f'(x); a regra vale
igualmente, com a mesma demonstragdo, para as derivadas laterais (neste caso basta
exigir que exista finita a correspondente derivada lateral de f(x), o que pressupde que

esta fungdo seja definida em certo intervalo [a , @ +& [ no caso da derivada lateral direita

,ou | a-¢,a] no caso da derivada lateral esquerda) .
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As regras precedentes, juntamente com o facto de ser,
f(x) =k (constante) = f’(x)=0 ,VxeR
fx)=x = f(x)=1,VxeR,

sdo suficientes para achar as derivadas em qualquer ponto do dominio para as fungdes
definidas por meio de polindmios ou fracgdes de termos polinomiais. Assim, por
exemplo,

f@)=2x"+3x+1 = f/(x)=4x+3 ,VxeR,

4x% + 3x —

f)= 3.2

1 o Bx+3)Bx* —x+1) - (4x7+3x — 1)(6x — 1)
a1 s (3x> — x + 1)2

(para qualquer x € R que ndo anule o denominador).

b

3.2 - Regra de derivacao de uma funciao composta

O teorema seguinte contém uma regra de grande utilidade pratica na determinagdo da
derivada de uma funcao que resulte da composi¢ao de duas fungoes.

Teorema 2 : Seja y =g (x) uma fungdo com dominio em A e z=f(y) uma outra
fungdo com dominio em B e considere-se a fun¢do composta z =f| g (x)] com
dominio no conjunto Ay= {x : xe€ A A g(x) € B}.Sendo a um ponto interior
de Ay e b= g(a) um ponto interior de B, admita-se que existem finitas g’(a) e f”(b)
; entdo, tem-se,

(le@]) _ =r'®).¢g’@=rlg@].g @

Demonstracao : Repare-se em primeiro lugar que, o ponto « , interior do dominio 4, da
fungcdo composta ¢ também ponto interior do dominio 4 da fungdo g(x).

Note-se a seguir que, por ser b um ponto interior de B, existe um numero » > 0 tal que
|@| <r = b+ 6 € B ;apartir desse » > 0 determine-se um niimero s > 0 que garanta,

lh|<s = a+hedo A |gla+h)—-g)]|<r,

0 que € possivel por ser a ponto interior dos dominios 4, de f[g (x)] e 4 de g (x) € por
esta funcdo ser continua em x = a (a continuidade ¢ garantida pelo facto de a fun¢do em
causa ter derivada finita em x=a) .

Tem-se entdo, por defini¢do de derivada,

(Hlee]) = tim L8 = le@] _ Slg@ k] - flg@]

h—0 h h—0 h
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i JBEE) = ()

h—0 h

2

emque k=g (a+h)—g(a).Fazendo agora,

gla+h) — gla)

o (h) = g(a) - P , h#0 A |h|l<s
0 L h=0
50) - f'(b)—f(b+9)6_f(b) 00 AI0I<r
0 L 6=0

obtém-se :

k=ga+h)—g(a)=h.g’(a) - h.a(h) , com lima (h)=0

h—0

fb+0)-fb)=06.71®b) - 06.0) , com limp(6)=0 ,

8—0

igualdades validas para | 7 | <s e | 8| <r , respectivamente (validas mesmo no caso
deser h=60 =0). Dada a forma como foram escolhidos os numeros » ¢ s, tem-
se |h|<s = |k|=|gla+h)—g(a)|< r epodemos portanto tomar & =k na
segunda das igualdades obtidas e substituir em seguida k pelo seu valor dado pela
primeira igualdade, assim se obtendo (sempre para | h| <s ) :

Jo+k)=f(b)y=k. f'(b) - k.B (k)=
=[h.g’@ - h.a®].f/®)-[h.g"@ - h.am)]. Bk,
donde resulta, para | 4| < s,

fb+k) - f(b) 0

P g'(a) -am].f®) - [g'@) -am]. Bk,

ou ainda, retomando a expressdo antes obtida para a derivada da fungdo composta no
pontox=a,

fim LOER =IO vy ) - gt 1im B (k)

h—0 h h—0

(e}, =

com k =g(a+h)—g(a). Mas lim (k)= 1im f [g(a +h)—g(a)] =0, porque
h—0 h—0

L (0) ¢ fungdo continuaenulaem € =0 ¢ k=g (a+ h)—g(a) ¢ continua e nula em
h =0 ; entdo, obtém-se finalmente,
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(e} _ = g'@ .1 O,

que ¢ precisamente a igualdade que se pretendia provar.

Observacoes :

1) A argumentacdo precedente ¢ valida relativamente as derivadas laterais da fungao
composta no ponto x = a . Neste caso deverdo verificar-se as seguintes hipoteses: a) A

fungdo composta, e portanto também g (x), ¢ definida em certo intervalo [ @, @ +&[ no

caso da derivada lateral direita , ou | a - £, a] no caso da derivada lateral esquerda ;
b) existe finita a correspondente derivada lateral direita de g (x) ema; ¢) o ponto
b = g (a) ¢ ponto interior do dominio B da fungao f'(y) e nele esta fun¢ao admite deriva-
da finita.

Com estas suposi¢cdes, a argumentacdo pode ser desenvolvida nos mesmos termos,
apenas com a condicdo adicional de ser 4 > 0 (derivada lateral direita) ou 4 < 0 (derivada
lateral esquerda) e considerando sempre limites quando # — 0" ou 4 — 0, chegando-
se assim as igualdades,

{fle@®]} L) . gg(a) = f'[g@)]. gy(a)

d;x=a

). g.(a) = fg@]. g.(a)

{fle®]}

e;x=a
2) Tanto em relag@o ao teorema como relativamente ao que ficou dito na observagdo 1) ¢
possivel dispensar a hipotese de b = g(a) ser ponto interior do dominio B de f(y), quando

este conjunto seja um intervalo. Nessas condigdes:

a) Se para certo ponto a interior do dominio 4y da funcdo composta onde existe finita
g’(a) se tem por exemplo b = g (a) = Min B (em que B ¢ supostamente um intervalo), a
demonstragdo do teorema pode refazer-se considerando na defini¢do de £ (6) a derivada

f [} (b) e restringindo o campo de variacao de € pela condi¢do 0 < O<r;para |h|<s
teremos entao,

0<k=ga+h)-gla)<r,

ou seja, pode tomar-se 6 = k na igualdade em que intervém £ (6 ) e a partir daqui a
sequéncia da argumentacdo conduz a formula de calculo do teorema:

(Te@]) _ = fa6). &'(a) ;

b) Do mesmo modo, se for b =g (a) = Max B (com B intervalo), chega-se a formula:
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(le®]) _ = f.0). &' @ ;

¢) Os resultados a) e b) da presente observagdo subsistem para as derivadas laterais da
funcdo composta, exactamente nos mesmos termos que foram descritos na observa-

cdo 1), ou seja , considerando nas respectivas formulas g;i (a) e g; (a)em vezde g’(a).

3.3 - Regra de derivacao da poténcia em geral

Ja vimos que a regra de derivacdo de uma fungao poténcia de expoente natural se pode
obter com facilidade como corolério da regra de derivagdo de um produto de fungdes.
Trata-se agora de estudar o caso geral de funcao poténcia de expoente o qualquer .

Vejamos em primeiro lugar o caso da fungdo /' (x) = x*, com «a # 0 qualquer (natural ou
ndo). O dominio desta fungdo podera ser, consoante o valor do expoente « :

a) O intervalo | -co, +oo[ se «a for um racional positivo representavel por uma frac¢do
irredutivel , « = n/m com m impar ;

b) O intervalo [ 0, +oo[ se « for um racional positivo representivel por uma fracgdo
irredutivel , « = n/m com m par ;

¢) A unido de intervalos ]-00,0[ U]0,+o[ se a for um racional negativo tal que
-a seja representavel por uma fracgdo irredutivel , - = n/m com m impar ;

d) O intervalo ] 0, +oo[ se a for um racional negativo tal que -« seja representavel
por uma fracgdo irredutivel , - =n/m com m par ;

e) O intervalo ] 0, +oo[ se a for um irracional (positivo ou negativo) .

Dado um qualquer a # 0 que pertenga ao dominio da fungio f(x) = x“, s0 pode tratar-se
de um ponto interior desse dominio e tem-se em qualquer caso,

a _ @ a® |+ h/a)® -1
f/(a):llm (a+h) a = lim ] = Ilim aa.a_ —
h—0 h h—0 h h—0 a

-1
=aa”

Para a =0, hé trés possibilidades:

1) Na hipotese a) quanto ao dominio da fungdo, tem-se que 0 ¢ ponto interior desse
dominio e entdo,
pa 0 , a >1
f0)=1lim — = lim h*~" = 11 , a =1 ;

h—0 h—>0 . .
- - N /existe finito, 0 < a <1
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2) Na hipotese b) quanto ao dominio da fungao, tem-se que 0 nao ¢ ponto interior desse
dominio , mas a fun¢do ¢ definida a direita de 0 e portanto,

! . h” . o1 0 , a>1
f,0)=1lim — = lim h = ) )
oot h o0 N /existe finito, 0 < a <1

3) Nas restantes hipoteses quanto ao dominio da fungdo, tem-se que 0 ndo ¢ ponto do
dominio da fun¢@o poténcia e portanto ndo faz sentido definir derivada nesse ponto.

Vejamos agora o caso mais geral da fungdo f(x) = [ u(x)] ¢, fun¢do que pode conside-
rar-se o resultado da composi¢io de z =" com y = u(x).

Considere-se um ponto a interior do dominio da fun¢do f(x), o qual serd igualmen-
te um ponto interior do dominio de u(x), e admita-se que b = u(a) # 0 . Claro que
o ponto b # 0 serd entdo um ponto do dominio da fungdo z =y“ e s6 podera ser um
ponto interior desse dominio (recorde-se o que antes se disse sobre o dominio da fungao
poténcia nas varias hipoteses quanto ao valor do expoente ). Se admitirmos que u’(a)
existe finita, a regra de derivagdo de uma fun¢do composta permite entdo concluir que,

(@=ab” . u@)=alu@]* . u(a) .

Formula analoga se tem para as derivadas laterais, ou seja a formula anterior ¢ valida
substituindo " (a) e u’(a) pelas respectivas derivadas laterais a direita ou a esquerda e
ndo sendo necessario nesse caso que a seja um ponto interior do dominio de f'(x) : se se
estiver a considerar a derivada lateral direita bastard que a fungdo f (x) - e portanto
também u (x) - esteja definida em certo intervalo [a, a + [ ; se se estiver a considerar
a derivada lateral esquerda bastard que a fungdo f'(x) - e portanto também u(x) - esteja

definida em certo intervalo | a- ¢, a].

Considere-se agora um ponto ¢ interior do dominio da func¢do f(x), o qual sera
igualmente um ponto interior do dominio de u(x), e admita-se que b =u(a)=0.
Esta situagdo s6 pode ocorrer quando o expoente « for racional positivo pois, nos outros
casos, o ponto b = 0 ndo pertence ao dominio da fungdo z = y“ nfo sendo portanto a
composi¢ao possivel no ponto x = @ . Admita-se a existéncia de u«”(a) finita e vejamos
cada uma das situagdes possiveis:

a) Se « for racional positivo representavel pela fraccdo irredutivel o = n/m , com m
impar, b = u(a) =0 sera ponto interior do dominio de z = y* e s6 podemos aplicar a
regra de derivagdo de uma fungdo composta (teorema 2) quando seja > 1 (porque para
0< a<1, z=y" ndo admite derivada finita em b = 0 ), obtendo-se entdo:
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0 , a >1
f’(a)={

u(a), a=1

b) Se « for racional positivo representavel pela frac¢do irredutivel o = n/m , com m par,
b =u(a) =0 sera a extremidade inicial do intervalo dominio de z = y* € 0 que ficou dito
na alinea a) da observagdo 2) do teorema 2 permite concluir que f”(a) =0 quando seja
a>1.

Resultados analogos aos que acabam de referir-se para o caso b = u(a) =0 té€m-se para
as derivadas laterais, bastando para tal substituir f”(a) e u”(a) pelas respectivas derivadas
laterais a direita ou a esquerda e ndo sendo necessario nesse caso que @ seja um ponto
interior do dominio de f'(x) : se se estiver a considerar a derivada lateral direita basta-
rd que a fungdo f(x) - e portanto também u(x) - esteja definida em certo intervalo
[a,a+ e[ ; se se estiver a considerar a derivada lateral esquerda bastara que a fungdo

f(x) - eportanto também u (x) - esteja definida em certo intervalo | a- ¢, a] .

Como caso particular da func¢do poténcia tem-se f(x) ="/ u(x),comm=2,3, ...
Sendo a ponto interior do dominio de f (x) - e portanto também ponto interior do

dominio de u(x) - e admitindo que b = u(a) # 0 e que existe finita a derivada u’(a) ,
tem-se:

m 1 Umy-1 u'(a)
f@ = {[ue)] "™ ea= — - [u(a)] U (a) = ,
m [ ] m . m[ [u(a)]m—l

sendo também este resultado valido para as derivadas laterais, bastando substituir f”(a) e
u’(a) pelas respectivas derivadas laterais a direita ou a esquerda.

3.4 - Regras de derivacio das funcoes exponencial, logaritmica e exponencial
poténcia

Nos exemplos apresentados a titulo ilustrativo da definicao de derivada, viu-se que:
f(x)=€" A aeR = ff(a)=€" ; g(x)=logx AN a>0 = f(a)=1/a.

Utilizando a regra de derivagdo de uma fungdo composta podemos agora abordar o caso
geral das fungdes f(x) = ™ e g (x) = log u(x) . No caso da exponencial tem-se,

f(@)=e"" u'(a),
no pressuposto de a ser um ponto interior do dominio de f'(x) - e portanto também ponto

interior do dominio de u(x) - e de existir finita a derivada u’(a) ; como habitualmente, o
resultado vale para as derivadas laterais. No caso da fun¢do logaritmica, tem-se,
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no pressuposto de a ser um ponto interior do dominio de g (x) - € portanto também ponto
interior do dominio de u(x) - e de existir finita a derivada u”(a) ; como habitualmente, o
resultado vale para as derivadas laterais.

Um caso particular interessante da fungdo logaritmica ¢ o da fun¢do g (x) =log | x|
, cujo dominio é a unido de intervalos |-c0,0[ U]O0,+co[ : para a>0, tem-se
g’(a)=1/a, pois g(x)= log|x|=1Ilogx no intervalo ] 0, +oo[ ;paraa<0,tem-se
g’(a)=(-D)/A-a)=1/a, pois g (x) =log | x | =log (-x) no intervalo ]-o, 0[ ; portanto,
quer seja a > 0 quer seja a <0, tem-se sempre g’(a) = 1/a .

Mais geralmente , como a funcdo f(x) = log | u(x)| resulta da composicao de z=/log | y |
com y = u(x), tem-se ,
, u (a)
a) = ,
1 (a) (@)
no pressuposto de a ser um ponto interior do dominio de f'(x) - e portanto também ponto

interior do dominio de u(x) - e de existir finita a derivada u”(a) ; como habitualmente, o
resultado vale para as derivadas laterais.

A derivada da fun¢io f(x) = b*® , com b > 0 pode agora obter-se com facilidade,
notando que,

f(x) _ bu(x) - e u(x) . log b ,
e aplicando a regra de derivagdo da exponencial de base natural : sendo ¢ um ponto
interior do dominio de f(x) - e portanto também ponto interior do dominio de u(x) -
existindo finita a derivada u”(a) , tem-se,
, _ u(a) . log b ’ _ pua) / .

f(a) = e .u’(a).logh = b .u’(a).logh;
como habitualmente, o resultado vale para as derivadas laterais.
Refira-se finalmente o caso da derivada da fungdo exponencial poténcia.

Sendo f(x) =[ u(x)] "™, com u(x) >0 no dominio de f(x), tem-se,

F@) =[u@)]"® =e® leue

e aplicando a regra de derivacao da exponencial de base natural , resulta,
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f/(@)=e" PO [v) . log u(x)]'sa =
= ' @-leu@ [y7(a) . logu(a) + Wa) . u’(a)u(a)] =
=[ w(@)] " .[v'(a). log u(a) + Wa).u’(a)u(a)] =
=[w(@)]" . v'(a) . log u(a) + [ u(@)]*® . v(a).u’(a)u(a) =

=[w(@)]"™ . v'(a) . log u(a) + v(a).[ w(@)]" " . u'(a) ,

no pressuposto de a ser um ponto interior do dominio de f'(x) - e portanto também ponto
interior dos dominios de u(x) e v(x) - e de existir finita a derivada u«” (a) ; como
habitual-mente, o resultado vale para as derivadas laterais. A regra a que se chegou pode
memorizar-se facilmente notando que ela corresponde a soma de duas parcelas, em que a
primeira se obtém derivando a fun¢do como se fosse uma exponencial (de base fixa) e a
segunda derivando a funcdo como se fosse uma poténcia (de expoente fixo)

3.5 - Regras de derivacao das funcoes trisonométricas

Nos exemplos apresentados a propoésito da defini¢do de derivada viu-se que:
f(x)=senx AnaeR = f(a)=cosa.

Dado que cos x =sen (/2 - x), a aplicagdo da regra de derivagdo de uma fungao
com-posta permite concluir que,

gx)=cosx naeR = g'(a)=[cos(x2 - a)].(-1)=-sena,

uma vez que g(x) = cos x se pode considerar como a fungdo composta de z = sen y
com y =7x/2 - Xx.

Por outro lado, por ser tgx=senx/cos x,tem-separa a=2k+1)7/2(com ke Z),
utilizando a regra de deriva¢ao de um quociente:

) [Sen x]xza .cosa (sena). [cos x]xza cosla + sen’a
[tgx:lx=a: 2 = 2 =
cos’a cos“a
1 2
= S— =seca.
cos’a

A aplicacdo da regra de derivacdo de uma fun¢do composta permite-nos achar as
derivadas de f(x) = sen u(x), g(x)=cos u(x) e h(x)=1tg u(x) , num ponto a interior
dos respectivos dominios onde exista finita a derivada u’(a):

1) = [ cos u(@)] . u’(a)
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g'(x)=[-senu@)].u’(a)
h'(x)=| sec’ u(a)] . u’(a) ,
sendo as formulas obviamente validas para as derivadas laterais.

3.6 - Regra de derivacio de uma funcao inversa . Aplicacdo as funcoes trigo-
nomeétricas inversas

Seja y = f(x) uma funcdo estritamente mondtona a continua no intervalo ndo degenera-
do 7. Nestas condi¢des, como sabemos, f(x) transforma o intervalo / num intervalo ndo
degenerado K; por outro lado, a monotonia estrita de y = f{x) garante a respectiva

injectividade, existindo portanto a funcdo inversa x = f ' () com dominio no intervalo
K e contradominio em /.

E facil concluir que x =/ '(y) ¢ estritamente crescente ou decrescente em K ,
consoante y = f(x) seja uma coisa ou outra em / . Supondo por exemplo que y = f(x)
¢ estritamente crescente em 7, tem-se y1 <y, = x1=/f (»)< f T (»m)=x ,
porque se fosse x;=/f"'(y1)> f ()= x, , seria, pelo crescimento estrito de f(x)
em/, f(x;1)=y1 2 f(x2)=y2; do mesmo modo, se f (x) for estritamente decrescente
em ], tem-se que /' (y) é também estritamente decrescente em K .

Sabemos também (ver corolario do teorema 12 do capitulo dos limites e continuidade de
fungdes) que a monotonia estrita e continuidade de y = f(x) em / implica a continuida-

de da funcdo inversa x=f"'(y) em f(I)=K.

Posto isto vamos estudar o teorema onde se contém a regra de derivacdo da fungdo
inversa.

Teorema 3 : Seja y = f(x) uma fun¢do estritamente monotona e continua no intervalo
ndo degenerado I que ela transforma no intervalo K e considere-se a respectiva fun¢do

inversa x = f ' (y). Para b = f (a) interior de K correspondente a um ponto a € I onde
seja finita e ndo nula f’(a), tem-se:
1

[f—l(y)]'y:b — f'(a) , com a:f—l(b)

Demonstragio : Sendo b ponto interior de K, entdo a = f ' (b) é também ponto interior

de I, devido 4 monotonia estrita de f(x) e /' (y) . Tem-se, por defini¢do de derivada,

0] = tim S bk - /70
y=>b

k—0 k

b
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fazendo h= f'(b+k)— f7'(b) = f'(b+k) — a ,tem-se h #0< k =0 devido a

monotonia estrita de /' (y) e claro que,

N b+k) =a+h = b+k=fa+h) = k=fa+h) —b=f(a+h) —f(a);

portanto,
DR N S CEY. B A () . h ~
o), = i K ~ A ) - f@)
. 1
= - @
h

com h= f'(b+k)— f7'(b) . Devido a continuidade de /' (y) em y=b, tem-se,

lim h =lim [f‘l(b+k)—f‘1(b)] =0,

k—0 k—>0

e podemos entdo concluir com facilidade que, sendo f"(a) # 0,

T 1 o o
ol = e @ T e e

h

Com efeito, a cada sucessdo de termos k, talque, b+k, € K, k,#0 e limk,=0,
corresponde uma sucessdo de termos s, = f (b+k,)-f “(b) € I ndo nulos e tal que
lim h, =0 e a esta corresponde por sua vez uma sucessao,

1
fla+h,) = f(a) °
h

n

com limite 1 / f” (a), por definicdo de limite segundo Heine ; entdo, de novo por
definicao de limite segundo Heine, obtém-se a conclusdo desejada.

Observacoes : a) Se b =f(a) for a extremidade inicial de K, a seré a extremidade inicial
de [ caso f (x) seja crescente e a extremidade final de / caso f (x) seja decrescente ; a

demonstragdo do teorema pode adaptar-se [considerando apenas os k > 0 , a que corres-

pondem valores / > 0 se f (x) for crescente e valores 4 <0 se f(x) for decrescente] ,
obtendo-se entdo,

1
fo@’

o), - ou [170],,, =

1
f4(a)

consoante f (x) seja crescente ou decrescente e sempre no pressuposto de a respectiva
derivada lateral de f(x) em x =a ser finita e ndo nula.
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b) Se b =f(a) for a extremidade final de K , obter-se-ia,

_
f.(a)

_ 1
fi(@

ol ou [0,

consoante f (x) seja crescente ou decrescente e sempre no pressuposto de a respectiva
derivada lateral de f(x) em x =a ser finita e ndo nula.

¢) Caso seja f"(a) =0, a derivada da fungdo inversa no ponto correspondente € +co se
f(x) for crescente e -co se f(x) for crescente .

Vejamos alguns exemplos de aplicacdo deste teorema.

1) A fungdo y = e* ¢ estritamente crescente e continua em [ =] -0, o0 [ que ela
transforma em K =]0,+co[ . A respectiva fungdo inversa x = log y é entdo também
estritamente crescente e continua no intervalo | 0, +co[ . Como cada b € |0, +oo[
corresponde a a =logh € | -0, +oo[ e, neste ponto , a derivada da fungdo y=e" é
e’ # 0, tem-se:

, 1
(log ), = ———— =

1
() ser "

resultado que confere com o que ja se obteve por outra via.

5

2) A fungdo y = senx é estritamente mondtona e continua em I=[-7/2, 7/2]
que ela transforma em K =[ -1, 1] . A respectiva fungdo inversa x = arc sen y ¢é entdo
também estritamente mondtona e continua em [-1, 1] . Como cada b € | -1, I[ corres-

ponde a a=arcsenb €] -n/2 ,7/2 [ e neste ponto a derivada da fungdo y = senx €
cosa#0,tem-se :

1 1 1

(Cll"C sen y)

y=b ' = >
(sen x)x:mmb cos(arc senb) H_p

para -1< b<1.

3) A fungdo y = cosx ¢é estritamente monodtona e continua em /=[0, 7] que
ela transforma em K =[ -1, 1] . A respectiva fungdo inversa x = arc cos y é entdo
também estritamente monotona e continua em [ -1, 1] . Como cada b € | -1 , 1]

corresponde a @ = arc cos b €] 0,7 [ e neste ponto a derivada da fungdo y = cosx é
-sena#0,tem-se :

(arc coSs y)' = ! = ! !

y=b (cos x) —sen (arccosb) 1= p?
x=arccos b

para -1< b<1.

195



4) A fungdo y = tgx € estritamente mondtona e continua em I =]-7/2, 7/2[
que ela transforma em K=]-co,+co[ . A respectiva fungdo inversa x = arctgy
¢ entdo também estritamente mondtona e continua em | -co,+oo[. Como cada

b e ]-o00,+c[ corresponde a a=arctghb e |-7/2,7/2 [ e neste ponto a derivada da
fungio y = tgx é sec®a# 0, tem-se :

(arct ) = 1 - 1 ) 1
& e (tgx)'x:arctgb sec’ (arctgh) 1+b

para -co< b < +co.

Os resultados obtidos nos exemplos 2), 3) e 4) e a aplicagao da regra de derivacao de
uma funcao composta permitem agora determinar as derivadas das fungoes,

y=arcsenu(x) , y=arccosu(x) e y=arctgu(x),

num ponto a interior dos respectivos dominios onde exista finita u“(a) e tal que no caso
do arc sen e do arc cos seja -1 <u(a) <1 [no caso do arc tg , u(a) pode ser qualquer
real] :

1

——.u’(a)
V1 —-u*(a) e

1
—— . u’(a)
V1 =u’(a)

1 ’
mu(a) .

As formulas precedentes adaptam-se, como de costume, ao caso das derivadas laterais .

[ arc sen u(x)] 4= =

[ arc cos u(x)] %=

[arctgu(x)] %=a =

4. Primeira derivada. Derivadas de ordem superior

Considere-se a funcao f (x) com dominio em A e seja A; < A o conjunto dos pontos
interiores de 4 onde a fun¢do admite derivada finita. A funcdo que a cada x € A associa
/7 (x) designa-se por primeira derivada de f(x) e tem como dominio o supramencionado
conjunto 4 .

Usualmente , a primeira derivada de f(x) obtém-se aplicando, para cadax € 4;, as
regras de derivacdo anteriormente estudadas, embora em certos pontos excepcionais seja

por vezes necessario recorrer directamente a defini¢do. Vejamos alguns exemplos:

2
X

1) Sendo f(x) = 5 +
X

, com dominio 4=]-00,12[ U]1/2,+0[ ,tem--se, para

todoo x e 4,=4,
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2x(2x—1) = 2(x*+1) _ 2x* - 2x-2

/)= Qx - 1) 4x? —dx+1

2) Sendo f(x)= €“"*, com dominio 4 =]-c0,+o0[ ,tem-se,paratodoo x € 4;=4
, ff(x)=€""".cosx ;

3) Sendo f(x) = \/arc tg(1+x) ,comdominio 4=[-1,+c[ ,tem-se, para todo o

xed =]-1,+0o] 4,

1
) = larcig@+o)] 1+ d+x)’
2.\/arctg(1+x) 2.\/arctg(1+x)

1
2.(2+2x+x2).\/arctg(1+x)

4) Sendo,
2
sen (x7)
—— ,x%0
Jx)= X :
0 ,x=0
tem-se:
a)Para x = 0,
, 2x%.cos (x*) — sen (x%)
S (x) = > ;
X
b) Para x=0,
sen (h?)
h -0 sen (h?*)
ffO)y=Ilim ————— = lim > =1.
h—0 h h—0
Portanto,

J'(x)= x? ’ :

sendo R o dominio da primeira derivada.

Devera observar-se que quando o dominio de f (x) € um certo intervalo / e a este
pertencem uma ou ambas as extremidades, caso nestas existam as correspondentes
derivadas laterais de f (x), € usual incluir tais extremidades no dominio da primeira

derivada a qual assume nesses pontos o valor das referidas derivadas laterais . Assim ,

372

por exemplo , no caso da fungdo /' (x) = x”~ com dominio no intervalo / =[ 0, +oo|,

tem-se :
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x>0 = f/(x)= % x5 fu0)=0.

Entdo f1x) = % . x"? para xel =[0,+0[ , considerando-se que, parax =0, f*

(x) assume como valor f7(0)=0.

Dada a fungdo f (x) com dominio em 4 , seja f” (x) com dominio em 4, < 4 a
respectiva primeira derivada. Seja 4, < 41 < 4 o conjunto dos pontos interiores de A4
onde exista finita a derivada de f”(x) ; a fun¢do que a cada x € 4, associa [f” (x)]’
designa-se por segunda derivada de f(x) e representa-se usualmente por f”(x).

A partir da segunda derivada pode definir-se a ferceira derivada de f(x) : é a primeira
derivada da segunda derivada e o seu dominio € o conjunto 43 dos pontos interiores de
A, (dominio da segunda derivada) onde f” (x) admite derivada finita. A notacdo para a
terceira derivada é f”(x) .

E assim sucessivamente: a derivada de ordem n serd a primeira derivada da derivada de
ordem n-1, sendo o seu dominio o conjunto 4, dos pontos interiores de 4,.; (dominio da
derivada de ordem n-1) onde f ™" (x) admite derivada finita; a derivada de ordem n
representa-se por /" (x) .

Refira-se que nada obriga, mas também nada impede, que se tenha,
A=A4 =4, = .. =4, = .
Assim, por exemplo, f(x) = sen x admite derivadas de todas as ordens com dominios

todos iguais a R ; por outro lado, por exemplo, para f(x) =x”7 , fun¢do com dominio em
R, tem-se :

f’(x):%-xz‘/3 , VxeR,
S (x) = %-xm , VxeR,
28 o
f”’(x):E-x , Vxe]-0,0[ U]O0,+eo] ,

tendo-se portanto, como dominios das sucessivas funcdes derivadas,

A =4A,=R e A,=]-0,0[ U]0,+co[ para n>3.

5. Funcoes diferenciaveis

Considere-se a fun¢do f(x) com dominio 4 e seja @ um ponto interior de 4 . Existe entdo
um o>0 talque, |h| <0 = a+h e A ea fungdo diz-se diferencidavel em x=a see
sose,para|h| <O,
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fa+h)—f(a)=k.h +|h|.e0),

com k constantee lim & (h)=0.
h—0

Sendo f'(x) diferenciavel em x = a , podemos provar com facilidade que existe finita
f7(a) e que k =f"(a). Com efeito, da igualdade que define a diferenciabilidade resulta,
para O0<|h|< 9,

fla+h) - fla) _
h

e passando ao limite em ambos os membros, quando /# — 0, obtém-se imediatamente
k=f"(a) (note-se que | /A |/h é uma fungdo limitada de /4 - assume o valor 1 se 4 >0
eovalor -1 se £ <0 - e portanto o seu produto pelo infinitésimo & (%) € igualmente um
infinitésimo).

Inversamente, se f(x) admite derivada finita em x = a , ponto interior do dominio 4 de
f (x) , vé-se com facilidade que a funcdo ¢ diferencidvel nesse ponto. Com efeito,
considerando 6 > 0 suficientemente pequeno de modoque |4 | <0 = a+h e A e
definindo,

fla+h) - fa)

(a) - 0<|h| <&
o= 1/ @ h » O<fhf<o
0 , h=20
tem-se lim 6 (h) =0 e,

h—0

fla+h)—f@=f@.h-h.00h) =fla.h+|h|.cth) |,

com ,
h
——-0(h) , 0< |h <8
e(h)y=+4 |h e lime(h)=0,
0 ]’l:() h—0

o que prova a diferenciabilidade de f(x) em x =a.

Portanto, para as funcdes reais de variavel real, equivalem-se os conceitos de fungdo
diferenciavel e de funcdo com derivada finita num ponto (interior do respectivo
dominio).

Naigualdade, f(a+h)—f(a)=f"(a).h +|h|.e(h), aprimeira parcela do segundo
membro designa-se por diferencial de f(x) em x = a e constitui uma aproximacao da
diferenca f (a + h) — f(a) a menos da parcela | 4 | . € (h) que é um infinitésimo de
ordem superior a 4 , ou seja,

NION

h—0

0.

199



O simbolo normalmente usado para representar a diferencial de f(x) em x=a ¢

[d f(x)]s =« . Quando se esteja a considerar a diferencial da fungdo num ponto genérico x
interior do dominio, dispensa-se a referéncia ao ponto e usa-se o simbolo d f(x) , ou seja,

df(x) =f'(x).h.

Como a diferencial da fungdo g(x)=x ¢ dx =1.h =h,adiferencial de uma fun¢do
f(x) num ponto genérico x escreve-se frequentemente do modo seguinte :

df(x) = f'(x).h = f'(x).dx.

Esta igualdade permite representar a primeira derivada f”(x) como o quociente de duas

diferenciais,

dfx)
dx

()=

5

ou, caso se trate da derivada num ponto particular x =a ,

f(@)= {dgi")}

=a

Deste modo se justifica a simbologia usual para representar a primeira derivada da
fungdo y = f(x):

CRACY) ou 4y , emvezde f'(x).
dx dx

Inspirada nesta simbologia tem-se a seguinte notacao alternativa para as derivadas de
ordem superior :

d’f(x) d’y ”
. ou —dx2 , emvezde f”(x),

d’f(x) d’
P ou PR emvezde 7 (x),
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6. Teoremas fundamentais sobre funcées regulares

6.1 - Extremantes relativos ou locais e extremantes absolutos de uma funcao

r

Dada uma funcdo real de variavel real f (x) com dominio em 4 , um ponto a € 4 ¢
maxi-mizante local ou relativo de f (x) se e sO se existe uma V. (a) tal que, x € V(@) N
A= = f(x) < f(a) ;¢ minimizante local ou relativo de f (x) se e sO se existe uma V.
(a)talque, x e V(@) nA4d = f(x)= f(a) .

Sendo a um maximizante (minimizante) relativo, f (a) é o correspondente mdximo
(minimo) local ou relativo.

Maximizantes ¢ minimizantes locais ou relativos recebem a designagdo genérica de
extremantes locais ou relativos ; os correspondentes maximos ou minimos recebem a
designagdo genérica de extremos locais ou relativos .

Os extremantes e correspondentes extremos relativos de uma fun¢do nao devem
confundir-se com os seus extremantes e extremos absolutos : caso exista um ponto a € 4
tal que, Vxed , f(x) < f(a), tal ponto designa-se por maximizante absoluto da
funcdo, sendo entdo f(a) o mdximo absoluto ; caso exista um ponto a € 4 tal que,

Vxed, f(x)= f(a), tal ponto designa-se por minimizante absoluto da fun¢io, sendo
entdo f'(a) o minimo absoluto .

Note-se que o maximo absoluto de f(x) no seu dominio, se existe, ¢ inico, mas pode
ser atingido em mais que um ponto do dominio; de igual modo, o minimo absoluto de
f(x) no seu dominio, se existe, ¢ inico, mas pode ser atingido em mais que um ponto do
dominio.

As definigdes apresentadas permitem imediatamente afirmar que:

a) Maximizantes ou minimizantes absolutos de f (x) sdo seus maximizantes ou minimi-
zantes relativos, mas a inversa nao € verdadeira;

b) Méaximo ou minimo absoluto de f(x) ¢ madximo ou minimo relativo da fun¢do, mas a
inversa nao é verdadeira;

¢) Os extremantes (e correspondentes extremos) absolutos de f (x), caso existam,
encontram-se entre os respectivos extremantes (extremos) relativos da funcao.

O teorema seguinte ¢ fundamental :

Teorema 4 : Sendo f (x) uma fungdo real de variavel real com dominio A, se o ponto a
interior de A é extremante (maximizante ou minimizante) local, entdo, se existir " (a) ,
tem-se f’(a)= 0

Demonstracao : Faz-se a demonstragdo para o caso do maximizante, deixando-se o caso
do minimizante (que ¢ analogo) ao cuidado do leitor. Por ser a interior de 4 , existe
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uma V. .(a) < A4 e, por ser a maximizante relativo de f (x) , pode escolher-se £ > 0
suficientemente pequeno de forma que, x € Vo(a) < 4 = f(x) < f(a).Dado que,

f/(a):ll-m f(X)—f(a) :
x—a X —a
tem-se :
xeVga) Ax<a = MZO = f(a)> 0,
X—a
xeVga) Ax>a = MSO = f(a)< 0,
X—a

e as duas desigualdades, que devem ser verificadas ao mesmo tempo por f”(a) , impli-
cam necessariamente que f”(a) = 0, que era o que se pretendia provar.

Repare-se que a hipotese de a ser interior do dominio ¢ fundamental. Por exemplo, no
caso da fungdo f(x) :\/; cujo dominio € o intervalo [ 0, +co[ , tem-se /7 (0) =+ €

no entanto a fun¢do atinge o seu minimo absoluto emx =0 .

Refira-se ainda que a condi¢dao do teorema 4 ¢ apenas uma condicdo necessaria para a
existéncia de extremo relativo num ponto a interior do dominio da fun¢do, nao
garantindo, sO por si, que esse ponto seja extremante. Por exemplo, a fungio £ (x) = x°
tem derivada nula em x =0 e no entanto o valor zero nao ¢ extremante da funcao.

6.2 - Funcoes regulares. Teoremas de Rolle, Lagrange e Cauchy

Uma fungdo f(x) com dominio em A4 diz-se regular no intervalo I=[ a, b] contido em

A se e s6 se for continua em [ e admitir derivada finita em todos os pontos x € | a, b[

Para as fungdes regulares num intervalo vamos demonstrar alguns teoremas de grande
importincia em diversas aplicagoes.

Teorema 5 : Sendo f(x) regular em [ a,b] sendo f(a) = f(b), existe um ponto
cela,b| tal que f'(c)=0 (Rolle)

Demonstra¢do : Sendo f (x) continua em [ a , b] , admite nesse intervalo maximo e
minimo. Se 0 maximo e o minimo absolutos de f (x) sdo ambos atingidos nas extremi-
dades do intervalo, como f (a) = f (b) , a funcdo admite minimo e maximo absolutos
iguais e entdo ¢ constante no intervalo em causa, ou seja, f’(c) =0 para qualquer

cela,b| ;casoum dos extremos absolutos de f (x) seja atingido em certo ponto
interior ¢ € | a, b [ tem-se, pelo teorema 4, f”(c) = 0. Em qualquer dos casos, existe
pelomenosum ¢ € | a, b|[ tal que f7(c) =0, como se queria provar.

O teorema de Rolle admite os seguintes corolarios:
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Corolario 1: Dois zeros de uma funcdo f (x) regular num intervalo [ a , b] compreendem
pelo menos um zero da derivada f”(x)

Demonstracdo : Sendo «,f €[ a,b] ,com a< S, dois zeros de f(x), tem-se : f(x)
regularem [a,B] <[ a,b] ; f(a)=f(B). Logo, pelo teorema de Rolle, existe um

cela,B| talque f7(c)=0.

Corolario 2 : Dois zeros consecutivos da derivada de uma fungdo regular no intervalo
[ a,b] compreendem quando muito um zero da fungdo

Demonstracao : De facto, se esses zeros da derivada de f'(x) compreendessem dois zeros
de f(x), entdo, pelo corolario 1, entre esses dois zeros da fun¢do haveria pelo menos um
zero da derivada, o qual estaria compreendido entre os dois inicialmente considerados
que, portanto, ndo seriam consecutivos.

Para finalizar o estudo do teorema de Rolle , tem interesse dar uma sua
interpretacdo geométrica. Nas duas figuras seguintes representam-se geometricamente
duas fungdes que, relativamente a um intervalo [ a , b] se encontram nas condigdes do
enunciado do teorema de Rolle. Segundo este teorema, em um ou mais pontos
ce]a,b| deverater-se f’(c)=0 o que, de acordo com a interpretagdo geométrica da
derivada de uma fungdo num ponto, significa que ¢ paralela ao eixo O x a tangente a
curva que representa f(x), no ponto de coordenadas x=c, y =f(c):

AV y
a c b x a C1 ) b x
Caso de um so ¢ que Caso de mais de um ¢ que anula
anula a derivada a derivada

A partir do teorema de Rolle deduz-se outro teorema muito importante:

Teorema 6 : Sendo f(x) regular em [a , b], tem-se,

f)—f(a) _
b—a

para certo ¢ € |a,b[  (Lagrange)

1@,

Demonstracao : Considere-se a fungdo auxiliar ¢ (x) =f(x) - A (x - @) , com
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L) - f@)

(constante) .
b—-a

Claro que ¢ (x) é continua em [a,b] e existe finita ¢’(x) para todos os pontos

x € | a, b[ , porque idénticas propriedades sdo verificadas por hipotese por f (x) no
mesmo intervalo. Além disso, ¢ (a) = ¢ (b) = f (a) , como se verifica por substitui¢do
directa de x por a e por b na expressdo que define a funcdo ¢ (x). A funcdo ¢ (x)

verifica assim as hipotese do teorema de Rolle, existindo portanto um ¢ €] a , b[ tal
que, ¢’(c)= f"(c)- =0, donde se tira,

L _J®) - 1@

L= 1.

que era o que se pretendia provar.
O teorema que acaba de demonstrar-se merece alguns comentarios adicionais. Em certas

aplicagdes ¢ mais conveniente utilizar variantes da igualdade demonstrada no teorema.
Assim,

a) Sendo f(x) regular em [a, b] , tem-se,

f®)-fla) =(b-a).f"[a+6.(b-a)],

com certo € tal que 0 < @< 1. Esta igualdade decorre imediatamente do teorema de

Lagrange, bastando notar que qualquer ¢ € | a, b[ se pode exprimir do seguinte modo :
¢ =a+86.(b-a),comcerto & compreendido entre 0 e 1.

b) Sendo f(x) regular no intervalo fechado de extremidades a e x (este intervalo ¢
[a,x] se x>a e [x,a] se x<a), tem-se:

fx)—fl@)=(x—-a).f'la+6 .(x—a)] ,com 0< 6, <1.

Esta igualdade ¢ evidente quando seja x = a ; decorre da igualdade da alinea a) ,
quando seja x > a ; e decorre da igualdade da alinea a) aplicada ao intervalo [ x, a] ,
quando seja x < a, pois de,

fl@-—fx)=(@—x).f[x+ 4 .(a—x)] ,com O0< <1,

resulta sucessivamente,
fo—f@=x-a).f[x+u.(a—x)] ,com 0< <1,

fx)—fl@=(x-a).fla+(1—4).(x—a)] ,com O0< <1,
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fx)—f@=(x—-a).f[a+6 .(x—a)] ,com 0<&=1—pu<1.

¢) Sendo f(x) regular no intervalo fechado de extremidades ae a+h(h>0,h=0 ,
ou h<0),tem-se,

fla+h)—f(a)=h. f"(a+ 6h) , com 0< @ <1 (6 dependede s );

esta igualdade resulta da alinea b), fazendo h=x-a.

O teorema de Lagrange admite o seguinte importante corolario:

Corolario : Seja I um intervalo ndo degenerado e admita-se que f (x) e g(x) tém a
mesma derivada finita nos pontos interiores de I e a mesma derivada lateral, também
finita, nas extremidades do intervalo (caso lhe pertencam). Entdo a fungdo h(x) =
= f(x) — g(x) é constante nesse intervalo

Demonstracdo : Fixe-se um qualquer a € /. Dado um ponto x € [ arbitrario, a fung¢do

h(x)éregularem [ a,x] se x>a ouem [ x,a] se x<a:com efeito, das hipoteses do
enunciado decorre a continuidade das funcdes f (x) e g(x) - logo de A(x) -em [ e
portanto também a continuidade no intervalo de extremidades a ¢ x naquele contido;
por outro lado, f(x) e g(x) admitem derivada finita em todos os pontos de / (derivada
lateral nas extremidades de / caso lhe pertengam) e, portanto, 4(x) = f (x) - g(x) admite
derivada finita no interior do intervalo de extremidades a e x .

Tem-se entdo, pelo teorema de Lagrange,

h(x)—h(a)=(x—a).h'[a+ 6, .(x—a)] ,com 0< 6. <1 ;
como a+ 6 .(x—a) € I ecomo neste intervalo 4’ (x) =f"(x) - g’(x) = 0 (porque por
hipotese ambas as fungdes tém a mesma derivada no intervalo), resulta, A(x) — h(a) =0,

ou seja, h(x) = h(a) . Conclui-se assim que a fungdo /(x) = f (x) - g(x) € constante no
intervalo I [porque fixado um a € I, para qualquer outro x € I tem-se h(x) = h(a)] .

Para terminar o estudo do teorema de Lagrange, vejamos a sua interpretagdo geométrica.

Na figura seguinte, representa-se uma fung¢io regular no intervalo [a , b] . A razdo,

IOENON
b-a

¢ o declive darecta SCT que passa pelos pontos [ a, f(a)] e [b, f(D)] :
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> —scT

O teorema de Lagrange garante a existéncia de pelo menos um ponto ¢ do interior do
intervalo [ a, b] tal que f”(c)= A ; tendo em conta que f”(c) € o declive da tangente a
curva no ponto de abcissa x = ¢, o teorema de Lagrange garante a existéncia de pelo
menos um ponto ¢ do interior do intervalo [ a, b] tal que a tangente a curva no
ponto [ ¢, f(c)] temo mesmo declive que a secante SCT que passa pelos pontos

[a, f(@)] e[ b, f(b)], ou seja, tal que a referida tangente ¢é paralela a referida secante.
No caso exemplificado na figura ha trés pontos ¢ nessas condi¢des (c¢1,¢2 € ¢3) .

Vejamos agora um novo teorema sobre fungdes regulares que mais ndo € que uma
generalizacdo do teorema de Lagrange.

Teorema 7 : Sendo f (x) e g(x) duas fungbes regulares no intervalo [a , b] , se para

todosos x € |a,b| setem g’(x) =0, entdo existe pelo menos um ponto ¢ € | a , b
tal que,

fb) - f(a) - f: (c) (Cauchy)
g(b)—-gla) g(o

Demonstragdo : Como g(x) é regularem [ a, b] e g’(x) # 0 no interior desse intervalo,
tem de ser g(b) # g(a) , caso contrario g(x) verificaria as hipoteses do teorema de Rolle

no intervalo e entdo g’(x) anular-se-ia em certo ponto x=c €] a, b[ .

A demonstragdo da igualdade do enunciado parte da fun¢do auxiliar,

PO =) - ALe-g@] . com A= LSO

g(b) - gla)

Claro que ¢ (x) é continua em [a,b] e existe finita ¢’(x) para todos os pontos
x €] a, b[ , porque idénticas propriedades sdo verificadas por hipotese por f(x) e g(x)
no mesmo intervalo. Além disso, ¢ (a) = @ (b) = f (a), como se verifica por substitui¢ao
directa de x por a e por b na expressdo que define a funcdo ¢ (x). A funcdo ¢ (x)
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verifica assim as hipotese do teorema de Rolle, existindo portanto um ¢ €] a , b[ tal
que,
¢'(c) = f()-4.2"(c)=0,

donde se tira,
LSO - 1@ f©
gb)-ga) g’

que era o que se pretendia provar.

Observe-se que o teorema de Lagrange (teorema 6) se pode obter como corolario do
presente teorema, tomando g(x) =x .

7. Alsumas aplicacoes das derivadas

7.1 - Levantamento de indeterminacoes

A aplicagdo da regra do quociente no calculo de limites conduz frequentemente a casos
de indeterminacdo do tipo 0/0 ou (£o)/£o) . Vamos estudar duas regras que envolvem
as derivadas do numerador e denominador da frac¢dao e que permitem em grande nimero
de situacdes o levantamento de tais indeterminacoes.

A) Regra de L.’Hospital

Esta regra permite levantar indeterminacdes do tipo 0/0, quando se verifiquem
determinadas hipdteses. Considerem-se duas fungdes ¢ (x) € ¥ (x) e admita-se que:

1) Ambas as fungdes sdo definidas em certo intervalo [ a,a+ &[ e w(x) # 0 para
xela,a+¢] ;

2) lim @ox)=¢(@)=0=wy(@)=lim y(x ;

x—>a+0 x—>a+0
3) Existem ¢ (a) e w;(a) ndo conjuntamente infinitas e tem-se w;(a) #0 .

Nestas condi¢des, vamos ver que,
X a
lim 20 _ 4@
x—a+0 l//(X) l//d(a)
com as seguintes convengdes quanto ao valor do segundo membro:

k/£o0)=0 , (xoo)/k=(£) se k>0 e (too)/k =(F ) se k<O0.

Com efeito, por ser ¢ (a) =0= y(a), tem-se,
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@ (x)—¢(a)

im ) e () —p@) _ x—a___ g4
yoa+0 W(X)  xsaro W (X) -y (a) woaro W (X) =~y (a) wa(a)
X —a

com as convengdes referidas quando uma das derivadas laterais seja infinita.

A argumentagdo precedente vale para o limite lateral esquerdo, considerando as
hipoteses:

1) Ambas as fungdes sdo definidas em certo intervalo | a-¢,a] € w(x) # 0 para

xela-¢,al ;

2) lim ox)=@(@)=0=y(@=1Ilim ykx);

x—>a—-0 x—>a—-0
3) Existem ¢’ (a) e w’%(a)ndo conjuntamente infinitas e tem-se % (a) =0 .

Obtém-se entdo :
i 2 _ 9@

- ' b
x—>a-0 l//(X) l//e((l)
com as convengdes anteriormente referidas quando uma das derivadas laterais seja
infinita.

Quando as fungdes ¢ (x) € ¥ (x) sejam definidas em |a-g,a+ ¢, w(x) # 0 para
xela-g,al V]a,a+e[ e lim p(x)=p(a)=0=w(a)=lim w(x) ,tem-se,
xX—>a xX—>a
lim £ _ 2@
e Y(X) w(a)
caso existam as derivadas ¢@’(a) e y’(a)ndo conjuntamente infinitas e seja ' (a) #0 ,

com convengdes quanto ao valor do segundo membro anilogas as anteriormente
referidas no caso dos limites laterais.

Vejamos um exemplo de aplicacao da regra de L Hospital:

. 1 — cosx [l—cosx]xzo sen 0
lim = = =0.

x>0 sen x [sen x]

1
xX=

B) Regra de Cauchy : Indeterminacio 0/0

Admita-se que as fungdes ¢ (x) e y (x) verificam as seguintes hipoteses:

1) Sdo definidas em certo intervalo | @, a[,com a € R ou a=- etem-se w(x)#0
nesse mesmo intervalo ;
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2) lim @x)=0=1I/im w(x) ,quandoseja a € R,

x—>a+0 x—>a+0

lim ¢(x)=0=1Iim w(x),quandoseja a=-o ;

X—>—o© X—>—00

3) Existem finitas em ] a , « [ as derivadas ¢’(x) € v’/ (x) e tem-se y’(x) # 0 nesse inter-
valo.

Nessas condi¢des vamos ver que, com k finito , +o0 ou -oo,

lim (p'(x) =k = lim LAC)] =k (casoaeR)
x—>a+0 l// (x) x—>a+0 l//(x)

lim (p'(x) =k = lim ¢ (x) =k (caso a=-o).
x—>—0 Y (X) v Y (X)

1° Caso : k finito

Fixado o> 0 arbitrério, existe um fs> a tal que,

vela.ps[ cla.al = k-62< 29 crisn
v (x)

por defini¢do de limite. Tomando dois pontos x >y no intervalo | a, Bs[ , tem-se que
as fungdes ¢ (x) e w(x) verificam as hipdteses do teorema de Cauchy no intervalo

[v.x] c]a,Bs[ < ]a, a| :sido ambas regulares nesse tltimo intervalo e y’(x) #
0 em ]y,x[ . Tem-se entdo,

p(x) - () _ @ (x*)
v () -y () v (%)

, com x*e |y, x[c]a,pBs] .

Assim, para quaisquer pontos x >y do intervalo | a, Bs[ , tem-se:

o (x)— ¢ (y)
v (x)—w ()

k-672< <k+6/72 .

Fazendo y tender para a+0 (ou y tender para -co, casoseja a=-o ), @) ¢ YUy)
tendem para zero por hipotese e obtém-se,

@ (%)
y (x)

k-6/2<

<k+6R ,paraxe]a,pBs|,

o que implica,
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b5 < @ (x)

<k+06,para xe]a,ps| ,
v (x)

assim se provando que,

lim ¢ (x) =k ou Ilim ¢ (x) =

x—>a+0 W(X) X—>—o0 l//(X)

consoante seja a € R ou a=-00.

2°caso: k=%

Tal qual como no primeiro caso, mas partindo de,

LAC) >2/5 (caso k=+0o) ou de 0 (x LACI -2/6 (caso k=-o),
7% (x) 4 (x)

desigualdades validas para x € | a, Bs[ < Ja, «f .
A argumentacao precedente vale no caso de as hipdteses serem verificadas relativamente

a um intervalo Ja, a[ ,com a € R ou a =+, devendo entdo tomar-se limites quando
x tende para a -0 ou para +co, obtendo-se entdo:

im L9 ko tim 2 _p (casoa e R)
x—=a-0 Y (.X) x—a-0 l//(X)

tim 2k ootim 29 Ck (caso a=4e0 )
x—>+0o Y ()C) X—>+o0 l//(X)

Como corolario dos resultados anteriores referentes aos limites laterais, pode concluir-se
que, caso as fungdes ¢ (x) e y (x) verifiquem as hipdteses:

1) Sejam definidasem Ja,a[ U]a, B[ e w(x)#0 nesse conjunto ;

2) limp(x)=0=lim y (x);

xX—>a xX—a

3) Existam finitas ¢’ (x) € ¥’ (x) em Ja,a[ U]a, B[ eseja ' (x)# 0 nesse mesmo
conjunto,

entdo, com £ finito , +o0 ou -0,
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im 29 oo 2

x—>a Y (X) x—a l//()C)

chegando-se a tal conclusdo por aplicagdo dos resultados antes obtidos para os limites
laterais.

Ao aplicarmos a regra de Cauchy no levantamento de uma indetermina¢do 0/0 , pode
suceder que no célculo do limite do quociente ¢’ (x) / ¥’ (x) surja nova indeterminagao
0/0 . Nesse caso, se as hipdteses da regra de Cauchy forem também verificadas
relativamente as fungdes @’ (x) e ¥’ (x), podemos calcular o limite de ¢p” (x) / w” (x) e
concluir que:

im 29 i 2 i 2
x>a Y (X) xsa Y (X) ya Y(X)

E assim por diante , caso no calculo do limite do quociente ¢”(x) / w”(x) ainda se tenha
uma indeterminagao 0/0 .

Vejamos dois exemplos de aplicagio da regra de Cauchy no levantamento de
indeterminagdes do tipo 0/0 :

1) lim Senx lim oS x =1
x»0 e —1 x—0 e’
—-1)? 2 (x -1 2
2) lim (-1 :lim(x—)zlim—:2
xs1 l—cos(x—1) 1 sen(x—1) rs1 cos(x—=1)

C) Regra de Cauchy : Indeterminacio (+o0)/(+0)

Admita-se que as fungdes ¢ (x) e y (x) verificam as seguintes hipoteses:

1) Sdo definidas em certo intervalo | a,a[,com a € Rou a=-w etem-se y(x)=0
nesse mesmo intervalo ;

2) lim @)= +o =1im w(x),quandoseja a € R,

x—a+0 x—a+0

lim @)= +oo=1lim w(x),quandoseja a=-o ;
X—>=© x—>—

3) Existem finitas em | a ,a [ as derivadas ¢’ (x) € v’ (x) e tem-se ' (x) # 0 nesse
intervalo.

Nessas condi¢des vamos ver que, tal como em B), com £ finito, +o0 ou -0,
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iim 2 (x) @ (x)

; =k = lim =k (casoaeR)
x—>a+0 Y (x) x—>a+0 lﬂ(x)
lim gp'(x) =k = lim ¢ (x) =k (caso a=-w).
x>—0 Y (X) xos—o Y (X)

Antes de mais refira-se que estas implicagdes subsistem se na hipotese 2) as fungdes
tenderem ambas para -co , ou uma para +co e outra para -co, como se verifica facilmente
por conveniente troca de sinal das fungdes envolvidas. Com efeito, caso seja, por

exemplo, /im ¢@(x)= -0 e Ilim y(x)=+co,tem-se, admitindo como verdadeiras
x—>a+0 x—>a+0

as implicagdes referentes ao caso em que ambas as fungdes tendem para +co,
1im 2 %)

- (%) —p(®) _

. =k = Ilim =-k = lim -k =
x—a+0 W (X) x—a+0 Y ()C) x—>a+0 l//(X)
= tim 20 _ g
xoa+0 Y (X)

Passemos entdo a demonstragao das implicagdes em causa.

1° Caso : k finito

Fixado 6/2 > 0 arbitrario, existe um fs>a tal que,
vela, gl < la,al = k-6/2 < 23 hisia
y (%)

por defini¢do de limite. Fixe-se y € | a, Bs[ e, a partir dele, determine-se 3 €] a, Bs[
tal que,

xela,pl cla,pslcla,a] = v@>0 ¢ vE>yQ,

o que sempre ¢ possivel por ser iy (x) > +o quando x — a + 0 (ou quando x — -

no caso de ser a = - o ). No intervalo de extremidades y €] a, Ss[e x € | a, [ as
fungdes @ (x) e w(x) verificam as hipoteses do teorema de Cauchy e, portanto,

P -p() _ ¢ ("
v -y () e

com x* pertencente ao intervalo | a, Bs[ ; pode pois concluir-se que,

ho5/2 < 2D =00 s
v (x)—w ()
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desde que y e]la,Bs[ e xe]a,y[ .Dadas as condigdes impostas na determinagao

de 5, tem-se w(x)> 0 e w(x)>w(y),para x € | a, ¥4 [, deduzindo-se da dupla
desigualdade a que se chegou,

(k-0/2) [y@-v)] <e@®)-00) < (k+6/2).[y(x) -y )]

90 +(k-0/2) [y@-vO)] <@ < ) +(k+6/2.[y ) - v()]

@+(k—5/2){1 - ‘/’(y)} <2 2w, (k+6/2).{1 —M} ,
w(x) y(x)] v  w) w(x)

para x € |a, %[ e com y € |a, Bs[ fixo. Quandox — a + 0 (ou x — -0, caso seja
a = -00), as fungdes que enquadram o quociente ¢ (x) / ¥ (x) tendem, respectivamente ,
para k-0 /2 e k+ 0 /2 porque, com y fixo, as fraccdes @ (y)/ w(x) e w(y)/ v
(x) tendem ambas para zero. Tal significa que com &> 0 suficientemente pequeno se tem

,parax € |a,a+ &[ ou]—oo,-1/¢[ (consoante seja a finito ou -o0),

h=6/2)-512=k -5 < 29 ¢ (k+5/2)+6/2=k+5 .

w(x)
0 que permite concluir que,
lim ¢ (x) =k (casoaeR)
x—>a+0 l//(X)
lim ¢ (x) =k (caso a=-o).
x> Y(X)

2°Caso : k=+o0

Tal como no 1° caso, mas partindo de,

(x)

>2/5, para xe la,Bs] < la,af .
y (x)

O desenvolvimento do argumento, tal qual como no primeiro caso, leva a desigualdade,

mwz@m}
p(x) wx o w(x) ]’

para x € |a, [ e com y e |a, Bs[ fixo. Quandox — a + 0 (ou x — -o, caso seja
a = -o0), a fungdo que minora o quociente ¢ (x) / w (x) tende para 2 /6 . Tal significa
que com & > 0 suficientemente pequeno se tem , parax € |a,a+ [ ou] -0, -1/g][
(consoante seja a finito ou -c0),
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px) 2 1 1
wix) o6 o6 &’
0 que permite concluir que,
lim LAC)] = +o0 (casoa € R)
x—>a+0 l//(X)
lim ¢ (x) =400 (caso a=-0).
x> Y (X)

3°Caso: k=-

Tal como no 2° caso, mas partindo de,

(o'(x) <2/5, paraxela,Bs[ < ]a,af .
v (%)

A argumentacao precedente vale no caso de as hipdteses serem verificadas relativamente

aum intervalo Ja, a[ ,com a € R ou a =+, devendo entdo tomar-se limites quando
x tende para a -0 ou para +co, obtendo-se entdo:

im L9 ko tim 2 Cp (casoa e R)
x—a-0 Y (x) x—a-0 l//(x)

tim 29 ko otim 2k (caso a= 400 ).
x>+ Y (x) X—>+® V/(x)

Como corolario dos resultados anteriores referentes aos limites laterais, pode concluir-se
que, caso as funcgdes ¢ (x) e y (x) verifiquem as hipoteses:

1) Sejam definidasem Ja,a[ U ]a, B[ e w(x)=0 nesse conjunto ;

2)lime(x)=xoe limy (x)==%c0;

X—>a X—>a

3) Existam finitas ¢’ (x) e w’(x) em Ja,a[ U]a, B[ eseja y’(x)# 0 nesse mesmo
conjunto; entdo, com k finito , +c ou -co,

lim (p:(x) =k = lim » (x) =
x—oa Y (X) x—a l//(X)

3
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chegando-se a tal conclusdo por aplicagao dos resultados antes obtidos para as derivadas
laterais.

Ao aplicarmos a regra de Cauchy no levantamento de uma indeterminagao (fo0)/(£o0) ,
pode suceder que no calculo do limite do quociente ¢’(x) / y’(x) surja nova indetermi-
nacao (#o0)/(#o0) . Nesse caso, se as hipoteses da regra de Cauchy forem tam-
bém verificadas relativamente as fungdes ¢’ (x) e ¥’ (x), podemos calcular o limite de
@”(x)/ w”(x) e concluir que:

n '

lim ¢,,(x) =k = lim (o'(x) =k = Ilim

xsa Y (X) soa Y (X) e W)

E assim por diante , caso no célculo do limite do quociente ¢” (x) / w” (x) ainda se
tenha uma indeterminagao (+oo)/(£0) .

Vejamos dois exemplos de aplicagdo da regra de Cauchy no levantamento de
indeterminacdes do tipo (£e0)/(£0) :

1/x* 3 1/x*
-2/ . 2
1) lim c = lim ( ¥).e = lim (-1/x*).e"™ = - ;
x—=0 logx x—0 2/x x>0
2
2
2) lim x—x=lim —))f:lim — =0.
x>+ € x—>+0 € x—>+wo €

7.2 - Estudo da monotonia e extremantes

O sinal da primeira derivada de uma fun¢do num intervalo permite concluir sobre o seu
eventual crescimento ou decrescimento nesse intervalo, nos termos do teorema seguinte:

Teorema 8 : Sendo f (x) continua no intervalo I e existindo finita f” (x) nos pontos inte-
riores de I, tem-se:

a) Se f’(x) 20 no interior de I, entdo f(x) é crescente em sentido lato no intervalo ;
b) Se f”(x) 2 0 no interior de I e entre quaisquer dois pontos do intervalo sempre se

encontra um terceiro onde a derivada é maior que zero, entdo [ (x) é crescente em
sentido estrito no intervalo .

Demonstracdo : a) Tomando x;, x; € I, com x; < x,, tem-se f(x) continua no intervalo
[ x1,x] <1 eexiste finita f”(x) em ] x;,x2[ . Logo, pelo teorema de Lagrange,

f)—f(x1)=02 -x1) ./ (x¥ , com x*e |x;,x[ .
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E como por hipdtese f”(x) > 0 nos pontos interiores de / e x* ¢ um desses pontos,
tem-se f(x2)= f(x1), 0 que prova o crescimento lato de f(x) em /.

b) Pela alinea anterior, tem-se que x; < x; = f(x2) = f(x1) . Se pudesse ser f(x,) = flx
) ter-se-ia f'(x) = f(x1) =f (x2) para todos os x € [ x;, x2 ], ou seja, a fungdo seria

constante no intervalo [ x;, x| e, portanto, f”(x) = 0 nesse intervalo, contrariamente a
hipdtese de entre quaisquer dois pontos do intervalo / sempre se encontrar um terceiro
onde a derivada ¢ maior que zero. Tem-se assim que,

X1 < XZ:,>f(X2)> f(xl),
0 que prova o crescimento estrito de f(x) em /.
Do teorema que acaba de ser demonstrado decorre o seguinte corolario:

Corolario 1 : Sendo f (x) continua no intervalo I e existindo finita f” (x) nos pontos inte-
riores de I, tem-se:

a) Se f’(x) £ 0 no interior de I, entdo f(x) é decrescente em sentido lato no intervalo ;

b) Se 7 (x) < 0 no interior de I e entre quaisquer dois pontos do intervalo sempre se
encontra um terceiro onde a derivada é menor que zero, entdo f (x) é decrescente em
sentido estrito no intervalo .

Demonstracdo : Basta aplicar o teorema 8 a funcdo g(x) = - f (x) e notar que f (x)
decresce se e s0 se g(x) =-f(x) cresce.

Refira-se ainda que o teorema 8 e seu coroldrio podem facilmente demonstrar-se sob a
hipdtese mais fraca de f'(x) ser continua no intervalo 7 e f”(x) existir finita nos pontos
interiores de /, salvo um numero finito deles. De facto, sendo a1 < a; < ... < a; 08
pontos interiores do intervalo / onde f”(x) ndo existe finita, o teorema 8 e seu corolario
sdo validos em cada um dos seguintes sub-intervalos de / :

Ilzlm] _Ooaal]y 12:[611902] 9 v alk:[ak—lyak] ’ Ik+1:[ak:+00[ml 5

e como a extremidade final de cada um destes sub-intervalos € a extremidade inicial do
seguinte, facilmente se conclui que o teorema 8 e seu coroldrio sdo igualmente validos
em todo o intervalo / .

O estudo dos intervalos de monotonia de uma fungdo permite ainda tirar as seguintes
conclusdes sobre a existéncia de extremantes relativos (interiores ou fronteiros) :
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a) Dado um ponto « interior do dominio da funcdo, se a fungdo cresce em certo
intervalo | a - &, a] e decresce em certo intervalo [ @, a+ §[ , o ponto em causa é
maximizante relativo ; se a fungdo decresce em certo intervalo | a - £, a] e cresce em

certo intervalo [ @, a+ §[, o ponto em causa € minimizante relativo .

b) Dado um ponto a , se certo intervalo [ @ , a + 5[ esta contido no dominio da fungio e
certo intervalo | a - ¢, a[ ndo tem pontos desse mesmo dominio, entdo: se f(x) cresce

em[a,a+ [ ,oponto a éminimizante ; se f(x) decresce em [ @, a+ J[, o ponto a
¢ maximizante .

¢) Dado um ponto a , se certo intervalo | a - &, a] esta contido no dominio da fungéo e
certo intervalo | a, a+d [ ndo tem pontos desse mesmo dominio, entdo: se f (x) decresce
em ] a-¢&,al,oponto a éminimizante ; se f(x) cresce em |a- &, a] ,oponto a é
maximizante .

E claro que o estudo do comportamento de f (x) antes e depois de a pode fazer-se
mediante a analise do sinal da derivada, caso exista.

- 3x

Vejamos um exemplo de aplicacdo. Dada a funcdo f{x) = e* , com dominio em R ,

tem-se,
f1x) = (3x2 - 3). et T =3 .(x - 1) .(x + 1). et T
e ¢ facil concluir que:
~0< x<-1 = f’(x) >0 = f(x) é estritamente crescente em | -0, -1] ,
1< x<1 = f/(x) <0 = f(x) é estritamente decrescente em [ -1, 1] ,

1< x<+0 = f’(x) >0 = f(x) é estritamente crescente em [ 1, +oo] ;

o ponto x =-1¢ um maximizante € o ponto x =1 ¢ um minimizante. Também se
conclui que a fungdo ndo tem extremantes absolutos, porque tende para +c0 quando x
tende para +o0 e tende para zero sem nunca se anular (a exponencial ¢ sempre positiva)
quando x tende para -co.

7.3 - Estudo da convexidade e concavidade

Diz-se que f(x) € convexa no intervalo / se e s6 se dados quaisquer pontos xj, x; € [
, com x; < x2,e sendo A e u reais positivos e tais que A+ u=1,
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SAxi+pux2)< Af(a)+pufx);

nas mesmas condigdes, se se tiver, f(Axi+ ux2)=> Af(x1)+ p1f(x2), diz-se que f(x)

¢€ concava no intervalo / .

A convexidade e concavidade t€m interpretacdes geométricas conhecidas:

a) Sendo f(x) convexa em /, entdo dados x;,x; € I, com x; < x;, 0s pontos da curva

que representa f(x) que tenham abcissa x’ € [ x1,x2] tém ordenada y”” ndo superior a
ordenada y’dos correspondentes pontos de abcissa x” na recta secante a curva que

passa pelos pontos [ x;, f(x1)] € [x2, f(x2)] , como se indica na figura seguinte:

y _~Secante

X7 X X2 X

Com efeito, a equacdo da secante referida €,

Y= flo)+ f(xy) - f(x) (x-x),
Xy — X
sendo portanto,
= flay e LED IO oy e oy
X, — X

Vamos entdo ver que y”< y’. Notando que para x’=x; ou x'=x; se temy”
bastara considerar o caso x”’e€ | x;,x2[ , ou seja,

X'=Ax1+u'xy ,com A, u'>0 e A'+u'=1;

tem-se, sucessivamente,

= 00)+ o) = J(x) L(x-xp) =
Xy — X
=f(x2)+ S(xp) = J) X1+ (X - xp) =
Xy — X
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= fl)+

- X)) =

S(x) = f(x) A (x
X, — X DA
=f2)- A [f(x2) - f(xD)] =47 f(x) +u”. f(x2) .

Por outro lado, a convexidade de f(x) em [ garante que,

yi=fa) = fAi+px) < A f(x) +ul f(x) =y,
COmo se queria provar.

b) Analogamente, sendo f (x) concava em / , entdo dados x;,x, € I, com x;< X2, 0S
pontos da curva que representa f(x) que tenham abcissa x”e [ x1, x2] tém ordenada

144

y” ndo inferior a ordenada y»” dos correspondentes pontos de abcissa x’ na recta

secante a curva que passa pelos pontos [ x1, f(x1)] € [x2, f(x2)], como se indica na
figura seguinte:

Secante

e

144

X7 X X2 X

Sendo f'(x) continua no intervalo / e admitindo derivada finita f”(x) nos pontos interio-
res desse intervalo, o estudo da monotonia da fun¢do derivada pode esclarecer sobre a
eventual convexidade ou concavidade de f (x) no intervalo, nos termos do teorema
seguinte:

Teorema 9 : Sendo f(x) continua em I e existindo f”(x) finita nos pontos interiores de
1, entdo:

a) Se f’(x) é crescente no interior Iy de I, f(x)é convexaeml

b) Se f”(x) é decrescente no interior Iy de I, f(x) é concava em [
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Demonstracdo : a) Tomando x;,x; € [, com x; < x; , selam A, u>0 ed+pu=1.
Seja x*=Ax; + ux, e considerem-se os intervalos [ x; , x*] ¢ [ x*,x] . Em
qualquer desses dois intervalos a fungdo ¢ regular (¢ continua e admite derivada finita
nos respectivos pontos interiores) e pode, portanto escrever-se pelo teorema de
Lagrange,
JEH)=f) = ¥ =x1).f(k) e fO)-fx*) = (a—x*).f" (k) ,
com x; < ki< x*< kp < x . De x*=Ax;+ ux; resulta de imediato que,
xX¥—x; = u.(x—-x1) e x2—x*=A.(n—x1),
€ portanto,

S —f)= p.La—x).f/(k) e fOr)-f&*)=1.(a-x1).f" (k) .

Multiplicando ambos os membros da primeira igualdade por 4 e os da segunda por «,
obtém-se,

A SR =4 fC1) = A uoo—x1). f (k)

1o @)~ f*) = A (=) (k).
Notando agora que ,

< h<x*<hbh<x = (k)< k),
por ser f( x) crescente no interior Iy de I , resulta, sucessivamente,

ASOR) A fO)S o f ()~ p (%)

2SO+ u [ S AL fO) + . (x2)

FOH) = fx+px) < A ) +u. (),

o que prova a convexidade de f(x)em /.

b) Tal como em a) , mas notando que com f”(x) decrescente em /;, se chega no final a
uma desigualdade > em vezde < .

O teorema admite o seguinte corolario de frequente utilizagdo pratica:

Corolario 1 : Sendo f(x) continua em I e existindo f'(x) e f”(x) finitas nos pontos
interiores de I, entdo:

a) Se f”(x) = 0 no interior Iy de I, f(x)é convexaeml
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b) Se f”(x) < 0 no interior Iy de I, f(x)é concavaem I

Demonstracao : a) A existéncia de f”/(x) finita em /y implica a continuidade de f” (x)
em [y e entdo a condi¢do /7 (x) = 0 assegura o crescimento de f”(x) em /, . O teorema
ga-rante entdo a convexidade de f(x)em /.

b) Argumento semelhante ao utilizado em a).

Antes de passarmos a um exemplo de aplicagcdo, convém dar a nogdo de ponto de

inflexdo: caso f'(x) seja convexa em certo intervalo [a , b] e concava em certo intervalo

[ b, c] , ou concava no primeiro e convexa no segundo, o ponto b é abcissa de um
ponto de inflexdo da curva que representa f(x) ; o ponto de inflexdo é portanto o ponto

[, 7®)].

X

Vejamos entdo um exemplo de aplicacdo. Dada a funcdo f(x) = e~ ’ , tem-se,

fi(x) =-2x. e v

@)= (4x? = 2).e " = 2(x - J2/2)(x + J2/2). e,
donde resultam as seguintes conclusdes:

o0 < x <-4/2/2 = f7(x)>0 = f(x)convexaem | -0, - [2/2]
-J2/2 <x < J2/2 = f7(x)<0 = f(x) concavaem [-,[2/2, \[2/2]
\/3/2 <x <+ = f’(x)>0 = f(x) convexa em [ﬁ/2 ,+oo] .

Os pontos de abcissa x = - \/3 /2 ou x= \/3 /2 sdo pontos de inflexao.
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8. Exercicios

1 - Usando a respectiva definigdo, estude a existéncia de derivada para as seguintes
fungdes nos pontos indicados:

0 , x=0

a) fx)=x-|x|,emx=0;b) f(x)= xl/x Cx20 ,em x=0 ;
I+e

2 1 .
¢) f(x)= *'+1, x racional ,em x=1;d) f(x) ={x—-1,emx=lex=2;
2x , x irracional
) S0 =1 e 0
€ = , €m = 5
¥ xcos(l/x) , x#0 ¥

f) f(x)=sen(x-1).cos(x-1),em x=1;

g) f(x)=|x|log(x+1), em x=0 ; h) f(x)=cos[I(x). ] ,em x=10 ;

i) f(x)= Jx.senx.cosx ,em x=0 .

2 - Quando possivel, dé exemplos de fungdes 1 (x) que verifiquem as seguintes condi-
¢oes:

a) Continuaem x=0 ecom f,(0)=1¢ f,(0)=2;

b) Nao continuaem x=0 ecom f,(0)=/7 ¢ f;(0)=2;

¢) Continuaem x=0 e com f"(0)=-c0 ;

d) Continuaem x=0 ecom f7,(0)=0 e f%(0)=+c0 ;

e) Nao continuaem x=0 ecom f,(0)=0 e f,(0)=+c0 .

3 - Usando as regras de derivagdo, determine as primeiras derivadas das seguintes
fungdes:

+ 2
a) y=1gx - x ; b) y= TS 1) y= UET ) p= oFF
1 — senx

e) y=senx.cosx.tgx ; f) y=x".(1+logx) ; g y= cos (arc senx) ;

X . sen 2x . x-1 -x
h) y=(logx) ;i) y=x"";j) y=+" ;K y=1+20"";
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1
) y= ———— :m) y=log(logx) ; m) y= x.sen’(1kx) ;
1+ 2e

1
0) y=logx + log2x + ... + lognx ; p) y=log[arccos (log T2 )
+ X

qQ V= (log x)log(sz) ; T) y= arcsen 4 1 — x? ;8) y= log X senx

1 +cosx

4 - Determine m ,n ¢ ¢ de forma que arecta y=m x +m +n seja tangente no ponto
P(0,1) acurva que representa a fungao,

y=m.senx + n.cosx + (n-q).x + q.

5 - Dada a fungio,

f(x)z{\/; , 0<x<nr

senx , x<0

determine o menor dos angulos formados pelas rectas que contém as semitangentes a
direita e a esquerda da curva y =f(x) em P(0,0).

6 - Dadas duas curvas y = g(x) e y = h(x) , dizem-se tangentes no ponto P(a , b) se: 1) O
ponto P pertence a ambas as curvas ; 2) Sdo coincidentes as tangentes as duas curvas no
ponto P . Posto isto,

a) Ascurvas y = X e y=X.sen x sdo ou ndo tangentes na origem ?
b) Determine a de forma que as curvas,

(a+1).sen(x—-1)
a+?2

v=a.logx e y=

b

sejam tangentes no ponto P(1,0).

7 - Determine a ¢ b em,

b

de forma que a recta de equacdo y - x - 1 =0 seja tangente a curva y = f (x) no ponto
P(0,1).
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8 - Utilizando a nogdo de diferencial, calcule um valor aproximado para:
a) 1g 46 °, sabendo que 1° ~ 0,01745 radianos ; b) ™. sen 0,01 ; ¢) 3/25 ;

d) log 10,2 , sabendo que /og 10 =2,303 .

d d
9 - Sabendo que y=x" , mostre que LR (n € N), nos pontos x # 0 .
X

10 - Escreva a expressio das diferenciais, num ponto genérico x, para as fungdes :

a) y=logx ; b) y=senx.logx ; ¢) y=(senx+cosx).log\/; .

11 - Representando por y™ a derivada de ordem n , mostre que :
a)Com y=e™ , y" = qa".e" ;
b) Com y= sen(kx) , y™ = k' .sen(kx +nz/2);
¢)Com y=logx , y™ = (1" (n-1)!.x";
d)Com y=xe', y"” = (x+n).e";
e)Com y = € .cosx , y"=2"".¢ cos(x +nn/4);
f)y Com y=a.sen(kx) + b.cos(kx),
y® =k [a.sen(kx +nz/2) + b.cos(kx +nz/2)] ;
g) Com y=f(ax), y™ = a" f" (ax), supondo f(x) derivavel até a ordem 7 ;
h) Com y=arctgx , y” = (n-D!cos"y.sen[n.(y +z/2)] ;

i) Com y= e™.sen(bx) e a>0, y™ = /. e“ . sen(bx+ns),em que,

r=+ya* + b*> e s=arctg(bla) .
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12* - Sendo f'(x) uma fungdo indefinidamente derivavel em R , suponha que existe uma
sucessdo x, estritamente decrescente e tal que /imx, =0 e f(x,)=0 qualquer que seja
neN.

a) Prove que a fun¢do e as suas sucessivas derivadas de todas as ordens se anulam no
pontox =0;

b) Dé um exemplo de uma fun¢o distinta da fun¢do nula que verifique as condi¢des do

enunciado.

13 - Prove que se um polindmio P(x) de grau n tem n raizes reais e distintas, entdo o
polinémio P’(x) tem n-/ raizes reais distintas.

14 - Seja f (x) uma fungdo n vezes derivavel em todos os pontos de um intervalo I e
suponha-se que a equacao f (x) = 0 tem n+/ raizes reais distintas nesse intervalo.
Mostre que existe um ¢ € / onde se anula a derivada de ordem » da fungao.

15% - Seja f(x) uma fungdo definida e derivavel em todos os pontos do intervalo
la,+oo[ e talque, Vx>a, f(x). f/(x) <0.Prove que entdo existem os limites,

lim f(x) e Ilim f(x) ,

x—a+0 X—+w©

sendo o segundo necessariamente finito. Sé-lo-a4 também o primeiro ?

16 - Verifique que o teorema de Rolle ¢ aplicavel a fungio,

2
1) = {—x +1 ,x<0

COSX , x>0

no intervalo [ -1, 7/2] e determine c € | -1, 72 quefaz f’(c)=0.

17 - Mostre que sendo,

fB)y=f@=f"(a)= .. =f"@)=0 e f™(x) regular em[ a,b] ,

entdo £V (x) anula-se entreae b .

18 - Mostre que sendo f(x) regular em [ a,b], f(a)> f(b) e f(x) > f(a) para
xela,a+ e[ ,entdo f’(c)=0 paracertoponto ¢ entre a € b.
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19 - Aplique o teorema de Lagrange a y = log x no intervalo [ n,n+1] com ne N ¢
deduzadai que lim(1+12 + ... + 1/n)=+c0.
20 - Utilize o teorema de Lagrange para provar que,

|senx - seny| < |x - y| .

21 - Utilize o teorema de Lagrange para provar que ,comh=0 eh<1,

1 h
h <1 <
°E T S 1o

22 - Utilize o teorema de Lagrange para provar que,

X—a X x-a
<log — <
X a a

, para 0 < a < x.

23 - Aplique o teorema de Lagrange a y = log ( log x) no intervalo [ n, n+1] , com

T R 1
n > 2, para provar que ¢ divergente a série Z _ .
2 n.logn

24 - Sendo [ a, b] um intervalo a que ndo pertence zero € onde f'(x) é regular , mostre
que,
b* —a*> f(d)

J®)-f(@) = — p

paracerto d € | a, b [ . (Sugestdo : Aplique o teorema de Cauchy as fungdes y = f'(x)
2
ey=x").

25 - calcule os limites seguintes:

a) liml ;' b) lim[log(l —X).arccos x] ; ©) lim( 12 - sz,
x—0 X x—1 x>0 \sen" x X
d) lim x5 5 e) lim x'°€F ) lim (1g x0)'*®Y
x—0" x—0" x> /4
g lim [(x+a)(x+b) — x| s by lim (1= 27 W0y gim xS
¥+ x—>+o 0"
X _ p* / + et
DiimES—"" K lim foglxre) ;D) lim [logx . log (log x)];

x—0 X X—>+0 x—>1
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log 1+ x* 4
m) lim e (1/x) 5 m) lim e . (1/x) ; 0) lim ogtx + v) ;
x—>0" x—0" $—0 x.(ex . 1)

log[sen (x+a)] —log(sena) sen 3 x —1

p) lim ;q) lim

0 sen x x—>1+0 log(cos 3 x - 1)

log[tg(2x2)] ;
r) lim ;8) lim (cos x)°" ; t) lim [cos (a/x)] ;
x—0 log [Zg (4)C2 )] x—>7/2 x—>+00

b

u) Zlm xz. (el/x _ el/(x+1)) ;
X—>+®0

V) lim (@ a* + Bb + -+ A1) ,com a+f+..+1=1;

x—0
x) lim (x — 2/°8%) ; z) lim[log(2—x/a).cotg(x—a)]
X—>+00 XxX—>a

26 - Determine os intervalos de monotonia, extremos locais e extremos absolutos (caso
existam) para as fungdes:

1 1
x°+ 1 X X
cos x 2 e o
e y= —— ; Dy=igx - ;@y=e’ ;hy= —;
2 —senx cos X X
1
Dy=x.¢e";jy= ——— s Ky=arcig x —log1 + x?
1 + sen”x
Dy=|x|.e™!

27%* - Prove que sendo f(x) = P(x)/O(x) , com P(x) ¢ Q(x) polindomios, entdo existem
constantes a e b tais que f(x) ¢ mondtona nos intervalos, | -0, a[ e ]b,+oo].

28 - Dados n nUmeros reais ai, as, ..., a, , verifique que o valor de x que minimiza a
2 2 2 e g
soma S=(x-a;) +x-a) + ... + (x-a,)” €éamédia aritmética dos valores dados.

29 - Estude do ponto de vista da convexidade e concavidade as seguintes fungdes:

3
x+1 x2+1. 2x

a)y=log(x2+2x+2);b)y= "
x_
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RESPOSTAS:

1 - a) Nao existe derivada : derivada a direita = 0 , derivada a esquerda =2 ;
b) Nao existe derivada : derivada a direita = 0 , derivada a esquerda =1 ;
¢) Existe derivada =2 ; d) Em x =2 existe derivada = 1/2 ; em x = 1 ndo existe derivada :
derivada a direita = +co, derivada a esquerda ndo existe ;
e) Nao existe derivada, nem derivadas laterais ; f) Existe derivada=1 ;
g) Existe derivada = 0 ; h) Nao existe derivada : derivada a direita = 0, derivada a esquer-
da =+00; i) Ndo existe derivada : derivada a direita =1, derivada a esquerda =-1 .

L

2-0) /() =2+ (3x + |x|) ; b)Impossivel ; ¢) /() = - Jx 5 ) =3 x+ x| ;
0
e)f(x) = !
2-2
3-a)y/msectx-1: b)y/= sen x + xzcosx Q) y= 1 et
(1 -sen x) 1+ x
d)y’'=2x; ey’'=2senx cosx ; )y’'=3+2logx)x ; gy’'=- =
- x
h)y’=[1+logx. log (logx)] . (log x)' " ;
i)y’= [sen (2x) + 2x.cos (2x). logx].x" @91,
. ’_ xx_l+x—2 .
Dy'=[1+(x-1+x.logx).logx]. x ;
2e'”
K y'=[201-x)- (1 +2x). log(1+2x)]. (1 +2x) " ; Dy'= - ——
(1+2e*7 )
m) y’= . ;) y’=[sen’ (14x)] . [ sen (1/x) - 3/x). cos (1/x)] ; 0) y'=n/k;
x.logx
2x
p)y'= 1 1 ;
arccos|log 1= log2 1+ x?
{ ( 1+x2ﬂ \/ 1+ x2 ( )
, |lo 1+ x?) 2x.logx.log(logx) o 2y
1+ x
-X 1 X+ sen x
r)y’= ;8)y'=

4-m=n=qg=12.

S5-7/4.

6-2a)Sio ; b)a=

1+ 45
—

T-a=-4/re b=-1.

8-2a)1,0349 ; b)0,01 ; ¢) 7927 ; d)2,323.
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10 -

12 -

15 -

16 -

25 -

a) dyzidx ;b)dyz[i-senx + cosx.logx)dx ;

c)dyz{(cosx—senx).log\/; + 5
X

senx + cos x
dx

—1/)(2
b) Por exemplo a fung¢do, f(x) = {e -sen(l/x) , x=#0 )
0 ,x=0

O primeiro limite pode ser finito (caso de y =e ) ou infinito [casode y=(x-a) ' ].
c=0.
a)0; b)0;¢c)1/3;d)+0;e)0 ;e ; g(ath)2 ; h1l ;i)l; jloga-logh;

KIL;D0;m0 ;n)-0;0)1;pcoiga; q-o;r)l;8)1;t)1;ul;
vVa® b’ . 1" xX)+20;7)-1/a.

26 - a) Decrescente em | -0, -1] e em [ 1,+c0[ ,crescente em [ -1, 1], minimo absoluto =

29 -

=-1/2 e maximo absoluto =1/2 ;

b) Decrescente em | -0, -2] € em ] 0, +co[ , crescente em [-2, 0 [, minimo absoluto =
=-1/4;

¢) Decrescente em | -c0,2] e em|[5/2,3] ,crescente em [2,52] e em[3, +oof ,
minimo absoluto =0 e maximo local = 1/4 ;

d) Decrescente em ] 0, 1/e] , crescente em [ 1/e, +co[ , minimo absoluto =-1/¢ ;

e) Crescente em qualquer intervalo contido em { x : sen x < 1/2 } , decrescente em
qualquer intervalo contido em { x : senx > 1/2 } , minimo absoluto = - /3/3 e
méximo absoluto =+/3 /3 ;

f) Crescente em qualquer intervalo contido na intersecgdo do dominio com o conjunto {x
:sen x < 1/2}, decrescente em qualquer intervalo contido na intersec¢do do
dominio com {x:senx>1/2} , maximo local = - V3 ¢ minimo local =+/3 ;

g) Crescente em | -o0, 0] , decrescente em [ 0, +co[ , maximo absoluto =1 ;

h) Crescente em [ 1, +oo[ , decrescente em | -c0,0[ e em]0, 1] , minimo local =¢ ;

i) Crescente em | -0, 1] , decrescente em [ 1, +co[ , maximo absoluto = 1/e ;

j) Crescente em qualquer intervalo da forma [ kzx+ 7/2 , (k+ 1)z] , com k inteiro,

decrescente em qualquer intervalo da forma [ k7 , kz+ 7/2] , com k inteiro, maximo
absoluto =1 e minimo absoluto =1/2 ;

K) Crescente em | -o0, 1], decrescente em [ 1, +c0[, maximo absoluto = 7 /4 - (log 2)/2 ;
1) Crescente em | -c0, -1] eem [0, 1] , decrescente em [ -1,0] ¢ em [1,+co[ ,
maximo absoluto = 1 , maximo local = 1/¢* e minimo absoluto =0 .

a) Concava em | -c0,-2] e em [0,+c0[ , convexa em [-2,0] , x=0 e x=-2sd0
abcissas de pontos de inflexao ;
b) Convexa em | 1,+c[ ,concavaem |-co, I[ ;
¢) Convexaem ] -0, -+/2/2[eem [v2/2 ,+o[ ,concavaem [-+2/2,42/2],
x= iﬁ /2 sdo abcissas de pontos de inflexdo ;

d) Convexaem [0,2[ eem ]2 ,+o][ ,concava em ]-c0,0] , x=0 ¢ abcissa de
ponto de inflexao .
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CAPITULO VIII

APROXIMACAO POLINOMIAL DE FUNCOES

1. Polinomios de Taylor

Seja f(x) uma fung¢ao real de variavel real com dominio no conjunto 4 < R e considere-
-se um ponto a interior do dominio. Suponha-se que a fun¢do admite derivadas até a

ordem n -1 em todos os pontos de certa V.(a) e derivada de ordem n em x = a (com n =
1 esta hipdtese traduz-se na existéncia de primeira derivada para a fungdo no ponto x =
a). Nestas condi¢des, chama-se polinomio de Taylor de ordem n (ou n-ésimo polinomio
de Taylor) de f(x) com origem no ponto a, ao polindmioem x - a,

Pyx) = a0+ a1 (x-a) + ax (x-a)* + ... + ap(x-a)",

que verifica as seguintes condigdes:
Pa) = f(@), P.'(@) = ['@) , P,"(@ =["@) , .. , B" (@ =f"a).

Estas condi¢des permitem determinar univocamente os coeficientes do polindémio P,(x) .
Com efeito,

Pya) = f(a) = ao = f(a)

P/@ =[ai + 2ax(x-a) +3 a3 (x-a)* + .. + na,(x-a)" Js=a=

=@ = ar=f(a)

P,(a) =[2ay +6as(x-a) + ... + n(n-1)a, (x-a)"* Jica=
=f"(a) = 2a,=f"(a) = ax= f"(@)/2)

P,"(@) =[ 6as + ... + n(n-1)(n-2) a, (x - a)"> Js= o =
=f"@a) = 6a3;=f"(a) = az= f"(a)(3))

P"(a) = (M) a, =f"(a) = a, =f"(a)/(n!).
Tem-se assim que o n-ésimo polonémio de Taylor de f'(x) com origem no pontox =a ¢,

_ 2 . _ n
P) = f(@)+ (x—a).f (@) +%-f (@) + -+ %-f“)(a) .

2. Formula de Taylor
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Seja f (x) uma funcdo real de varidvel real com dominio 4 < R e seja a um ponto
interior de 4 . Suponha-se que a funcdo admite derivadas até a ordem n - 1 em todos os
pontos de certa V. (a) e derivada de ordem n em x = a . Nestas condigdes, vamos ver
que a diferenga,

2
() =f@) - [f(@) + (x —a).f (a) + %-J’"(d) +oe

G poa),
n.

entre 1 (x) e o respectivo polinomio de Taylor de ordem » ¢ um infinitésimo de ordem
superior a (x - a)" quando x tende para a, ou seja,

lim —rn(x) =

x—a (x - a)n

Note-se que o célculo do limite precedente pela regra do quociente conduz a uma
indeterminagdodo tipo 0/0 . Sendo n = 1, a fungdo f (x) admite primeira derivada no
ponto x = a e a aplicacdo da regra de L’Hospital permite imediatamente levantar a
indeterminagao:

i ) )= f@ = —a).f@) _ f@=f@)_,

x—a (X—Cl) xX—a (X—Cl) 1

Para n> 1, como r,(x) € (x-a)" admitem primeiras derivadas em certa V. (a) ,

(x—a)
2!

(x —a)
n!

n—1
P () =1/ (@) - [f (@) +2- f @)+ @],

[c-a)] =n(x-a)",

podemos entdo usar a regra de Cauchy para tentar levantar a indeterminagao:

lim —rn(x) =lim —rn(x)

e (x—a)" s n.(x—a)""’

mas somos de novo conduzidos a uma indeterminagdo do tipo 0/0 , como facilmente se
conclui observando a expressao que da r,” (x) ; podemos prosseguir sucessivamente
com derivadas de ordem superior, até a ordem n - 1, porque até esta ordem r,(x) e
(x - a)" possuem derivadas em V(@) as quais tendem sempre para zero quando x tende
paraa :

(n-1)
lim —rn(x) lim ' (x)

isa (x—a)"  asan(n-1)....2.(x—a)’

em que,
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@ = U0 - @) - (- a) f7 @),

Mas nova indeterminagdo tipo 0/0 surge ao tentarmos calcular o limite do segundo
membro pela regra do quociente. Dada a existéncia da derivada /™ (a), tem-se,

[P Jema = S (@) = /(@) =0
[ n(n-1)..2(x-a)] =0 = n! ,
podendo portanto usar-se a regra de L’Hospital para levantar a tltima indeterminagao :

() () _ M@ - M@

lim =1lim =
ioa (x—a)' isan(n-=1)....2.(x—a) n!

b

COMo se queria provar.

Podemos portanto enunciar:

Teorema 1 : Sendo f (x) derivavel até a ordem n - 1 em certa V. (a) contida no seu
dominio e existindo a derivada de ordem n no ponto x = a, tem-se:

2
F@= @+ —a) @+ ETD @y bt

21 : (@) + ru(x)

(x —a)
!
com,

lim —rn(x) =

x—a (x - (l)n

Demonstracdo: O teorema ¢ evidente tendo em conta as consideragdes que o precedem .
Da defini¢ao de r,(x) como sendo a diferenca entre f(x) e o n-ésimo polindmio de
Taylor com origem em x = a, resulta logo a conclusao.

A igualdade do enunciado designa-se por formula de Taylor de ordem n para f(x) com
origem no ponto a . A parte polinomial da formula designa-se por parte principal ; a
parcela r,(x) designa-se por parte complementar ou resto da formula de Taylor.

De notar que o aspecto mais relevante da formula do teorema 1 ndo estd na igualdade em
si, a qual, dado o modo como se definiu r,(x) ¢ mesmo uma identidade em 4 , mas na
afirmagdo de que o resto € um infinitésimo de ordem superior a (x - @)" quando x tende
para a . Ou seja, o que ¢ fundamental no teorema ¢ a afirmacdo de que o resto da
féormula, quando x tende para a , tende mais rapidamente para zero do que a parcela de
mais elevado expoente que figura na parte polinomial. Este facto permite aproximar f (x)
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pelo polindmio de grau n do segundo membro da férmula, com um erro negligenciavel
quando x esté suficientemente proximo de a.

Quando o ponto a assumido como origem da férmula de Taylor for a = 0 , a
correspondente formula ¢ designada em particular por formula de Mac-Laurin :

2

f) = £(0) +x.£(0) + ’26—, F0) + et x—, L) + )

com,
lim rx) 0.

n
x>0 X

Como aplicacdo, vejamos o calculo de sen 0,3 usando a quarta formula de Mac-Laurin
para f(x) =sen x . Tem-se:

fO=0,0)=1, f70)=0, f70)=-1 ¢ f0)=0,

donde,
3
senx= x — — 4 ry(x) , com lim r4(f) =0.
3! x—>0 X
Entdo, negligenciando 74(0,3) , tem-se,
3
sen 0.3 ~ 03 — 0,3 =0,2955,

devendo referir-se para comparacao que o valor de sen 0,3 com seis decimais exactas ¢
0,295520 .

3. Formas especiais do resto

O resto da formula de Taylor de ordem »n foi referido como sendo um infinitésimo de
ordem superior a (x - a)" quando x tende para a . Assumindo hipoteses adicionais
podem obter-se para o resto formas especiais que se revelam de grande utilidade em
algumas aplicagdes.

A primeira dessas formas especiais € o resto de Peano , a que se refere o teorema
seguinte:

Teorema 2 : Sendo f (x) derivavel até a ordem n em certa V . (a) contida no seu dominio
e existindo a derivada de ordem n+1 no ponto x = a, o resto da formula de Taylor de
ordem n pode assumir a seguinte forma:

n+1
W@ [0 @) + a, ()] . com lim a,() = 0

W=D o

Demonstracdo : As hipdteses do teorema permitem escrever as formulas de Taylor de
ordens n e n+l:
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0= f@ + (- a).f @+ S ) @ S 0 @)
F@= f@) +(x—a).f (@) + (’“‘“) @y B 0
_ n+l1
% D (@) + e (x)

Subtraindo ordenadamente, resulta:

(x _ a)n+1

@ e,

ra(x) =

n+l

e como 7,+1(x) ¢ um infinitésimo de ordem superior a (x - @)"" quando x tende para

a , tem-se .
Fani(®) = (x- @) . Bux) , com lim B,(x) =0,
¢ entao:
n@= GO 0 () 4 e ay ™ ) =
(n+1)!
OO @) e 118,0] =S [0 (1)
TESY [ @ x] £ 1)! @ s @@

com, lim a,(x) = lim [(n+1)! B, (x)] =0 como se queria provar.
xX—>a xX—>a

A segunda das formas especiais do resto que vamos estudar ¢ dada no teorema seguinte:

Teorema 3 : Admitindo f (x) derivada finita até a ordem n + 1 em todos os pontos de
um intervalo I e sendo a um ponto interior de I , entdo o resto r,(x) da formula de

Taylor de ordem n pode escrever-se, para cada x € I - {a} (para x =a o resto é
nulo), do seguinte modo:

_ (X—a)wrl L) ok
ra(x) = e S

com x* estritamente compreendido entre a e x

Demonstra¢do : Considere-se um particular xo € I - {a} e defina-se a seguinte fungdo
auxiliar:
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j— 2 "
P =1 (5) ~ [() ~ (=) .1 () = LT

2
oGm0y (g m )"
PR A R

com A (constante) a determinar . Supondo que xo>a , tem-se [ a,xo ] < /e devido as
hipéteses do teorema fica garantido que a fung¢do ¢ (x) ¢ regular no intervalo [ a , xo | ;
caso seja xg < a, a fungdo ¢ (x) é regular no intervalo [ xo, a] .

Por outro lado, ¢ (xo) =0 e pode determinar-se a constante A4 de forma que seja também
@ (a) =0 : basta determinar A pela condi¢ao,

— 2 "
0 = f(x0) - f(a) - (xo—a).f (a) - %-f (a) -
L @) ey, (g —a)"
a @ T ’

0 que é sempre possivel em virtude de xo € I - {a} = xo-a = 0. A constante 1
verifica pois a igualdade,

— 2 "
o) = 1@ + (=)@ + S+

by oz ) (g )"

i ") +
S @ (n+1)!
O teorema de Rolle aplicado a funcdo ¢ (x) no intervalo de extremidades a e xy garante

a existéncia de um valor ¢ compreendido entre tais extremidades tal que ¢"(c) =0 ;e
como,

P'W=—f ()= [-f @+ x-S @) -

_ L
R NG R (x)} R

—_—M'f(”)(x) + M.f(ﬂ+1)(x):| + M.ﬂ =

(n—1)! n! n!

_ (xO _'x)n _f(n+1)(x) + (XO _'x)” A = —(XO _'x)n [/1 - fn+1)(X)] ,

tem-se, @’(c)=0 A c#xo= A=f """ (¢). Assim se conclui que,

235



(xg = a)2

o f (@) +

f(x0) = f(a) + (xg—a).f (a) +

n+l1

(xo—a)" _f(n)(a) N (xg —a)

+...+ _— .
n! (n+1)!

J— 2 "
= f(@) + (xg—a) .S (@) + %-f (a) +

(xo _ a)n+1

TR

~fa) ¢

Xy— a
ey Coma)”
n!

com certo c estritamente compreendido entre a e xp .

O argumento precedente pode aplicar-se a qualquer x € I - {a} , dependendo
naturalmente o valor ¢ encontrado do particular x em causa , ou seja, nas condi¢des do
enunciado, tem-se:

_ 2 . _ n
1) = f(@) + (x —a).f (@) +%-f (@) +~--+%-f<">(a) oy
com,
_ (x - a)n+l L) ok
) = S

e x* estritamente compreendido entre a € x.

4. Aplicaciao da formula de Taylor no estudo dos maximos € minimos

Uma aplicag@o notavel da féormula de Taylor ¢ a que se faz no estudo dos méaximos e
minimos. Quando f”(x) se anula em x = a, ponto interior do dominio da funcao, esse
ponto ¢ como sabemos um possivel extremante relativo da fung¢do. Sendo possivel
estudar o comportamento de f (x) antes e depois de a , ¢ facil dizer se o ponto ¢ ou ndo
extremante. Mas, sendo dificil esse estudo, a questdo pode esclarecer-se recorrendo a um
resultado que provém da formula de Taylor.

Considere-se entdo a funcdo f (x) , seja a um ponto interior do respectivo dominio e
suponha-se que f”(a) =0 . Seja m a ordem da primeira das derivadas sucessivas que nao
se anula para x=a:

(@=0, f7@=0, ..., f"Ya@)=0 ¢ f™a)=0 .

Escreva-se a formula de Taylor de ordem m - 1 , com origem em x = a e resto na
forma de Peano :
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fx) = f(a) + (’“;—f)m-[f(m)(a) +a, ()| , com lima, (x)=0.

xX—>a

Como f™a) # 0 e . (x) é um infinitésimo quando x tende para a, existe uma

vizinhanga Vi (¢) na qual a expressdo f (@) + cf.1 (x) tem o sinal da derivada f"(a) .
Entdo:

a) Se m for par, a segunda parcela do segundo membro da igualdade tem o sinal de
7"(a) ; assim, se for /™ (a) > 0, essa segunda parcela serd positiva para todo o x # a
pertencente a certa vizinhanga de a e assim teremos a desigualdade f (x) > f (a) na
referida vizinhanga (x # a), ou seja, em x = a a fungdo tem um minimo relativo (a ¢
entio minimizante relativo) ; se, pelo contrario, f"(a) < 0, teremos f (x) < f (a) em

certa vizinhanga de a (x # a), ou seja, em x = a a fun¢do tem um maximo relativo (a €
entdo maximizante relativo).

b) Se m for impar, a segunda parcela do segundo membro da igualdade tem o sinal de
/") (a) na semivizinhanga direita de a e o sinal contrario na semivizinhanga esquerda de
a ; assim sendo, a diferenca f(x) — f(a) muda de sinal quando x passa do lado esquerdo
de a para o seu lado direito, ou seja, em x = a a fun¢do ndo tem méximo nem minimo.

Por exemplo, com f(x) =x". sen x, tem-se f”(0) = 0. Calculando as sucessivas derivadas
de f(x)em x=0, obtém-se,

£7(0) = £7(0) =0 e f(0)=24>0,

assim se concluindo que em x =0 a fun¢do tem um minimo relativo.

5. Exercicios
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1 - Utilizando para cada caso a conveniente formula de Taylor, desenvolva os
polinémios:

a)x’ - 8x*+5x+3 ,segundo as poténcias de x -2 ;
b)x*+x +x*+x+1, segundo as poténcias de x - 1 ;

¢) 2x° + 3, segundo as poténcias de x - 2 .

2 - Escreva a segunda formula de Mac-Laurin com resto de Peano para a funcdo

f(x)=1log (1 + x) . Negligenciando o infinitésimo a»(x) que aparece no resto, calcule um
valor aproximado para log 1,1 .

3 - Escreva a terceira formula de Taylor para f (x) = x"? coma=1, apresentando o
resto na forma de Peano.

4 - Escreva a n-ésima formula de Taylor para f(x) =¢€", com a = 1, apresentando o res-
to na forma de Lagrange. Calcule o limite do resto quando » tende para +co.

5 - Utilizando as segundas férmulas de Mac-Laurin para as fungdes f(x) =log (x+ 1) e
g(x) = cos x , calcule,
. log(x+1) — x
lim .

Y550 1 - cosx

6 - Utilize a primeira formula de Taylor para f(x) = sen x , com a = x/2 , para provar
que,
-1
lim Y1 _ .
xori2 X — /2

77 - Utilize a primeira formula de Mac-Laurin para f(x) = sen x , para provar que,

sen x
=1.

lim
x—0 X

8 - Utilize a férmula de Mac-Laurin para provar a formula do bindmio de Newton:

A+x) =1+().x+G). x>+ - +(0).x".

9 - Utilizando os sinais das derivadas de ordem superior a primeira, investigue os
maximos e minimos relativos de :
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a)f(x):2x3-21x2+72x+18 ; b)g(x):x'l.logx c Q) hx) =xt. e

d) s(x)=log (x> +2x+2).

10* - Dada a fungdo f(x), suponha que paracada % € | -¢, ¢[ , se tem,

2

fla+h= f(a) + h.f(a) + z—'.f"(a+eh) ,com 0<60<1.

Em geral @ depende de 4 : prove que se existe finita e ndo nula a terceira derivada de
f(x)em x=a,entdo h >0 = 6> 1/3.

11* - Dada a fungdo f'(x), suponha que paracada % € | -, & , se tem,

2

fla+h) = fa) +h.f (@) + ’;—,-f"(m b 0@
. n!

com 0< @ <1.Emgeral & depende de % : prove que se existe finita e niao nula
D), entio h >0 = 06— 1An+l).

RESPOSTAS :

1-a)-11-15(x-2) -2(x-2)* + (x -2) ;
b)5+10(x-D)+10x-1)7% +5(x -1)7° +(x-1*;
€) 67+ 160 (x-2)+ 160 (x-2)* + 80 (x -2)° +20 (x-2)" + 2(x-2)° .
2 3

2-log(1+x)=x — ;— + 2—-[2 +a,(x)], com lim a, (x)=0;log 1,1 ~ 0,09533

x—0

3_x1/2:1+x21_(x81) +()6161) +(xzi) 15716 + a5 (x)] ,

com lim a4 (x)=0.
x—1

2 n _1\n+l
(x 1) e + cen + M.e + &.ewx
2! n! (n+1)!

com w, entre 1 e x; o resto tende para zero quando n tende para +co.

4-&" =e+ (x-1).e +

B

5- O limite éigual a -1.
9 - a) Maximo relativo = /(3) =99 , Minimo relativo = f(4) =98 ;

b) Maximo relativo=g () = 1/e ;
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¢) Minimo relativo = 4 (0) = 0 , Méaximo relativo = & (-4) =256 e ** ;

d) Minimo relativo =s(-1) =0 .
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CAPITULO IX

PRIMITIVAS

1. Generalidades. Primitivacao imediata e quase imediata

Sendo f(x) uma fun¢do real de variavel real definida no intervalo ndo degenerado /,
chama-se primitiva de f(x) em [ a qualquer funcdo F (x) tal que F’(x)=f(x) para to-
dos os x € I ; nas extremidades do intervalo a=1Infle b= Sup I, caso lhe pertencam, a
definicdo exige que F;(a) = f(a) eque F.(b) =f(b), respectivamente.

Vejamos alguns exemplos:

1) F (x) =x* é uma primitiva de f(x) =2 x no intervalo | -c0, +ao[ ;

2) F (x) = log x ¢ uma primitiva de f(x) = 1/x no intervalo ] 0, +co| ;
3) F (x)=log | x| éuma primitivade f(x) = 1/x no intervalo | -0, 0 [ ;

4 F(x)=¢€" e G(x)=e€" +2 sido duas primitivas de f(x)=¢€" em | -c0, +oo] .

Note-se que sendo Fj (x) uma particular primitiva de f(x) em /, entdo qualquer
funcdo F (x) = Fo (x) + kK, com £k constante, ¢ igualmente primitiva de f (x) no
intervalo / : se a derivada de Fy(x) € f(x) em [, entdo também a derivada de F (x) =
Fo(x)+k ¢ f(x)em [, porque a derivada de uma constante ¢ zero.

Inversamente , ¢ facil provar, utilizando um corolario do teorema de Lagrange,
que sendo Fy(x) e F (x) duas primitivas de uma mesma fungdo f(x)em [, entdo
F (x) - Fo(x) = k (constante) , ou seja, F' (x) = Fy(x) + k. Em particular, qualquer primiti-
va da fun¢do nula num intervalo € constante no intervalo em causa, porque Fy(x) =0 ¢
uma primitiva da fun¢do nula.

As consideragdes precedentes mostram que dada uma fungdo f'(x) definida num interva-
lo I, desde que se conheca uma sua particular primitiva nesse intervalo, fica per-
feitamente conhecida a familia de todas as primitivas da fun¢do : designando por Fj
(x) uma particular primitiva de f(x) em [, a expressdo geral das primitivas de f(x)
em [ ¢ dadapor F(x)=Fy(x)+k.

Uma particular primitiva de f(x) que € usada em diversas aplicagdes € a primitiva que se
anula em certo ponto do intervalo / : sendo Fy(x) uma particular primitiva de f(x) em
I, da expressdo geral das primitivas de f(x) em [ , F (x)=Fy(x)+ k, resulta com
k=-Fy(a) aprimitiva,
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Fi(x) =Fo(x) - Fo(a) ,
que se anula quando x=a .

Vejamos alguns exemplos:

1) Sendo f(x) = cos x, uma sua particular primitiva no intervalo | -co, +co[ é a
funcdo Fy (x) = sen x . A familia geral das primitivas ¢ F (x) = sen x + k . Fixando, por
exemplo a= /2, a primitiva que se anulaem x=7/2 ¢ afungdo F;(x)=senx - 1.

2) Sendo f(x) = 2xe” , uma sua particular primitiva em ] -c0, +o[ é a fungdo
Fo(x) = ¢ . A familia geral das primitivas ¢ F (x) = ¢ + k. Fixando , por exemplo

a=0,a primitiva que se anulaem x=0 ¢ a fungdo F; (x) = et o1,

No que se segue, deverdo ser tidas em conta as seguintes convengoes:

a) Usa-se geralmente o simbolo P f'(x) para designar a familia das primitivas de f(x) .
Por exemplo Pe'= ¢ +k.

b) Normalmente suprime-se a referéncia a constante £, escrevendo-se por exemplo
P e = ¢, devendo entdo subentender-se que a fungdo indicada no segundo membro €é
uma das primitivas de f'(x) .

¢) Quando ndo se faz referéncia explicita ao intervalo em que se estd a primitivar f(x),
deve subentender-se que se trata do intervalo ou dos intervalos onde f(x) estd definida.
Por exemplo, quando se pede para calcular P 1/x , sem se explicitar qual o intervalo de
primitiva¢do , pressupde-se que se pretende o cdalculo em |-o0,0[ e também em

10,400 : Pli =log|x]|.

O teorema seguinte fundamenta regras de primitivacao do produto de uma constante por
uma funcao e de uma soma de fungoes:

Teorema 1 : a) Sendo F (x) uma primitiva de f(x)em I, entdo k.F (x) éuma primiti-
va de k. f(x) nomesmo intervalo ;

b) Sendo F\(x) , .., Fu(x), primitivas de , respectivamente , fi(x), ... , fu(x) no
intervalo I, entdo Fi(x)+ ...+ Fu(x) é uma primitiva de fi(x) + ... + fu(x) no mesmo
intervalo.

Simbolicamente: a) Pk . f(x)=k.Pf(x);

b) P[fi(x) +fo(x) + ... +fu(x)] =P fi(x) + P fo(x) + ... + P fru(x)

Demonstracdo : A afirmacdo da alinea a) resultade [ k. F (x)]" = k. F'(x)= k.f(x)
, sendo a segunda igualdade justificada por ser F (x) ¢ uma primitiva de f(x) .

Quanto a afirmacao da alinea b) ela resulta de ser,
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[ F1(x) + Fo(0) + oo+ Fu(0)] = F1 () + F5(X) + oo + Flpy () =

= fi(x) +2o(x) + ..+ finlx)
porque por hipétese F;(x) ¢ uma primitivade fi(x) (i=1,2,..,m).
Com o conhecimento das regras de derivagdo e das regras do teorema precedente, podem
obter-se primitivas de um grande nimero de fungdes correntes nas aplicagdes. Vejamos
alguns exemplos (na apresentagdo dos resultados omitiremos sempre a constante k , isto

¢, indicaremos sempre uma primitiva particular em vez da expressdo geral das
primitivas) :

1) Pc=cx (cconstante) ;

2)Px=P(1/2).2x=(1/2) . P2x=x*/2;

2x°  3x?
3)P(2x2+3x+4)=P2x2+P3x+P4=%+2L+4x;
10£+1
HPa+ = DT e
a +1

Px+1)" = P log | x+1] ;
1+ x
S Pe™ " =P 2). 25 =(12). P25 =(112) . 2T

6) P(senx+cosx)=-cosx +senx ;

7)P1 ! > = arcigx
+ X
2x 2
8) P P = log(1+x) ;
9)P1+x4 :arctg(xz);
2
10) P ————= = arcsen (2x);
{1 — 4x?
11)P; =Pl -P;= log|x|-log|x+1].
x.(x+1) X x +1

2. Primitivacao por partes
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Sejam H(x) e K(x) fungdes derivaveis no intervalo / e representem-se por H”(x) e
K’ (x) as respectivas derivadas . Na condicdo de H(x) . K’ (x) ser primitivavel no
intervalo / , pode obter-se uma primitiva de H’(x) . K(x) , usando a formula:

PH’'(x).K(x) = Hx).K(x) - PH(x).K’(x),

podendo tomar-se no segundo membro qualquer das primitivas da fung¢ao H(x) . K’ (x) .
Com efeito, derivando o segundo membro da igualdade, obtém--se :

[ Hx) . K(x) - PH(x).K'(x) ]’ = H'(x) . K(x) + H(x).K’(x) - Hx).K’(x) =
= H'(x). K(x) ,
o que, por defini¢do de primitiva, justifica a formula em causa.

E nesta formula que se baseia o chamado méfodo de primitivacdo por partes que
passamos a exemplificar :

2 2 2
X X 1 X X
DPx.logx = —-logx - P —-— = —-]ogx — P — =
) g 2 g > > g
X
) 08T T

2)Px.e¢ =€ .x-Pe'.1l=¢€.x-¢€ .

NOTA: Neste exemplo tomou-se H’(x) =€" e K(x)=x . Caso se tivesse optado por
tomar H’(x)=x e K(x)=e", a formula permitiria obter,

2 2

Px.e = %-ex P i,

e a primitiva que aparece no segundo membro ndo ¢ imediata. Isto ¢, embora
teoricamente qualquer dos factores possa ser tomado como sendo H’(x) , na pratica
uma das duas possibilidades pode ser preferivel a outra.

3)Pcos’x = P(cosx.cosx) =senx.cosx - P(-senx.senx) =

2 2
=senx.cosx +Psen"x=senx.cosx +P(1-cos” x)=

2
=senx.cosx + x-Pcos” x ,

. . .. 2
e considerando ter sido tomado no segundo membro a mesma primitiva de cos” x que
no primeiro membro, resulta,
Senx.cosx + x

2

2 2
2.Pcos"x = senx.cosx + x = Pcos"x =
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4)Plog’x = x.log"x - Px.2.logx.(1/x)= x.log"x - P2logx=
= x.log’x - [2x.logx - P2x.(1/)] =
= x.log’x -2x.logx+P2=

=x.log"x -2x.logx+2x .

3. Primitivacao por substituicao

Com base na regra de derivagdo de uma funcdo composta, pode obter-se o método de
primitivagdo por substituicdo.

Admita-se que f (x) € primitivavel no intervalo / e seja x = g(f) uma bijec¢do do
intervalo J no intervalo /. Construa-se a fung¢do % (¢) =f[g(?)] . g’(¢) , o que pressupde
a existéncia de g’ (f) em J . Nestas condigdes, vejamos em primeiro lugar que /4 (z) €

primitivavel no intervalo J : sendo F(x) uma primitiva de f (x) no intervalo / (que existe
por hipotese) , faca-se a composicao F [g(¢)] e calcule-se a respectiva derivada,

{F g0} =flg®)].g’(®) = h(t), Ve,
resultado que mostra ser F' [g(f)] uma primitiva de A(f) em J . Vejamos em segundo
lugar que, sendo H(f) uma qualquer primitiva de A(f) em J - ja vimos que h(f) €

primitivavel - , a funcdo que se obtém fazendo a composi¢do H [g'(x)] ¢ uma
primitiva de f'(x) : basta notar que de,

{Flg®} "= h(t) =H'(1) ,

resulta F'[g(#)] - H(?) = k (constante) em J ; e fazendo a composi¢do de F [g(f)] - H(¢)
com t=g"'(x), resulta,

Fx)-H [g'l(x)] = k (constante) em 7,

e desta igualdade resulta que H [g'l(x)] ¢ uma primitiva de f(x) em [/, por ser F(x)
supostamente uma primitiva de f'(x) no mesmo intervalo .

Exemplos de aplicagao :

1) Para achar P

- no intervalo | 0, oo [ , considere-se x = log ¢t com ¢ no
e f—

intervalo | 1, +oo[ . Tem-se,

1 1 1 1 t—1
h(t)=——-— =—— — — =>Ht)=Ph(t)=Ilog(t-1)-logt =log — ,
()= =~ = H@)=Ph()=log(t-1)-logi =log —
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donde, fazendo ¢=¢", resulta,

1 e’ —

P = H(e") = log

,em |0, +oof .
e’ —1 *

Para achar a primitiva da mesma fun¢do, mas agora no intervalo | -o0, 0 [ , pode usar-se
a mesma substituigdo mas agora com ¢ no intervalo | 0, 1[ . Tem-se,

1 1 1 1 1-1¢
hty=—— - =—— — — =>HO=Ph(t)=log|t—1|- logt =log — ,
()= —-7 =— = = SHO=Ph)=log|t~1|~ logi =log —
donde, fazendo =€, resulta,

P 1 =H(€X)= logl_e ,em]-O0,0[.
e’ -1 e’

Os dois resultados obtidos podem resumir-se num s6 valido para os dois intervalos :

p ! =10gM
e" -1 e’

2) Para achar P /a> — x* em[-a,a] (a>0), pode fazer-se x=a sent,com ¢ no
intervalo [ -z/2 , 7/2] :

h(l‘)z\/a2 — a’. sen’t .acost = d*cos’ t ,

sent.cost +t

H{f) =P a*cos’t = a*. 5 (primitivando por partes) ,
2 2 2
X.qa" —x . /
P a* — x* = H[ arc sen (x/a)] = 5 ;4 arc;en (x/a) ,

obtendo-se este ultimo resultado apds alguns calculos trigonométricos elementares.

4 . Exercicios

1 - Determine uma primitiva para cada uma das seguintes fungdes:
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1 X ' 2x +1

; € 5
1=2x )1+x2 1+ x2

X’ +x+1;b) e ;02" ; d)

g)L ; h) a — 5 i) - ;j)cosx.senx;k)exs.x4 :
l1-e* (1+x2) (1+x)
6x°+ 4x b 1 x
) ————— ;m) —— (a,b#0) ; n ; 0) ;
)x3+x2+1 )a2+x2 ( ) ) at— x*? a’+ x*
p)secx : q) log x - senx + sen (2x) s 2x.log();2+1) :
X cos (x/2) 1+ x
1
t)ytgx ; u)cotgx ; V) ———— : xX)(a+bx)" (b#0) ; y) 2.4 ;
x.logx
1 cos x
7) ——— ; aa) 5
U2 x — x2 2 —cos“x
2 - Calcule:
1/2
a) A primitiva que se anula para x =1, da fung¢do f(x)= x2+— ;
xT 4+ x
1
b) A primitiva que toma o valor 1 parax =0, da fungdo f(x)= W;
+9x

¢) A funcdo g (x) que admite duas primitivas G(x) e H(x) tais que,

sen(2x) . cos(2x)

b
S€n2X - COSZX

Gx)-H(x)=2 e G(x)+H(x) =

d) As fungdes f(x) e g(x) tais que uma das primitivas da sua soma ¢ uma das primitivas
da sua diferenga sejam, respectivamente, €' . senx € x . sen x ;

e) A fungdo g(x) com dominio em R - {1} , tal que, g’(x) = 1/x-1), g(0)=0¢ g(2)=3.

3 - Primitive, por decomposi¢do numa soma de fungdes, as seguintes fungdes:

2
+x+1 2x +3

a)coszx;b)tg3x;c) ! 3 ;d)x al = 5 € al 5
senx .cos x (x =1 4+ (x-1)

3
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XX+ 2x +2 x+1 3x +1

0 3x+1 ’g3+(x—1)2 ’ )x(x+2)(x—1);

sen (2x) + senx + cos’x . x2 +x+1

cos x = Ax =1

; K) tg3x + tg4x .

4 - Primitive por partes as seguintes fungdes:
a) logx ; b) sen’ x ; c)arccosx ; d)arctgx ; e)cosx.log(l+cosx);
f)x>. logx ; @) x.senx ; h)ysen’ x.cos*x ; )x.log|x|; j)x*.€e" ;

x.e'.logx + e*

k) s D2x.arctg(x-1) ; m)e*. (tgx+1g°x) .

X

5 - Sendo F(x) = P f(x) , mostre que,

Pf(x).[log F*(x)+2] =F(x) . log F*(x).

6 - Deduza formulas de recorréncia para o célculo de :

1

8P (x*+a)®

(a#0 e a#1) ; byPsen”x ; ¢)Plog"x ; d) Ptg" x ;
e) Px" . log" x .

7 - Como aplicagio das formulas do exercicio anterior , primitive as seguintes fungdes:

1

Q) ———— b) sen'x ; c)logzx ; d)log'lx—log'zx ; e)tgzx ;
(x=+1)

f)tg>x ; g)x” log’ x .
8% - Represente-se por F, (x) uma primitiva de x". e (m € N) no intervalo [ 0, +oo .

Prove por indugdo finita que,

lim [F,(x) - F,(0)]=m! .

m—»+w
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9 - Fazendo as substitui¢des indicadas, calcule primitivas para as seguintes fungdes:

2
a)J1-x> (x=sent) ; b)x—+1 (x=sent) ;

wll—x2

3 2
e -1 [x=log(1+)] ; d)x[+2x al 122 [x=1+2¢ eusando depois a
4+(x—D2]

formula de recorréncia do exercicio 6 a)] ;

1/x2 x+1_4

Vi .
1+\/; (x_t)’f)\/x-i-l_“\/x-l-l ( X _t)a
X

X

e)

x/2 X

g)e)c/2—+e)c (ex=t2);h)\/;_m (1+\/;=12);
e e

_)sen2x+2 J1 +logx
l— —
X

(x=2arctgt) ; j)

(t2=1+logx) ;
cosx + 1

k)earcsenx (I=CIVCS€I’ZX) : l) L (x=s€l’ll) 5
1-x?
2x 3x
+ 2
m);(1=€x)-
1 - e"

RESPOSTAS :

3 2 x—1
X X 2 5
l-a) =—+=—+x ;b ;¢ s d) - =-(1-2x0)" 5 e)log 1+ x° ;
)3 2 ) )log‘2 ) g ( ) ) log

1 1
f)log(1+x*) + arctgx ; g@-2./1—¢e* ; h)ySea=1, . ;
2.0-a) (1+xH)e!

Seazl,logw/1+x2 ;

1 2 x°
. ; Sea=1, log(1+x); j) sen x ; k) ¢ ;
l-a (@1+x)*! 2 5

i)Seazl,

)2.log|x +x* +1| ; m) (bla). arc tg (x/a) ; n) arc sen (x/|al) ;
0)Se a#0,(12a). arctg(x* /a) ; Se a=0, -12x* ; p)log|tgx + secx| ;

q) (12). log* x ; r) —%-cos(3x/2) 0 8)(12) . log> (1 + x*) ; t)-log|cosx| ;
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1 25X
)/ ; V) log | 1 X)) @ )"y
) log | sen x | ) log | log x | )(n+1)b (a x) v 5.lo0g2

z) arc sen (x - 1) ; aa) arctg (senx) .

b

x2

2-a)(12).log ; b)1+(1/6). arctg 3x /2) ; ¢) g(x)=-cos (2 x) ;

(e"+1).senx + (e*+ x).cos x

d =
) /() 5
(e"=1).senx + (¢*—x).cos x
g = ;
2
log (1-x) , x<1
e) g(x) = .
3+ /log(x—-1) , x>1
3-a) X senzx.cosx : b)Y (12).tg* x + log|cosx| ;
1 1 3

12).tg x - 1 cd) - - _
O (1), 1gx - log|corg x| 5 ) = oy — 5 — o
e)log[4 +(x-1)°] + (104). arctg[ (x- 2] ;

) 3R).x+ 1) + 32).x+ 1" ;
log (x—1)2+3] x—1

2
g) 2 +ﬁ \/3,

4 1
h)g-log|x—1| - %-Zog|x+2| - E-log|x| ; i)senx - 2cosx - log|cosx]|;

2x2 22
R R

K)(13).tg° x +(1/2) . tg" x - tgx + x + log|cosx]| .

-arctg

4- a)x.(logx -1) ; b) x—cos?jc.senx ; ) X.arccosx - 1-x2;

d)x.arctgx - (12). log(1+x*) ; e)senx.log(l +cosx) + x -senx ;

3
. -1
f) * (log3x /3) ; g)senx - x.cosx ; h)y(1/7).cos’” x - (1/5). cos’ x ;

)2 2). (log|x| - 12);j) e . (¥ -2x+2); Ke'. logx ;

Dx*. arctg(x-1) - x - log(x* - 2x +2);me'.(tgx - 1) .

2a -3
6-2a)P— 1 - - 2 Tt > P 1 1
(x“+a)“ 2a.(ax - 1).(x"+a)*"~ a.2a-2) (x“+a)*~
- 1
b)Psen"‘xza -Psen® ?x — —.sen® 'x .cosx (az0);
a a
) Plog" x =x.log" x - m.Plog"" x ;

dPg" x = tg"  x - Pig" P x (m=1);

m—1
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m+ 1

e)Px" . log" x = x—‘log”x -
m+ 1 m+ 1

Px". log" 'x (m=-1) .

7- a) ++(1/2).arctgx : b) (3/8).(x - sen x . cos x) - (1/4). sen’ x . cosx ;
2. (x"+1)

1

Ox.log" x - 2x.(logx - 1) ; d)x.log™" x; e€) tgx - x ;

) (-12).1g7 x - log|senx| ; g (227).x +(13).x> . log* x - (29).x° .logx .

arcsenx + x.41—- x> x.wll—x2
9- a) 5 ; b)(3R2). arcsenx - — 5 ;

€)2.ye* =1 — 2.arcsen e’ -1 ;

d) (12). log [(x - 1> + 4] + (5/8).arctg x;l - P _211 ;
4.[(x—1) + 4]

&x -2 . Jx + 2. dog|\[x +1];
1)—4.[(1/2).¢1 F1x + 4T+ 17x + log |3+ 17x - 1”;

x/2 _ 1|;

g)x - 4.log |e

h) (47). (1+/x)" - (85). (1+/x)"? + @43). 1+ x)** ;

)2.tg(x2) + x -senx ; PR2AB).(1 + logx).\J1 + log x ;

x+1/1—x2 uresen s arcsenx — x .41 —x?
— . € ; D

2 ' 2

k)

2x_3x

m) -e e - 3.log|l -¢€]| .
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