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Resumo

Estas notas destinam-se & cadeira Andlise Numérica! da Licencia-
tura em Matematica Aplicada a Economia e Gestdao do ISEG - Uni-
versidade de Lisboa. Para as seguir pressupde-se conhecimentos das
reas de dlgebra linear, calculo diferencial e integral em R? e equacoes
diferenciais ordinarias. Para a resolugao de exercicios computacio-
nais assume-se a familiaridade com alguma linguagem de programagao
(sugere-se o software Mathematica).
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1 Erros inerentes a representacao numérica

Com o objectivo de instruirmos uma maquina computacional a realizar ra-
pidamente muitos calculos bésicos, temos em primeiro lugar de definir uma
representagao dos elementos de R. A primeira restricado ébvia tem a ver com
os numeros arbitrariamente grandes. Outra restricao deriva da natureza
aritmética dos nimeros. Por exemplo, os nimeros irracionais em R\ Q sao
os que se escrevem em dizimas infinitas. Qualquer truncacao desta dizima
corresponde a um numero racional. Ora, a capacidade de memoéria de um
qualquer computador, quer seja agora no século XXI ou no XXX, serd sem-
pre finita. Logo, ndo nos é possivel manipular um nimero irracional tendo
em conta a sua expressao numeérica.

Assim, o conjunto dos niimeros representaveis numericamente consti-
tuem um subconjunto finito de Q. Este subconjunto sera o objecto do nosso
estudo, tendo em conta a escolha inicial de uma forma consistente de repre-
sentacao de nimeros.

1.1 Representacao de 7Z

Apesar de podermos sempre considerar representagoes de niimeros reais em
qualquer base, usamos frequentemente a base decimal?. Note que todas as
representagoes em bases diferentes sao equivalentes entre si, como iremos ver
em seguida. Comecamos pelo caso de numeros inteiros, i.e. o conjunto Z.
De facto, basta concentrarmo-nos em N pois zero é igual em qualquer base
e para obtermos nimeros negativos basta acrescentar em frente ao niimero
o sinal —.

Considere uma base arbitraria b € {2, 3,4, ...} e o conjunto A, de digitos
permitidos nessa base, i.e.

#A, =b.

Podemos escolher os simbolos que quiseremos como elementos de A, desde
que sejam distintos entre si e totalizem b. Obviamente que os mais utilizados
sao os algarismos drabes. Por exemplo, podemos fazer corresponder & base
bindria (b = 2) os conjuntos Ay = {0,1}, Ay = {V, F'}, Ay = {H, M}, etc.

Sejam a; os elementos de A, onde i pertence a um subconjunto de N.
Escrevemos um numero inteiro na base b na forma (a, ...ag), para algum
n € N. No caso da base decimal, i.e. b = 10, escrevemos simplesmente
Gn - .. ag, por ser esta a base usual.

2Provavelmente relacionado com o facto dos humanos terem 10 dedos nas méaos.



A transformacao para a base decimal é dada por

(an...ao)b: Za,bZ (11)
i=0

Quando nao se especifica o conjuntos dos digitos para uma base b, con-
sideramos A = {0,...,b—1}.
Exemplo 1.1. Confira:

1. (1010)2 =10

2. (813)9 = (220110)3 = 660

3. (864D5F9A)16 = (10000110010011010101111110011010)5 = 2253217690

onde usidmos

AIG = {07172737475767778797A7B7C7D7E7F}'

Exercicio 1.2. Aritmética em base b:
1. Descreva um algoritmo para a soma de dois numeros inteiros em base
bindria.
2. Desenvolva a forma de fazer o mesmo para uma base arbitrdria b.
3. Repita as alineas anteriores para a multiplicacao.
A relacao entre as representacoes em bases genéricas b e b’ é dada por
n
i
(an..ao)y = [ D aif’| |
i=0 b
onde o; e 3 sao as representacoes de a; e b na base V', respectivamente.

Exemplo 1.3. Queremos determinar (azaiag)y = (813)9 na base b’ = 3.
Ora, as = (22)3, ay = (1)3, apg = (10)3 eb= (100)3. ASSiIn7

(813)9 = (22)35(100)2+(1)3(100)35-+(10)3 = (220000)3+(100)3-+(10)3 = (220110)3.

Um algoritmo simples para a representacao de = € N (base decimal) em
base b é o seguinte. Queremos determinar os a; tais que z = (ay . ..ap)p-
Assim, o resto da divisdo inteira de

n
x:Zaibi:anb"-F"'-i—alb—l-ao,
=0

por b é igual a ag pois

x _ ao
p=anb" b a



Em particular,

)

onde [y] é a parte inteira do nimero y. Finalmente, obtemos todos os digitos
a; usando a seguinte férmula recursiva:

o o= [2] wes(5[5])

1.2 Representacao de R

Como ja sabemos mudar bases de representacao de 7Z, para completar R
falta-nos considerar nimeros em |0, 1[. De facto, podemos sempre escrever

x=(ap...a0.0-1...0_m)p €ER
como a soma da sua parte inteira [z] = (a, ...aj1ap), com a sua parte frac-

ciondria x — [z] = (0.a_1a_2...a_p,)p. Note que aqui m € NU {oco}. A
—1

parte fracciondria na representacdo decimal é entao dada por ) . a;b;.
Finalmente,
n
T = Z a;b'.
1=—m
Exemplo 1.4.

1. (101.1001)y = 5.5625
2. (0.22222...)3 =1
Exercicio 1.5.

1. Use as ideias da sec¢do anterior para obter uma mudanca de base da

parte fracciondria em representacdo decimal para uma qualquer base
b.

2. Encontre um algoritmo de mudanca de base entre quaisquer duas bases.

3. Encontre algoritmos para a subtracgdo e divisao de numeros numa base
arbitrdria b.

4. Serd que os irracionais em base b também correspondem a partes frac-
ciondrias infinitas nao periddicas?

Exercicio 1.6.

1. Indique a representa¢do na base 2 dos nimeros (C1DADE.DE)s e
(715B0A)16.

2. Mostre que para qualquer base b > 2 e —n <1 < m,

(10)2(an 001 e Q)p = (G o QG . Q)pe



1.3 Representacao em ponto flutuante

A representacido em “ponto flutuante”® é a mais apropriada para uso com-

putacional. Fixando uma base b, podemos escrever um nimero = € R\ {0}
na forma
xTr = j:(O.alaQ N )b X (10)2

onde a; # 0 e t € Z. A representagao em ponto flutuante de = é assim dada
pelo sinal +, a mantissa m = ajas ..., a base b e o expoente t:

(£,m,b,t)
O nimero zero é um caso especial, sendo representado simplesmente por 0.

Exemplo 1.7. Seja z = —0.00012. Temos assim que z = —0.12 x 1073 na
base decimal, e © = —(0.111111) x (10);® na base binaria.

Como ja foi referido, um computador apenas trabalha com um nimero
finito de digitos. Assim, com essa restricdo, temos que “arrendondar” o
valor de m e definir limites para o expoente ¢ na expressao acima para m e

t, respectivamente. Considere p € N como o niimero maximo de digitos da
mantissa (precisao). Assim,

m=0.a1...a
onde a; # 0. Adicionalmente, considere ¢,¢ € N como os valores limites de
—¢ <t<q
A regra de arredondamento que iremos respeitar é a da melhor apro-

ximagao. Em caso de ambiguidade arredondamos o ultimo digito para o
caso par (outras opgoes sao igualmente validas).

Exemplo 1.8. Sejam b = 10, p = 2 e ¢ = ¢ = 4. Note que qualquer niimero
no intervalo [0.00012,0.000125] tem a mesma representacio 0.12 x 1073,

Com as condi¢oes acima impostas, os valores de m e de t ficam restrin-
gidos a:
1 1 ~ ,
gﬁmﬁl—b?, te{_q77Q}
Defina o conjunto @y, 4 dos ntimeros representdveis em ponto flutuante
com as restrigoes acima impostas, incluindo o zero.

Exercicio 1.9.

1. Prove que:

(0) #Qupaq =20b— D g +q +1)+1

ou virgula flutuante conforme a notacdo usada para a separagdo entre a parte inteira
e a parte fraccionédria.

3
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Figura 1: Exemplo de funcao fI.

(b) M :=maxQppqqy =1 =P =—minQppqq
(¢) min Qy gy NRY = b0,

2. Conclua que Qppqq € um conjunto finito e que

ZN[-M,M] C Qppqq CQCR.

Exemplo 1.10. A norma IEEE754, a mais comum nos computadores ac-
tuais a 64 bits) estabelece que um nimero com precisao dupla corresponde
ab=2 p=252¢g=1024 e ¢ = qg— 1. O vector (£,m,t) é assim guar-
dado em 64 digitos bindrios (bits): um para o sinal, 52 para a mantissa,
10 para o valor maximo do expoente e um para o sinal do expoente. Te-
mos assim que o numero total de nimeros representados nesta norma é de
0.922337 x 10, sendo o valor méximo 0.179769 x 103" e o minimo positivo
0.5562684 x 1073% (valores aproximados).

Podemos agora definir uma funcao que a dado niimero real obtemos a
sua representacao numérica, i.e. a melhor aproximagao em representacao de
ponto flutuante. Seja a funcao

JU:R = Qbpgq

tal que
fl(x) —x= min |z — x|
ZEQbyp’qu/
e em caso de ambiguidade escolhemos o valor de fl(x) onde o dltimo digito
é par (ver Figura 1).
Considere x = +mb’ dentro dos limites de representacio dados por
[—M, M]. Assim,
fl(z) = mb.



Exemplo 1.11. Sejam b=10,p=5,g=10e ¢ = 9.
1. f1(327) = 0.327 x 10?
2. fl(m) = 0.31416 x 10*

1.4 Erros de representagao

O erro absoluto de aproximacao é dado por

Esta grandeza nao é contudo de grande utilidade. Se estivermos a traba-
lhar com valores muito pequenos, entdao F(z) serd sempre muito baixo. O
que interessa é a relacao entre o erro absoluto e os valores que estamos a
considerar. Assim, definimos o erro relativo como

Note que podemos agora escrever

fl(z) = x[l 4 e(x)].

Exercicio 1.12. Para x € [-M,M], prove as seguintes estimativas por
cima dos erros:

1. |E(z)| < dbt-P

2. le(z)| < 7P

1.5 Erros nas operagoes aritméticas
1.5.1 Soma

Ao somarmos computacionalmente dois niimeros reais através das suas apro-
ximagoes, a soma também serda uma aproximacgao do valor exacto. Queremos
estimar o erro de representacao associado a esta operagao.

Tendo x; = m;b'i, i = 1,2, e incluindo o sinal de z; em m;, obtemos

e [my 4+ meb~(=2)ph 1y >ty
! 2 [mlbf(w*tl) + mz]th, to > 1.

Assim, relembrando que fl(x;) = z;(1 +¢;) com ¢; = e(x;),

fl(:L‘l) + fl(l'g) = :1:1(1 + 51) + IL‘Q(l + 62).



Para este valor ser representado numericamente é necessario aplicar nova-
mente a fungdo fl. Entao,

fUfUz1) + fl(z2)) = [21(1 + €1) + 22(1 + €2)] (1 + 0)
= 1‘1(1 + 61)(1 + O') 4+ 1‘2(1 + 52)(1 + O'),

onde o = e(fl(x1) + fl(x2)). Logo, o erro absoluto é dado por
FU(fl(z1) + fl(x2)) — (1 4+ 22) = x161(1 + 0) + w2e2(1 4+ 0) + (21 + x2)0.

Exemplo 1.13. Sejam b = 10, p = 4, ¢ = 10, z; = 0.43787 x 1072 e
xo = 0.43783 x 1072. Queremos calcular a representacdo aproximada de
r1 — I9:

FU(fl(z1) — fl(x2)) = f1(0.0001 x 1072) = 0.1 x 1077,

No entanto z; — 22 = 0.4 x 107%. Podemos pensar que o médulo do erro
absoluto |E| = 0.6 x 1079 é um valor pequeno, mas é superior ao valor exacto
da subtracgao! O mdédulo do erro relativo |e| = 1.5 ja nos mostra que o erro
é relevante.

Observagao 1.14. Como vimos no exemplo anterior, quando se subtraem
numeros muito préximos pode-se obter um erro relativo demasiado pes-
simista. Em alternativa para esta situacdo, para verificarmos o grau de
viabilidade do resultado, podemos calcular E/x;.

1.5.2 Somas finitas

Podemos agora representar numericamente uma soma finita » . ; z;. Para
isso utilizamos uma algoritmo simples para o seu calculo®.

Considere Sp =0e S; = S;_1+x; comi=1,...,n. Logo, indutivamente
obtemos S, = > x;. A representacdo numérica ¢ assim calculada por

So=0c¢e
S; = fl (gzel + fl(ibz'))

= (gi—l + fl(a:z)) 1+ 0y), (1.2)

onde o; é o erro relativo da soma i. O erro absoluto final é E = §n - S, e
o relativo e = E/S,.

Exercicio 1.15. Deduza uma férmula explicita para a propagacao de erros
no cdlculo de Y x; usando o algoritmo Sy =0, S; = S;—1+x;, i=1,...,n.
Isto ¢, calcule S, — S, dependendo de n.

4Podem existir outros eventualmente mais eficientes. Por exemplo, reordenando a soma
de acordo com a ordem de grandeza dos termos.



1.5.3 Multiplicacao

Sejam x; e xy para os quais temos fl(x;) = z;(1 + &;) com g; = e(x;).
Queremos determinar a representacao numérica do produto xjxs. Assim,

FUfUz1) fl(z2)) = fl(z122(1 +€1)(1 + £2))

=x1$2(1+61)<1+82>(1+ﬂ>, (1‘3)

onde p = e(fl(x1) fl(x2)). Finalmente, o erro absoluto é dado por F =
z1xe[(14+¢€1)(1+e2)(1+ p) — 1] e o relativo e = (1 4+ 1) (1 4+ e2)(1 + p) — 1.

Exercicio 1.16. Deduza uma férmula explicita para a propagagao de erros
no cdleulo do produto interno usual (x,y) = Y i | x;y; usando o algoritmo
S0=0,5=S_1+zy,i=1,...,n.

Exercicio 1.17. Escreva as formulas dos erros numéricos absoluto e rela-
tivo para a divisao x1/xe com xy # 0.

1.5.4 Fungoes C'

O caso geral de uma fungao continuamente diferenciavel é também simples
de tratar. Seja f € C'(D,R) com D C R e fI(D) C D. Para representar-
mos esta fungdo numericamente podemos ter que definir uma aproximagao
numérica da funcao. Dado € > 0, esta serd uma nova funcao dada por

f: fUD) - R

tal que B
sup |f(z) — f(2)] <e

2€fI(D)

Queremos obviamente considerar € tao pequeno quanto possivel, podendo
mesmo ser que f = f (se f for uma fungao mal conhecida, podemos apro-
ximé-la por exemplo por um polinémio).

A representacdo numérica da funcao f serd entao dada pela transformagao
(cf. Figura 2)

z+— flo fo fl(x).
O erro cometido pode ser estimado por
Ej(z) := flo fo fi(x) - f(z)
= flo fo fi(x) = fo filz) + (f = f) o fli(z) + [ o filx) - f(x)
= B(f o fl(x)) + (f = f) o fl(2) + [ (€)[f1(x) — ]

com & entre x e fl(x).

10



flofofl

—
 —
8y

Figura 2: Exemplo de representagao numérica da fungao f.

Exercicio 1.18. Mostre que o erro relativo dado por es(x) = Ef(x)/f(x) é
aprozimadamente
zf'(z)

ef(x) ~ ) e(x).

Ou seja, o termo xf'(x)/f(x) estima a propagagdo dos erros.

Exemplo 1.19. Assuma os parametros b = 10, p = 6 e ¢ = 99 para
a representagao numérica de ponto flutuante. Para as fungoes seguintes
consideramos aproximacdes f tais que |(f — f) o fl(z)] < 0.5 x 1075.

1. f(z) = vz, © > 0. Fazendo & > x — |fl(z) — x| = = — |ze(z)| >

2(1 — 0.5 x 107°) obtemos

x
2y/&x
< 0.1 x 107* 4+ 0.6703163715 x 1075,

lef(x)] < 0.1 x107* + 0.5x107°
que nao depende de x e é “pequeno”’. Note que |z f'(x)/f(z)| = 1/2.

2. f(x) = 22. Entao, usando £ < z + |fl(z) — x| < z(1 + 0.5 x 1077),

2
\ef@g|g(11><1o*4+-7§§05:<10*5

<01x107*+0.1x10""
Note que |zf'(z)/f(x)| = 2.
3. f(z) = €”. Entao,
3
_ T _
les(x)] < 0.1 x107* + —05x10 >

<0.1x 1074 + 0.5 x 1077e05x107 7z,

11



dependendo de x, logo podendo ser muito “grande”. Note que |z f'(z)/f(x)| =
|z|.

Exercicio 1.20. Encontre formulas dos erros para uma funcao de duas
varidveis o € CY(D,R) onde D C R?* e FI(D) C D com Fl(z,y) =
(fl(x), fl(y)). Obtenha o resultado do exercicio 1.17 como caso particular.

2 Meétodos numéricos para equacoes lineares

Nesta seccéo iremos estudar métodos para determinar a solucao z € R de
um sistema de equacoOes lineares na forma

Ax = b,

onde A é uma matriz® real d x d invertivel (det A # 0) e b € R%. Isto equivale
a calcular a inversa de A e a multiplicéd-la por b. O método de inversdo de
matrizes mais aconselhdvel na perspectiva de um analista numérico é aquele
que optimiza o tempo de célculo e/ou minimiza o erro.

2.1

Matrizes triangulares

Comecgamos com o caso particular das matrizes triangulares superiores. Ou
seja, matrizes A = [a;;] tais que a;; = 0 se i > j. Recorde que det A # 0,
logo a;; # 0 para qualquer 0 < i < d.

Exercicio 2.1.

1.

Mostre que a solugdo de Ax = b com A triangular superior invertivel
€ dada por

d
by bi — > j—it1 %%
Ty = —, T; = I= , 1=d-—1,...,1.
Qdd Q5

Justifique que o numero de operac¢des aritméticas efectuadas para cal-
cular a solugao acima € dado por:

e Numero de divisoes: d

e Nidmero de multiplicagoes: d(d —1)/2

e Nimero de somas: d(d—1)/2

e Nimero total de operacées: d>

Repita o procedimento para matrizes triangulares inferiores (matrizes
transpostas de triangulares superiores).

0 espaco das matrizes d x d com entradas reais e invertiveis é denotado por Mgxa(R).

12



2.2 Matrizes nao triangulares
2.2.1 Meétodo de Gauss

O caso geral de matrizes nao triangulares é mais complicado. Envolve re-
correr ao método de Gauss para obtermos um sistema “triangular”, como
anteriormente.

Exemplo 2.2. Considere a equacao linear Az = b onde
1 0 2 1
A=12 2 1 e b=10
1 11 0

O 1° passo do método de Gauss corresponde a eliminagao das entradas na
coluna por debaixo do pivot a;; = 1:

1 02 | 1 10

221 1] 0 —=|02 =3 | -2

1 1110 01 -1 | -1
Ou seja, a nova 2 linha obteve-se pela multiplicagao da 1* linha por —as /a1 =
—2 somando & 2%, e a nova 3% linha pela multiplicagao da 1* por —as; /a1 =
—1 somando a 3?. Este passo pode ser resumido como a multiplicacao pela

matriz
1

0 0
Mi=|[-2 1 0
-1 0 1

dando origem a uma equacao equivalente

M]AJJ = Mlb

O 2° passo envolve a escolha de pivot da entrada em (2,2), que denota-
mos por bog, € a eliminacao da entrada por debaixo.

10 2 | 1 10 2 | 1
02 -3 ] —2{—=1]02 =3 | =2
01 -1 | -1 00 1/2 ] 0

Para a obtencao da nova 3% linha multiplicAmos por —1/2 a 22 linha que
somamos a 3%. Como anteriormente, este passo resume-se a multiplicacao

por
1 0 0
My =10 1 0
0 —1/2 1

dando origem a uma equacao equivalente

MngAa: = MQMlb.

13



Ora, U = MyM;A é uma matriz triangular superior. Temos assim uma
equacao linear triangular, de facil resolucao. Isto é,

Exercicio 2.3. Baseando-se no exemplo anterior (onde ndo foi necessdrio
haver trocas de linhas de forma a obtermos pivots diferentes de zero), confira
o numero de operacoes aritméticas efectuadas para uma matriz d X d sdo
dados por:

e 1° passo do método de Gauss:

— Numero de divisoes: d — 1

— Nuamero de multiplicagoes: d(d — 1)
— Numero de somas: d(d—1)

— Nidmero total: (d—1)(2d + 1)

o Totais do método de Gauss:
— Numero de divisoes: d(d —1)/2
— Nimero de multiplicacéoes: d(d*> —1)/3
— Niumero de somas: d(d* —1)/3
— Nimero total: d(d—1) (3d+ %)

Observagao 2.4. Note que o calculo de inversas de matrizes pela Re-
gra de Cramer envolve n! parcelas e n!(n — 1) multiplicacoes decorren-
tes da necessidade de calcular determinantes de matrizes. O nimero de
operagoes aritméticas necessarias torna este método invidvel do ponto de
vista numérico para valores de n acima de 10.

2.2.2 Pesquisas de pivot

Por simplicidade comecamos por estudar um caso onde pudemos escolher
pivots diferentes de zero ao longo de todos os passos do método de Gauss,
sem necessidade de troca de linhas. O exemplo seguinte ilustra o caso onde
esse facto pode levar a erros numéricos consideraveis.

Exemplo 2.5. Considere a equacao linear Az = b com

1076 1 0.5
A_[l 1] o b_[l]_

Queremos resolver este sistema por diferentes variacoes do método de Gauss.
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1. Usando o pivot a;; = 1076:

107 1 | 05 . 10°¢ 1 | 0.5
1 1] 1 0 1-10 | 1-05x108]"

A solucao exacta é entao

~10.5000005
~10.4999995|

2. Usando o pivot a;; = 107% e tendo em conta as representacoes numéricas
em ponto flutuante com maximo de 6 digitos na parte decimal:

1075 1 ] 05 0.1 x107° 0.1 x 101 | 0.5
1 1| 1|~

Logo, a solugdo numérica aproximada é

7= o5

A primeira componente de x difere completamente do valor exacto x
obtido anteriormente. O problema reside no uso de um pivot com um
valor absoluto muito inferior as restantes entradas da matriz.

3. Usando pesquisa parcial de pivot. De forma a evitarmos erros como
o anterior, podemos escolher para pivot de uma determinada coluna,
a entrada com maior valor absoluto. Para isso basta-nos trocar as
linhas:

10—61|0.5_>1111_>1 1 | 1
1 1| 1 1075 1 ] 05 0 1-107% | 0.5—-1079|"

Logo,
~_ 0.5
- 10.5]°

4. Uma forma de optimizar ainda mais o método de Gauss, usamos uma
pesquisa total de pivot. Escolhemos para pivot a entrada de toda
a matriz (ndo somente da coluna respectiva como na pesquisa parcial)
com maior valor absoluto. Agora temos que trocar linhas e colunas.
A troca de colunas implica uma troca da ordem das componentes da
solucao, que se terd que ter em conta no final:

Exercicio 2.6. Implemente computacionalmente o método de Gauss na sua
linguagem preferida. Use o cddigo para determinar a solu¢do de Az = b com

15
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A = aijlij=1,..10 € b € R dados por

0

1

2, 1=17 0

a,-j: —1, |i—j|:1 e b= 1
0, o.c. .

_1_

2.2.3 Factorizagao triangular

Como vimos, podemos reduzir a solucao de uma equacao linear ao caso “tri-
angular” usando uma factorizacao triangular obtida pelo método de Gauss.
Em muitas aplicacoes € necessério calcular solugoes da equacao linear Az = b
para varios valores de b, mantendo A. De forma a evitar ter que resolver
numericamente o método de Gauss para cada um separadamente (usando
cerca de d® operacdes), podemos memorizar a factorizacdo e aplicé-la de
forma simples (em d? operacoes) para cada b dado. Isto é, no caso mais
geral queremos escrever
PAQ =LU

com L = [/;;] triangular inferior e diagonal unitéria (¢; = 1) e U = [uj]
triangular superior. A matriz P é uma permutacdo de linhas e ) permuta
colunas. O sistema Az = b pode assim ser escrito como PAQz = L(Uz) =
Pbonde x = )z, dando origem a dois problemas “triangulares” de resolucao
simples:

Ly=Pb e Uz=y.

A solucao é entao obtida por x = Qz.

Note que a matriz P corresponde ao método de pesquisa parcial de pivot
referido anteriormente. A pesquisa total de pivot corresponde a utilizagao
simultaneamente de P e de @, i.e. permutactes de linhas e de colunas.

No Exemplo 2.2 ja vimos como o método de Gauss nos dd uma facto-
rizacao triangular. Nesse caso obtivemos U = MsM; A onde as matrizes M;
correspondem aos passos do método, e sao matrizes triangulares inferiores
com diagonal unitaria. As suas inversas sdo ainda do mesmo tipo, assim
como o produto. Logo, neste caso L = MflMgl.

O caso de uma matriz geral invertivel é similar. No k° passo (de entre
d—1 passos totais), o método de Gauss corresponde a multiplicar pela matriz

0, i<y
1 1=
M, = m(k) onde m(k): 7
k [ 7,]] 1) ’Yl(k)’ ]:k77,:k+1,,d
0, o.C.



Os nimeros %'(k:) sao os multiplicadores (relacionados com o pivot e a entrada
a eliminar) pela linha k& (a do pivot) que serd somada a linha i. Se for ne-
cessario trocar primeiro de linhas pela pesquisa parcial de pivot, construimos

a matriz de permutagao entre as linhas k e m > k:

1, i=j5 e i#m e i#k
1, i=m,j=k
P = (k) onde (k): ’ ’
F [p”] Pij 1, i=k j=m
0, o.c.

Note ainda que P? = I, Pk_1 =P, e Pl =D,
Exercicio 2.7.
1. Mostre que My € invertivel e calcule a sua inversa.

2. Calcule PkHMk_lPkH e mostre que € uma matriz triangular inferior
com diagonal unitdria onde apenas a coluna k tem entradas abaizo da

diagonal diferentes de zero. Repita para as matrizes N = Py 1 ... PkHMk_lPkH e

(considere Ng_1 = M, ).
3. Obtenha a matriz de permutacdes P nao trivial tal que
PPIM Y. Py MY = Ny... Ny
Finalmente,
U=Myg 1P;j1...M1P A

¢ triangular superior e L = PPi M| Lo Pd,ll\fd__l1 é triangular inferior com
diagonal unitaria e P = P;_1... P pelo exercicio acima. Logo, PA = LU.

Exercicio 2.8. Determine a decomposicao PA = LU da matriz A usando
o método de Gauss com pesquisa parcial de pivot, onde

1.4 1.42 6.5
A= 2 1 1
04 14 3.2

Exercicio 2.9. Repita o procedimento anterior considerando a cada passo
do método de Gauss pesquisa total de pivots. Obtenha assim simultane-
amente uma matriz de permutacao de colunas @ (ndo trivial) e prove a
decomposicao PAQ = LU.

Exercicio 2.10.

1. A partir da factorizacao triangular de uma matriz A invertivel, deter-
mine um algoritmo para o cdlculo de det A.
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2. Considere a representacdo numérica com parametros p =6 e ¢ = 99.
Dé exemplo de uma matriz para a qual testar a sua invertibilidade pelo
calculo numérico do seu determinante daria um resultado errado.

Exercicio 2.11 (Método de Doolitle). Considere as matrizes d x d dadas
por A = a;j], U = [u;;] e L = [l;;] tais que A = LU € uma factoriza¢do
triangular, 1t = 1,...,d. Mostre que:

1. A primeira linha de U € dada por uij = a1 e a primeira coluna de L
€lig=a;1/a1.

2. As entradas das matrizes U e L sdo dadas por

i—1
Uij = Qij — E limUmg, J 21
m=1

j—1

Qi5 — Zm:l Eimumj . .

Eij = — , J<u.
Ujj

2.3 Anadlise de erros

De forma a estimar erros associados aos vectores solucao de uma equagao
linear, vamos primeiro estudar normas de vectores e de matrizes.

2.3.1 Normas de vectores e matrizes

Seja E um espago vectorial real. Uma norma em E é uma aplicagao ||-||: E —
Rg tal que

e ||z|| =0 sse z = 0 (nao degeneracao),

o |az|| = |a|||z||, z € E e a € R (linearidade),

o |[z+yl <zl + llyll, z,y € E (desiguldade triangular).
Exemplo 2.12. Considere £ =R% e 2 = (z1,...,24) € R%

1. As normas ¢, p € N, sao dadas por

d 1/p
lllp = [Z !@’i\p] :
=1

As mais usadas s@o ¢; e {2 (conhecida por euclideana).
2. A norma f, é

2]l = max_[].

e
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Note que a implementacao numérica das diferentes normas anteriores
varia conforme o numero de operagOes aritméticas necessdrias para o seu
célculo, e as estimativas dos erros associados.

Exercicio 2.13. Esboce as circunferéncias centradas na origem e raio r > 0
em R?, definidas por {z € R?: ||z, =7}, para p = 1,2, cc.

Exemplo 2.14. Seja E = Myxq4(R) e A= [aij]i7j:17_,,,d € Mgyxq(R).

1. Normas induzidas pelo isomorfismo entre espagos lineares com a mesma
. ~ . d _ .
dimensao finita Mgxq(R) = R?, e.g. [[All =32, ; as]-

2. ||All1 = max; || Aej|[i = maxj—1, 4 Zle la;j| corresponde ao maximo
das normas ¢; dos vectores coluna.

3. ||Aljcc = max; HeiTAHl = max;—1,. .4 Z;l:l |la;j| corresponde ao méximo
das normas ¢1 dos vectores linha.

4. ||All2 = /p(AT A) onde p(B) é o raio espectral, i.e. o mdximo va-

lor préprio de B em valor absoluto. Note que ATA é uma matriz

simétrica, logo pode ser diagonalizavel por matrizes ortogonais® e os

valores préprios sao reais e nao negativos.

5. Sendo

0 0 -1
obtemos ||Alj1 =4, ||A|lcc =6 € ||A]l2 = 3.86432...

Duas normas || - || e || - ||’ em E sdo equivalentes sse existe C' > 1 tal que
para qualquer z € E temos

C7Hall < 2l < Clal.

Ou seja, podemos sempre comparar as normas de um vector x uniforme-
mente (usando a mesma constante.

Teorema 2.15. Todas as normas para um espaco de dimensdo finita sao
equivalentes.

Demonstragdo. Considere um espago vectorial real £ com dimensao d. Seja
{€i}i=1,..q uma base de E, tal que qualquer z € E pode ser escrito como
x = Z;flzl ze, onde z; € R. E suficiente mostrar que qualquer norma || - ||
em E é equivalente a norma |z||; = Z?Zl |z;| uma vez que a equivaléncia
de normas é transitiva. Para isso basta provar que para ||z||; = 1 obtemos
C1 < lz|| < Co.

SM é uma matriz ortogonal se MTM = MMT =1.
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Note que f: z — ||z|| é uma fungdo continua em E munido com a norma
| - [J1- Ou seja, dado z¢ € E,

lim x|l = ||zoll.
] = o]

De facto, dados z,y € E temos

lzll=llyll = ly+@=n)l=lyll < o=yl < Y lzi—willleill < max feil| o=yl

7

Logo, |[|lz[| = ||lzol|| < max; [[€;|| |z — zol[x — 0.

Deste modo, f tem méximo e minimo no compacto {z € E: |z|; =
1}. Esses valores determinam assim a existéncia das constantes Cy e Cy
acima. ]

2.3.2 Normas de matrizes como operadores lineares

Sejam (E, ||-||g) e (F, ||-]|r) espagos vectoriais normados. Definimos L(E, F')
como o espago das transformacgoes (operadores) lineares E — F.
A norma usual em £(E, F') induzida pelas normas em E e F' é dada por:

Ax F
Jle = swp 2 ags, ae£(E P
ce\{0} 1TlE  jop=1
Exercicio 2.16. Demonstre que || - ||z € uma norma.

Observagao 2.17. Observe que para qualquer x € FE temos ||Az|p <
Az [|z] -

O subconjunto de L(E, F') que corresponde aos operadores A com norma
limitada, [|A||z < oo, é denotado por L(E, F'). Para espagos de dimensao
finita temos sempre L(E, F) = L(E, F) (basta pensar em termos de R? pois
todos os com a mesma dimensao finita sao isomorfos).

Observagao 2.18. Apesar de podermos definir normas para o espaco de
matrizes como vimos na seccao anterior, interessa-nos considerar normas
matriciais induzidas por normas vectoriais interpretando as matrizes como
operadores lineares. De facto, o nosso interesse centra-se na obtencao de
solucoes vectoriais de equacoes lineares, onde o papel da matriz é o do ope-
rador. Assim, nestas notas restringimo-nos a normas matriciais induzidas
pelas normas vectoriais indicadas, e escrevemos || - || = - || 2.

Exemplo 2.19. Considere E = F = R? munidos da norma /1 e L(R?, RY) =
Maxd(R). Seja A = [a;j];j € Mgxa(R) e ej os vectores da base canénica de
R4, Em particular |le;]|; = 1. Assim,

[All = sup [[Az]i > max|[Aej]1 = [[Al]x.
lefli=1 J
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Por outro lado, para ||z|[; = 1,

=2 |2 cis) < D maxles] 3 leil = 14l
J i J

i

[Az]ly = || | > aija;
J il
Isto implica que ||A|| < [|A]|;. Finalmente,
Al < JAIl < 1 A]f,
logo [|A[| = [ Al]1.
Exercicio 2.20. Repita o exemplo anterior para a norma £o.

Exemplo 2.21. Considere agora a norma f, em R¢. Restriginmo-nos aqui
ao caso de matrizes A = [a;;]; j pertencentes ao espaco Sixq(R) das matrizes
simétricas d x d com coeficientes reais. A matriz simétrica A7 A tem valores
préprios reais A? onde \; sdo os valores préprios (reais) de A. Logo, ||Al]2 =
p(A) = max; |A;|. Os vectores préprios v; (normalizados |v;||2 = 1) da
matriz simétrica formam uma base ortonormada de R, i.e (vi,v5) = 6ij,
onde (-,-) é o produto interno usual em R?, §; = 1 e dij = 0se i # j. Temos
assim,

[All = sup [|Az|2 > max [|Avj|[2 = max |Aj|[[vj][2 = [|All2.
[lz|l2=1 J J

Seja x =3, x;jv; com |13 = > |zj|> = 1. Entao,
[Az|3 = (Az, Az) = > Ndjaiwj(vi,v5) = Y Aaf < || A5
ij i
Concluindo, ||A]2 < ||A]] < ||All2, ouseja || Al| = ||All2 = p(A) para qualquer
matriz simétrica A.
Proposigao 2.22. Para quaisquer normas de E e F' temos que ||A]| > p(A).

Demonstragdo. Como para qualquer vector préprio v de A de norma 1 com
valor préprio A temos ||Al| > [[Av]| = |A|||v|| = ||, temos que || A|| é maior
ou igual ao maior valor préprio em valor absoluto (raio espectral). O

Proposicao 2.23. Se A € Myxqa(R) e B € Mgyq(R), entao
IAB| < [LA[ || B]|-

Demonstragdo. Se B =0 entao ||[AB|| = ||B|| = 0 e a desigualdade verifica-
se. Supondo que B # 0, podemos garantir a existéncia de z # 0 tal que
Bz # 0. Logo,

B |ABa| _ || ABa |1B]
o0 ||z Bxz#0 || Bz |||
ABx Bzx
< sup Bl o IBEL .

Baz0 1Bzl Bzzo [z

21



2.3.3 Estimacao de erros

Consideremos em vez da equagao Az = b, a equacdo aproximada Az =b.
Queremos estimar o erro absoluto cometido E = ||z — z|| e o respectivo erro
relativo e = ||z — z||/||z]|. N

Se considerarmos somente um erro inicial em b, i.e. A = A, temos

T—xz=A"'0b-b).
Logo, os erros sao dados por

Ib— ]
ol

|z — |

|7 -l < |A7 1o -b] e
]

< [lA7H 4]

onde usamos ||b]] < ||A]| ||=]|-

Observagao 2.24. Note que o ntimero de condicio cond(A) = || A~L|| || Al é
determinante na estimacao da grandeza do erro. Além disso, como ||[A71A|| =
1] = 1 < ||A]|||A7Y]|, temos sempre cond(A) > 1. Se cond(A) > 1 a
solugao da equagdo Az = b é sensivel as perturbacoes de b (matriz A mal
condicionada). Se cond(A) ~ 1, a solucao é robusta (bem condicionada).

Exemplo 2.25.

. | cosf sinf A1
1. Seja A = [_ sin 0 COSG]' Temos [[Alla = |[|[A7 |2 = 1.
. 2 0 1
2. Seja A=, 1| Agora [|A]z = [lA7]2 = 2.
2

10 7
. 5}, b= (32,23)

eb=(32.1,22.9). Calcule as duas solugoes e conclua que a matriz A é mal
condicionada.

Exercicio 2.26. Resolva a equagdo Ax =b com A = [

Consideremos agora o caso de perturbacdes na matriz A. Neste caso
estamos a assumir que b = b. Logo, AT = Ax.

Proposicao 2.27. Seja B € M yxq(R) tal que |B|| < 1. Entao, I + B é
inwvertivel,

1

(I+B)'=> (-B)" e [[I+B)|< T B

n>0

Demonstragao. Supondo que I + B nao é invertivel, i.e. det(l + B) = 0,

temos que A = —1 é valor préprio de B. Entao, Bvy = —v; para o vector
préprio vy respectivo. Finalmente, ||B|| = sup, ||Bz||/|x| > ||Bvi||/||vi]|| =
1.
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Para verificar a férmula da inversa basta calcular

(I+B)S (=B =3 (-B" =S (-B)" = I.

n>0 n>0 n>1

A estimativa da norma segue de

I+ B)" M= > =B)"| <> IBl" = 1—1HBH

n>0 n>0
pois ||B]| < 1. O

Pela proposigao acima aplicada a A=[I+ (ﬁ—fl)A‘l]A, se ||[A— Al <
|A=1|~! a matriz A é invertivel. Logo, a equagdo AZ = b tem solucdo e

T—z=(A"A- Dz
Ou seja, os erros sao estimados por

17 — ]

]

Exercicio 2.28. Considere o caso geral, i.e. A # A e b # b. Determine
estimativas para os erros associados da solucgdo.

|7 — 2| < | AT A = All o]l e < AT 1A - Al

3 Interpolacao polinomial

Neste capitulo vamos estudar solugoes para o seguinte problema. Sao-nos
dados n + 1 pontos (z,1;) em R?, i = 0,...,n, correspondendo a pontos do
grafico de uma fungdo desconhecida definida num intervalo [a,b] 7. Desta
forma todas as abcissas x; sao distintas. Encontrar a funcao original é
tarefa impossivel pois existem infinitas fungoes todas coincidindo nos n + 1
pontos dados. Porém, podemos fazer algumas escolhas baseadas em critérios
“razodveis”.

Aos valores x; chamamos nds interpoladores e a y; valores nodais. Dize-
mos que f: [a,b] — R é uma fungao interpoladora se f(z;) = y;, 1 =0,...,n.

Os polinémios sao bons candidatos a fungoes interpoladoras pois sao de-
finidos por um nimero finito de coeficientes reais (apropriado para o célculo
numérico) e aproximam relativamente bem fungoes continuas (ver teorema
de Weierstrass abaixo). Deste modo vamo-nos restringir ao caso das inter-
polacoes polinomais.

"Este é um problema tipico nas ciéncias experimentais, quando se efectuam medicoes
de uma determinada grandeza relativamente a uma variavel. E.g. medigoes da pressao
atmosférica a diferentes valores de altitude, o valor do PIB nacional em cada més, a
distancia percorrida por uma bola de futebol variando a impulsao inicial, o gasto de
combustivel de um veiculo variando o peso, etc.
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3.1 Aproximagao por polinémios

Seja P o conjunto de todos os polinémios em R. Observe que P € P é uma
fungdo analitica® em R. Considere ainda a norma uniforme em C°([a, b])
dada por

[fllco = sup [f(z)].

z€[a,b]

Teorema 3.1 (Weierstrass). Para quaisquer ¢ > 0 e f € C%([a, b)), existe
P e P tal que || f — Pllco <e.

Observagao 3.2. Note que o grau do polinémio P depende de € e de f.
Pode ser um valor muito elevado.

Exercicio 3.3.

1. Detenha-se por alguns momentos a apreciar o resultado do Teorema
de Weierstrass.

2. *Escreva uma demonstragdo deste resultado cldssico (recorra a biblio-
teca).

3. Mostre que f(z) = x + 107°sin(10'%z) e g(z) = = estdo a distancia
10~° na norma uniforme.

4. Calcule a distancia entre f e g para a norma Ct dada por ||f||cn =

max{||fllco, [ f'llco}-

Exercicio 3.4.

1. Confira que o numero de operacoes algébricas de multiplicacao e soma
envolvidas no cdlculo do valor de um polinémio com grau n na forma

— O B .

P(z) =3 o<j<na;r’, € dado por:

e Numero de multiplicagoes: n(n +1)/2
e Numero de somas: n
e Nidmero total: n(n+ 3)/2

2. Mostre que
Pz)=as+x(a1 +x(ag+x (- +zay))),
e verifique que meste caso o numero de operacioes reduz-se a:

e Numero de multiplicacoes: n
o Numero de somas: n

e Numero total: 2n

8Uma funcdo f diz-se analitica se f € C°°(R) e a sua série de Taylor converge (é igual
a f) no seu dominio. A classe de fungoes analiticas representa-se por C*.
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3.2 Espaco de polinémios de grau < n

Considere o conjunto P, dos polinémios de grau < n. Note que P =

UnZO Pn.

Exercicio 3.5. Mostre que P, é um espaco vectorial.

Se considerarmos a base de P,, dada por

{My,...,M,} com M;(x)=a7,

qualquer polinémio P € P,, é uma combinacao linear na forma

P = zn:aij,
j=0

onde a; € R. A dimensao de P, é assim n + 1. Outras bases de P,, serdo
Uteis para o célculo numérico e para o problema de interpolacao polinomial,

como iremos ver mais abaixo.

Dados xg, . .., z, € R distintos, os polinémios de Lagrange sao definidos
por
T — Tk .
kit Tk

Note que

T; — Tk
Li(z) = [[ —= =0,

T — T
kj Tk

eograude L; én.

Proposicao 3.6. {Ly,...,L,} ¢ uma base de Py,

Demonstragao. Se Zj c;jLj = 0, entao no ponto x; temos Ej cjbij=c¢; =0
para qualquer ¢ = 0,...,n. Ou seja, os n + 1 polinémios de Lagrange sao

linearmente independentes e geram P,,.

O]

Exercicio 3.7. Escreva a matriz mudanca de base entre as bases acima

descritas para n = 2.

Sejam xg, ..., T, € R distintos. Outra base de P,, que utilizaremos mais

A frente é dada pelos polinémios de Newton?:

j—1

Nj(x) = H(x—ack), j=0,...

k=0
E f4cil de verificar que
N](:L‘Z) =0 se 1<y,

e que o grau de IV; é j.

~ —1
9Usamos a convengao Hk:o ur = 1.
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Proposicao 3.8. {Ny,...,N,} € uma base de P,,.
Exercicio 3.9. Prove-o.

Exercicio 3.10. Escreva P(z) = 23 — 2% + 2 usando a base dos polindmios

de Newton com xg =1, x1 = —1 e 9 = 0.
Exemplo 3.11. Queremos construir P € Py tal que

P(5000) = 0.1234 e P(5001) = —0.8766.

1. Solugao exacta. Escrevendo P(x) = ag+ajz e calculando-o nos pontos
acima, obtemos o sistema,

ag + 5000a; = 0.1234
ag + 5001a; = —0.8766

com solucao ag = 5000.1234 e a1 = —1.

2. Solugao numérica usando representagao em ponto flutuante com pardmetros
p=4eq=¢ =10. A solucdo obtida é gy = 0.5 x 10* e @; = —1.
Porém, o polinémio assim determinado P(z) = @ + 12 calculado nos
pontos indicados d4 valores muito diferentes dos esperados:

P(5000) =0 e P(5001) = —1.

3. Repetindo a alinea anterior usando a base dos polinémios de Newton
P(z) = by+b1(z—5000), obtemos agora P(x) = 0.1234— (x—0.5x 10%)
correspondendo ao valor exacto.

3.3 Existéncia e unicidade do polinémio interpolador

Dizemos que P é um polinémio interpolador se P € P,, e P(x;) = y; para
qualquer 1.
Escolhendo uma base {Ky, ..., K,} de P, escrevemos P € P,, na forma

P = iCjKj'
7=0

O polinémio interpolador é determinado pelas n + 1 equagoes P(z;) = ;.
Podemos assim calcular os coeficientes c¢; resolvendo as equacoes lineares

E ¢ Kj(zi) = i, 1=0,...,n.

J
Fazendo corresponder a;; = Kj(x;) aos coeficientes de uma matriz A com
dimensao (n + 1) x (n+ 1), as equagoes anteriores reduzem-se a

Ac=y
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onde ¢ = (¢, ... ¢cn) ey = (Yo,---,Yn)-

A escolha da base de P, pode levar a uma grande simplificagdo do
sistema. De facto, lembrando que os polinémios de Lagrange verificam
Lj(xz;) = 6;;, neste caso a matriz A é a identidade. Entdo, ¢ = y. Esta
assim demonstrado o teorema seguinte.

Teorema 3.12 (Férmula de Lagrange). O polindmio interpolador existe, é

Uunico e € dado por
n
P = Zijj.
=0

Exercicio 3.13. Calcule a solugio de Ac =y usando a base { My, ..., M,}
de P,,. A matriz A neste caso chama-se matriz de Vandermonde.

Exercicio 3.14. Mostre que se o grau do polindmio interpolador fosse su-
perior a n, entdo nao seria Unico.

Exercicio 3.15. Calcule o nimero de multiplicagoes, divisdes e somas para
determinar o valor num dado ponto do polinémio interpolador usando a
férmula de Lagrange. Mostre que o total de operacées é da ordem de n?.

Exemplo 3.16. Queremos encontrar o polinémio interpolador P para os
seguintes dados:

z[0 1 3 4
y|[1 -1 1 2
Entao,
1
Lo(x) = ——(x—1)(x — 3)(x — 4)

12

Li(z) = éx(:c _3)(z—4)

Lo(z) = —éaj(x ~ 1)z —4)

1
Ls(z) = ECC(LE —1)(z —3).
Finalmente, P = Ly — L1 + Lo + 2Ls.

Exercicio 3.17. Considere a fungio I': R™ — R dada por

[e.e]
F(x):/ t*Le=t dt.
0
1. Mostre que I'(n) = (n — 1)!, n € N.
2. Calcule valores aprozimados para I'(3/2) usando a férmula de La-
grange.

Observagao 3.18. Repare que quando acrescentamos mais um ponto aos
nossos dados, temos que recalcular todos os polinémios de Lagrange. Isto
porque cada L; depende de todos os nds simultaneamente. Esta desvantagem
é removida usando a férmula de Newton (ver secgdo seguinte).
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3.4 Férmula de Newton

Considere agora a base {Ny,...,N,} de P, definida pelos polinémios de
Newton. Agora, a matriz A é triangular inferior pois

0, i<j
a; 5 =
ZJ Nj (l‘l), C.C.

A solugao de Ac =y é assim

j—1
Y T 2 =0 Ck%ik
cj = -~ .
3,
Fica assim demonstrado o teorema seguinte.

Teorema 3.19 (Férmula de Newton). O polindmio interpolador é

n
P = Z Cij,
§=0

onde -

o Y= 2o V(i)

’ Nj(z)
Observacao 3.20. Os coeficientes c¢; sao chamados diferencas divididas.
Note que ¢; apenas depende de xo,...,z;.
Proposigao 3.21. Sejam (z;,y;), 1 =0,...,n+1, com todos os x; distintos.
Se P, € P, € o polinémio interpolador de (x;,y;), i = 0,...,n, entdo o
polinémio interpolador P41 € Ppt1 de (z4,v:), 1=0,...,n+1¢é

Pyy1 =Py + cpp1Npy1.
Exercicio 3.22. Prove-o.

Observagao 3.23. Quando acrescentamos mais nds interpoladores (de forma
a controlarmos a aproximacao polinomial, ou porque obtivemos mais dados
experimentais), ndo temos que recalcular todos os coeficientes.

3.5 Calculo de diferengas divididas

Do que vimos acima temos que as diferencas divididas sao dadas por

yj — Bja(xi)
Nj(z;)

Queremos obter uma formula iterativa para o calculo destes coeficientes.
Seja

Cj =

[yi] = vi
para qualquer i = 0,...,n. Dados 0 < k < k¥’ < n definimos também

[yk+17 .. 'ayk’] - {yk‘) cee 7?/’6’—1]
Yk Y] = :
T — Tk
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Teorema 3.24. ¢; = [yo, ..., Y;].
Exercicio 3.25. *Demonstre o teorema anterior.

Exemplo 3.26. Na tabela seguinte apresentamos 4 nés e as correspondentes
diferencas divididas.

wi | yi = il | Wi viea] | Wi, vien, vieal | Wi, Yiet, Yiv2, Yies)
1 1
0
2 1 i
1 3
3 2 3
4
4 6

Assim, P3(z) = 1+ 0(z — 1) + 3(z — 1)(z — 2) + 3(z — 1)(z — 2)(z — 3).
A partir dos valores na tabela, podemos considerar varias combinacoes de
pontos sem recorrer a mais calculos. Por exemplo:

1. Usando z1 = 2 e z3 = 3 calculamos Pi(z) =1+ (z — 2).
2. Usando 21 = 2, 23 = 3 e 13 = 4 temos P (z) = P(2)+3(z—2)(z—3).

Exercicio 3.27. Escreva um codigo para calcular um polindmio interpola-
dor. Use-o para calcular o polindmio interpolador para as cotagoes (no fecho
da sessao didria) das acgoes da Apple Inc. (ou outra empresa ou indice a
sua escolha) durante os tltimos 30 dias'®. Desenhe o grifico do polinémio
interpolador extrapolando para os proximos 30 dias.

Exercicio 3.28. Para a fun¢ao do Exercicio 3.17, obtenha valores aprozi-
mados para I'(3/2) usando diferencas divididas.
3.6 Erro de interpolacao polinomial

Se estivermos a estudar uma fun¢ao f, o erro de interpolagdo polinomial é
dado naturalmente por

onde P é o polinémio interpolador. A funcao é desconhecida, pelo que a
estimativa do erro terd que ser baseada nalguma hipdtese sobre f. Assumir
que f € C™1 & por vezes razodvel. Iremos considerar este caso e assim
estimar o erro de interpolagao.

Observagao 3.29.

YConsulte https://finance.yahoo.com/quote/AAPL/history?p=AAPL para obter os
dados.
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1. E(x;) = 0 para qualquer i =0,...,n.

2. Se f € P, entao f = P pela unicidade do polinémio interpolador e
E=0.

Teorema 3.30. Seja f € C"([a,b]) e P o polindmio interpolador. Entdo,
para qualquer x € |a,b] existe £ €la,b[ tal que

Npt1(z)
E(z) = =202 plnt g,
(@) = LA )
Demonstragao. Note que Nyyi(x;) = 0 e E(x;) = 0 para qualquer i =
0,...,n. Assuma agora que x nao é um né interpolador. Assim N,,11(z) # 0.
Seja

E(x)

F(t) = E(t) — ¢cNp4+1(t) com c¢= Nonl)

Entdo, F(z;) = 0 e também F(x) = 0. Ou seja, F' é uma fungao C"*! com
pelo menos n + 2 zeros. Logo, F(™1 tem pelo menos um zero €. Isto 6,

PO () = forih) (g) - oD (g) — N (g) = .

Como P+ = 0 uma vez que o grau de P é < n, e N("t1) — (n+ 1)

obtemos
F()
(1)
Usando a definicao de ¢ completamos a demonstragao. O

Podemos entao estimar o erro da seguinte forma:

[Nasalloe |, o
IBllos < S 0 o

Exercicio 3.31. Mostre que se |x;11 — x;| < h, entdo || Nypi1|lco < nlh™L.
Aproveite para estimar o erro de interpolacdo, obtendo

n+1

h n
[E]lco < £ co.

n+1
Observe que se f € C® e ||f™]||co < C para qualquer n e h < 1, entdo o
erro de interpolacdo converge para 0 quando se considera o numero de nos
arbitrariamente grande.

Exemplo 3.32. Seja f(x) = sin(z) no intervalo [0, 27]. Neste caso || f | co =
1 para qualquer n € N. Assim, desde que se considerem nos equidistantes, a
uma distancia entre consecutivos nao superior a 1, conseguimos obter apro-
ximagoes polinomiais de f tao boas quanto se queiram bastando para isso
ir acrescentando nos.
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3.7 Nos de Chebyshev

Se numa determinada aplicacao for possivel escolher os nds onde inter-
polamos a funcdo!!, entdo podemos controlar de melhor forma o factor
| Nn+1llco/(n+1)! no erro. Uma abordagem é através dos nés de Chebyshev,
que definimos abaixo.

Os polinémios de Chebyshev T, € P,, n > 0, sao definidos por re-
corréncia da seguinte forma

To(z) =1, Ti(x) =2 e Thio(x)=22Thi1(x) —Th(x), z€R.

Iremos mostrar abaixo que os seus zeros correspondem a melhor escolha de
nés de interpolagao.

Proposigao 3.33.
1. T,(—z) = (—1)"T,(z), z € R.

2.

cos(n arccos ), -1<z<1
Tn(z) = < cosh(n arcosh ), 1

x 2
(—1)™ cosh(narcosh (—z)), =z <

—1.

3. Paran >1 os zeros de T,, sdo dados por

(20 + )

i —0,....n—1.
2n }’ ! "

Zj = COS [

4. Em [—1,1] os extremantes de T,, com n > 1 sao dados por
k
2}, = oS (7(), k=0,...,n,
n

com valores Ty, (2,) = (—1)*.
Exercicio 3.34. Prove a proposi¢cao acima.

Observe que todos os zeros de T), estao em [—1,1]. Sao chamados nés
de Chebyshev de ordem n.

Observagao 3.35.

1. O termo de ordem n de T}, tem coeficiente 2"~!. Logo,

n—1
To(z)=2""[[(z-2), zeR
=0

1Se forem dados experimentais, basta colher as amostras apenas para determinados
valores dos parametros.
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2. SUpPLe[_1] T ()| = 1.
Usando a transformacao afim h: [—1,1] — [a, b] dada por

b—a +b+a
2 2’

definimos os nés de Chebyshev de grau n + 1 em [a, b] por

& =h(z) =

i =0,...
2 2(n+ 1) g o Tt

b—a [(21'—1—1)71’] b+a
correspondendo aos zeros do polinémio T}, o h~1(z).

Proposicao 3.36. Considere os nos de interpolacdo dados pelos mds de
Chebyshev &, ..., &, de graun+ 1 em [a,b]. Entdo

1 b_a n+1
Moo =5 (52

Demonstragao. Basta verificar que para qualquer z € [a, b] temos

1 b —a n+1 B
Nns1(2) = 57 ( 5 > Tpy10h™(2)

e que h1(z) € [-1,1]. O

Observagao 3.37. O erro de interpolacao usando os nés de Chebyshev
pode ser assim estimado por

: (b__a>n+l\fw+nuco

Ell o < —
IEleo < 5 { (n+1)!

Resta mostar que || Ny, +1]|co toma o menor valor possivel quando é cons-
truida usando os nds de Chebyshev.

Proposicao 3.38. Considere nds de interpolagao xo, . ..,x, em[a,b]. Entao

1 b_a n+1
Wolloo > 57 (52)

Demonstragao. Para demonstrar esta desigualdade suponha que

[Nnsillco < An. (3.1)

)\n = i (b_a>n+1.
2n 2
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O polinémio
Q = )\nTn-l-l o hil — {Vn+1

tem grau < n pois os termos de ordem n + 1 cancelam-se. Entao, usando os
extremantes z,, de T, 41 em [—1, 1] obtemos

Q(h(z)) = (=1)*\y = Nuy1(h(2)), k=0,...,n+1.

Devido a (3.1) @ tem n + 1 zeros. Porém, @ sé pode ser um polindmio
de grau n e simultaneamente ter n 4+ 1 zeros se Q = 0. Isto implica que
Npi1 = MTny1 0 h™! cuja norma contradiz (3.1). O

Exercicio 3.39. Calcule o polinémio interpolador da funcdo f(z) = (2 +
1)~ em [-5,5] usando os nds de interpolagio:

1. w;=—5+i,i=0,...,10.

2. Os nds de Chebyshev em [—5,5] de grau 11.

3.8 Splines cubicos

Um método muito popular de interpolacao baseia-se no uso de splines ctibicos
(ou somente splines). Consiste em aproximar a funcao entre cada dois nés
por um polinémio de grau < 3 de forma que a funcdo global seja C?. Ou
seja, uma spline é uma funcao S(x) = S;(z) para x € [z;,xi41[, i =1,...,n,
onde S; sdo polinémios de grau < 3 tais que S € C? e S(z;) = yi.

A definigao de S é dada entao por:

Mi_l(.CUi — $)3 — Mi(ﬂfi_l — 11)3
6(x; —xi_1)
[6yi—1 — M1 (i — xi1)*) (@i — ) — [6y; — Mi(2; — zi1)*) (21 — )

Si(x) =

_l’_

6(.731‘ — mi—l)

Para determinar os coeficientes My, ..., M, ¢é necessario impor as n — 1
condigoes: S/(x;) = S/, (z], ). Faltam mais duas condigoes para podermos
determinar todos os M;. Para isso temos que usar condicoes fronteira. Por
exemplo, fixando S (x¢) e S}, (X,,) ou entdao SY(xg) e S/ (xy).

4 Métodos numéricos para equacoes nao lineares

Apds termos tratado a resolugao de equacoes lineares, queremos agora de-
senvolver métodos para obter aproximacoes de solucoes de equacdes nao
lineares, nomeadamente encontrar zeros de funcdes. Seja f: D — R? com
D c R%. O nosso problema é entao resolver a equacao



onde z € D é zero de f. Esta tarefa nao é trivial. Por exemplo, para
f(z) = e* + = é simples verificar que existe um tnico zero visto que é uma
fungao continua com f(—1) < 0 < f(0) e crescente (f'(z) > 0). Porém, a
determinagao do zero nao é simples.

Se uma funcao nao for continua, pelo menos no intervalo que esteja-
mos interessados em estudar, entao torna-se impossivel determinar os zeros.
Assumimos assim que as fungoes estudadas s@o continuas nos respectivos
dominios.

Cada um dos métodos seguintes consiste num algoritmo que iterado pro-
duz uma sucessao de pontos x, que aproximam-se assimptoticamente do
zero z de f. O erro de aproximacao a cada passo n é dado por

en =2 — Tn.

A forma de determinarmos quando um algoritmo deve parar baseia-se no
teste a cada passo do valor do erro. Isto é, dado £ > 0 queremos determinar
o tempo de paragem N tal que para n > N obtemos |e,| < €.

No caso da funcao ser desconhecida, o método mais popular para decidir
quando parar a iteracao baseia-se no teste da seguinte proposicao ao n-ésimo
passo:

[Ty, — Tp—1| < T'|an| + 7,

para uma escolha de constantes 7,7’. Por exemplo, estas constantes podem
ser definidas a partir da condigao fl(zy) = fl(zp—1).

4.1 Método da bisseccao

Este método é restrito ao caso d = 1 pois baseia-se num resultado de andlise
em R: o teorema do valor intermédio (teorema de Bolzano).

Considere f € C%Ja,b]) tal que f(a)f(b) < 0, i.e. os sinais de f nos
extremos do intervalo sao contrarios. Pelo teorema do valor intermédio existe
pelo menos um zero em |a, b[. Este facto leva-nos a considerar um algoritmo
simples de pesquisa de zeros. Denotando Iy = [ag, by] com ag = a e by = b,
testamos o sinal de f no valor médio de Iy dado por L;bo. Escolhemos
entdo um novo intervalo I1 = [a1,b;] com metade da largura do anterior e
onde temos seguramente um zero (por ter extremos com sinais contrérios).
Iterando este procedimento obtemos uma sucessao de intervalos

I, = [anabn] C Iy, n €N,

contendo um zero de f, onde o par dos extremos de cada intervalo é dado
por

n— bnf n— bnf
(an-1, =257, fano1) f(22570) <O

(ambn) = a a
(bt 1) Flaper) f(E=tdtnty >,
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A aproximacao a z em cada passo é escolhida como o ponto médio de I,,:
an + by,
5

Note que se obtivermos f(a,) = 0 ou f(b,) = 0 para algum n, entao o zero
esta determinado e a iteracao pode terminar.

Ip =

Exercicio 4.1. Implemente computacionalmente o método da bissec¢ao para
determinar zeros de uma funcio f € C%([a,b]). Use-o para calcular um zero
de f(z) = e® + z + 10.

O préximo teorema determina a convergéncia deste algoritmo e o erro
de aproximacao a cada passo n.

Teorema 4.2. Seja f € C%([a,b]) tal que f(a) f(b) < 0. Entdo, limz,, ¢
um zero de f e
b—a

Demonstragcao. Note que a,, e b, sao sucessoes limitadas e mondtonas, logo

convergentes. Assim “”;rb” também converge sendo o limite denominado z.

Por outro lado, como a largura de I, é dada por b, —a,, < %(bn_l —ap-1) <

- < 3=(b— a), os limites de a,, e b, sdo também iguais a z. O erro é
estimado por metade da largura de I, i.e. |ey| < 5(bp — ay).

Falta verificar que f(z) = 0. Ora, como f(a,) f(b,) < 0, usando o facto
que f é continua, lim f(a,) f(b,) = f(lima,) f(limb,) = f(2)?> < 0. Ou

seja, f(z) = 0. O

Exercicio 4.3. Mostre que o tempo de paragem usando o método da bis-
secgao € dado por N = log(|eg|/€)/ log 2.

4.2 Método de Newton

O método de Newton corresponde a uma iteracao onde em cada passo de-
terminamos o zero da linearizacdo de f. Este passo é trivial pois sabemos
calcular zeros de sistemas lineares desde que nao seja um sistema singular.
Como iremos ver, o método de Newton distingue-se pela sua rapidez de con-
vergéncia para um zero de f. O preco a pagar é a necessidade de obter uma
boa condicao inicial zg. Ou seja, a convergéncia s6 é boa se xg estiver ja
numa vizinhanca suficientemente pequena de z.

Recorde que a férmula de Taylor de 1* ordem em z( para uma fungao

C? é dada por
f(@) = f(zo) + D f(z0) (x — o) + Ra(z, x0),

onde a matriz derivada é

D f(xo) = [8 ; (xO)} i1,
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/.Tl Zo X

Figura 3: Exemplo do primeiro passo do método de Newton em dimensao
1.

e Ry é o resto de ordem 2, i.e. ||Ra(z,z0)|| < Cllz — 20/|? para algum C
dependendo de z.

Queremos resolver f(z) = 0, mas em vez disso calculamos o zero 7 da
linearizacao de f:

f(zo) + Df(wo) (21 — x0) =0
dado por
x1 = N(xo) = zo — D f(w0) " f(x0)

desde que a derivada de f seja invertivel em zy. Observe agora que f(x1) =
Rs(z1,70) tem norma da ordem ||x1 — xol|?.

Observagao 4.4. O caso d = 1 nao se distingue do caso d > 2. Porém,
em dimensao 1 temos também uma interpretacao geométrica do algoritmo,
tendo em conta que a linearizacao de f é a recta tangente ao grafico da
funcao em cada ponto. Ou seja, 1 é o ponto de intersecgao entre a recta e
o eixo horizontal (ver Figura 3).

Iterando o procedimento anterior obtemos o algoritmo:
Tni1 = N(zn), n >0,

para uma escolha inicial xzg. Como N é continua, se limz,, existe este é
necessariamente um zero de f. De facto, lim N(z,) = N(limz,,) = limz,, —
Df(limz,)~ ! f(limx,). Assumindo que a derivada é invertivel nesse ponto,
a igualdade lim x,, 1 = lim N (z,,) verifica-se sse f(limx,) = 0.

Para determinarmos a convergéncia e uma estimativa do erro, conside-
remos primeiro o caso unidimensional.

Teorema 4.5. Seja f € C%([a,b]) tal que 0 < m < |f'(x)] < M e |f"(z)| <
M', z €]a,b], e c = M'(2m)~'. Para z¢ na vizinhanca de raio c~* de um
zero z de f temos que
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1. lent1] < C|€n|2)
2. len| < ¢ H(eleol)*",
3. limx, = z.

Demonstragao. Escrevendo a férmula de Taylor de 1* ordem em x,, calculada
no ponto z

F(2) = Fan) + )z = w0) + 5 (€)=~ 70)* =0

com £ entre z e x,, obtemos

f"(€) 2
— N(z,) — — )
Z (zn) 27 () (2 — xn)
Logo,
/") 2 2
= —_ = < .
ental = |2 = gl = |5 £ fenf? < ces
Por indugdo, temos que |e,| < ¢~ 1(cleo])?". Se |eo| < ¢!, entdo |e,| — 0 e
limz, = 2. ]

Teorema 4.6. Sejam f € CY(D), D C R? aberto e convexo, 2 € D zero

de f, Df(z) invertivel, |Df(z)'| < B e |[Df(z) = Df ()] < vllz - yll,
x,y € D. Existe ¢ > 0 tal que para ||z — x| < ¢ 1,

1. lensall < cllenll?,
2. Jlenll < c7Helleol)?",
3. limz, = z.

Demonstragao. Como temos para um y no segmento entre z e x, (sendo D
convexo estd garantido que y € D) a férmula de Taylor 1* ordem dada por

0= f(2) = f(zn) + [Df(y) = Df(xn) + Df(zn)](z — zn),

entao
2= @41 = Df (@) [Df(y) = Df(x0)](2 — ).

Acima assumimos que x,, esta suficientemente préximo de z para que D f(x,,)
seja também invertivel com norma majorada por 23. As estimativas seguem
assim como no caso anterior do método de Newton para dimensao 1. O

Exercicio 4.7. Na demonstra¢do anterior usdmos o facto de uma matriz
quadrada suficientemente proxima de outra invertivel ainda € invertivel.
Demonstre-o usando a relagao

A'=(A-B+B) '=BYA-B)B 41!
e(I+C) 1= > >0 C" desde que [|C| < 1.
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Exercicio 4.8. Compute numericamente zeros para a funcao f(z,y) = (1+
e?siny — x, 2% — eSnY).

Exercicio 4.9. Calcule o tempo de paragem do método de Newton.

Considere agora a seguinte modificacdo ao método de Newton. Seja
f € CYD), D c R? aberto e convexo, e y € D tal que Df(y) é invertivel.
O método de Newton modificado é dado pela iteracao da funcao

N(z) =z — Df(y)" ' f(x).

Definimos assim a sucessdo x, = N(x,_1) para um ponto inicial xzg. A
vantagem deste método é ndo termos que calcular a derivada (e inverté-a)
em cada x,. Basta escolher um ponto inicial.

Exercicio 4.10. Mostre a sequinte proposi¢cao. Se

¢ = IDS(y)~ Y sup LRLD = DI
et =] :

entao para qualquer xo € D temos que

1. |z = N(zo)|| < cflz — 2ol
2. Se x, € D para qualquer n € N, entdo

12 = @il < ¢ Hellz = @al*"
3. Se xg estd suficientemente perto de z entdo limx, = z.

4.3 Método da secante

A interpretacao geométrica do método de Newton para d = 1 adapta-se
facilmente a um novo método onde nao seja necessario utilizar a derivada
de f (no caso de ser desconhecida ou dificil de calcular). Assim, em vez de
considerar a recta tangente ao grafico, consideramos dois pontos no grafico
de f com abcissas xg e x1 e a recta que use esses dois pontos dada por

f(z1) = f(xo)

T1 — o

y—flz1) = (x —z1).
Esta recta é secante ao gréafico de f. A interseccao com o eixo horizontal é

no ponto
1 — Zo

f(@1) = flxo)

E 6bvio que se a secante for horizontal (f(z1) — f(xo) = 0) 0 método nao
funciona.

xo =1 — f(21)
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Iterando o procedimento acima descrito, obtemos uma sequéncia de apro-
ximagoes dada por

Ty — Tp—1

O (A (1)

n €N,

para as condigOes iniciais xg e 1. Como no método de Newton, basta que
lim z,, exista para que seja um zero de f.
n

Teorema 4.11. Seja f € C?*([a,b]) tal que 0 < m < |f'(x)] < M e
lf"(z)] < M', z €la,b], e c = M(2m)~!. Entdo, para o e x1 suficien-
temente proximos de um zero z de f, imz, = z, |ept1] < clen||en—1| €

lea| < ¢ (c max{]eol, [ex[})™™,

onde F,, é a sucessdo de Fibonacci'? dada por Froyo=Fop1 + F, com Fy =
=1

Exercicio 4.12. *Demonstre o teorema anterior.

4.4 Comparacao de métodos
A ordem de convergéncia assimptodtica de um algoritmo é definida como
p = lim [log |en| V™.

E simples verificar que no caso do método de Newton temos

PNewton = 27

e para o método da secante obtemos

1 )

Psecante =
2
Finalmente, o método da bisseccao da-nos

Pbissec = 1.

Esta grandeza mede a rapidez de convergéncia dos algoritmos. O método
de Newton é claramente o mais réapido.

Exemplo 4.13. Queremos obter uma aproximagao de m. Podemos usar a
fungao f(z) = tanx e calcular um zero préximo de xy = 3 com uma precisao
de 5 casas decimais; para o método da secante considerar também x; =4 e
para o método da bisecgao consideramos o intervalo inicial [3,4]:

n+1 n+1
2Mostre por inducdo que F, = % [(HT‘/%) - (1*2—‘/5) ]
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i | Newton | Secante | Bissecgao
0 3 3 3.5

1 | 3.14255 4 3.25

2 | 3.14159 | 3.15716 3.125
3 | 3.14159 | 3.13946 | 3.1875
4 | 3.14159 | 3.14159 | 3.15625
5 | 3.14159 | 3.14159 | 3.14063
6 | 3.14159 | 3.14159 | 3.14844
7 | 3.14159 | 3.14159 | 3.14456
8 | 3.14159 | 3.14159 | 3.14258
9 | 3.14159 | 3.14159 | 3.14161
10 | 3.14159 | 3.14159 | 3.14112
11 | 3.14159 | 3.14159 | 3.14137
12 | 3.14159 | 3.14159 | 3.14149
13 | 3.14159 | 3.14159 | 3.14155
14 | 3.14159 | 3.14159 | 3.14158
15 | 3.14159 | 3.14159 | 3.14160
16 | 3.14159 | 3.14159 | 3.14159

4.5 Problemas de ponto fixo

O problema de determinar um zero de uma fungao é equivalente ao de de-
terminar um ponto fixo:

9(2) = 2
Note que se escrevermos por exemplo f(z) = g(x) — x, o ponto fixo de g
é o zero de f. Outro exemplo é o método de Newton com N(z) = = —
Df(z)~1f(z) tem um ponto fixo z sse f(z) = 0 desde que a derivada seja
invertivel.

Pretendemos aqui encontrar condigoes suficientes para que a solucao seja
obtida simplesmente por iteracoes'? consecutivas da funcio: lim g™(xg) = z.
De facto, esta é a ideia por detras do método de Newton.

Uma funcio ¢g: D — R é contractiva em D C R? sse existe 0 < 6 < 1
tal que para qualquer x1,x2 € D temos

lg(x1) = g(@2)[| < O|z1 — 2.

Observagao 4.14. Uma funcio unidimensional g € C'([a, b]) é contractiva
sse
6 = max |¢'(7)| < 1.
z€a,b|

Para demonstrar esta proposicao basta usar o teorema do valor médio.

13Recorde que g" = gogo---0g é a composicio de g n vezes, e ndo o produto.
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Teorema 4.15 (do ponto fixo). Seja g € C°(D,R?) contractiva num com-
pacto D C R? tal que g(D) C D. Entao existe um unico ponto fixro z € D e
lim g™ (z¢) = 2z para qualquer zog € D.

Demonstragao. Para xog € D temos que z, = ¢"(x¢) estd em D para qual-
quer n € N. Temos entao,

it — 2all = [9(en) = g@n)l| < Ollzn — 2oa]| < -+ < 671 — o]

Logo x,, é convergente e denotamos z = lim x,,. Como D é compacto, entao
z € D. Por outro lado, como g é continua, lim g(z,) = g(lim z,) = lim 2,41,
ou seja g(z) = z.

Falta provar que o ponto fixo z é tinico. Supondo que existem z; # zo
tais que g(z;) = z;. Entao ||z1 — 22| = |lg(2z1) — g(22)]| < ||z1 — 22]|, 0 que
leva a uma contradicao. O

Exercicio 4.16. Mostre que o erro de aproximacao € dado por ||z, — z|| <
n

0" ||zo — ||

Exercicio 4.17. Dé exemplos de funcdes contractivas para as quais as con-
clusoes do teorema do ponto fixo ndo sdo vdlidas.

Exemplo 4.18. Queremos calcular vk para k € N. Estes valores correspon-
dem ao zero z da funcio f(x) = 2% — k definida em RT. Equivalentemente,
podemos obter z como o ponto fixo de

flz) 1 k

N(z) =z — () =5 <x+x>
Como N(z) = 3(1 — kx~2), temos que ming+ g = Vvk. Ora, |N'(z)| =
%|1 — kz™2| é menor que 1 se x > /k/3. Por outro lado, se 0 < = < \/k/3
entdo N(x) > \/k/3 que corresponde ao caso anterior. L.e. N é contractiva
para > +/k/3 e como N(D) C D com D =|\/k/3, k], existe um tnico
ponto fixo z = limx, de N em D > x.

No caso de k = 2, obtemos a tabela seguinte:

n Tn
0 1

1 1.5

2 | 1.41666
3 | 1.42422
4 | 1.41421

5 Integracao numérica

Seja f: [a,b] — R integravel. O objectivo deste capitulo é o de calcular

numericamente b
1=+
a

41



Tanto a funcao f como a sua primitiva podem ser desconhecidas, dai apro-
ximarmos I(f) tendo em conta apenas os valores de f nalguns pontos.

Dados pontos zy,...,z, € [a,b] onde a fun¢ao é conhecida (nés de qua-
dratura) e coeficientes Ay, ..., A, € R (pesos de quadratura), a quadratura
de f é dada por:

S(f) = Aif(z:).
i=0

Naturalmente, o erro de aproximacao do integral de f pela quadratura é

Se E(f) = 0 dizemos que S é exacta.

5.1 Grau de quadratura

O erro cometido ird estar associado ao grau de exactidao polinomial (ou
grau de aproximacao) de S definido da seguinte forma:

Sn(2?) = I(x7), 0<j<k,

grau(S) =k sse {Sn(xk+1) # I(zF).

Proposicao 5.1. grau(S) = k sse
1. para qualquer P € Py temos que S(P) = I(P),
2. existe Q € Pr41 tal que S(Q) # I1(Q).
Exercicio 5.2. Prove a proposicdo anterior.
Proposigao 5.3. grau(S,) < 2n + 1.

Demonstragdao. Considere o polinémio N(z) =[]} (x —x;) com grau n+1.
Entdo N? é um polinémio de grau 2n + 2 com n + 1 zeros z;. Assim,
S(N?) =Y, A;N(z;)> = 0. Como I(N?) > 0 temos que ter S(N?) # I(N?).
Ou seja, grau(S) < 2n + 2. O

5.2 Exemplos de quadraturas

Observe que usando a aproximacao da funcao f dada pelo seu polinémio
interpolador P =), f(x;) L;, o integral de f deverd ser aproximado por

I(P) = Zf(xi)I<Li)'
=0

Usando os pesos dados por A; = I(L;) esta expressao corresponde a uma
quadratura de f.
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Figura 4: Exemplo da quadratura do rectangulo.

Proposicao 5.4. Se A; = I(L;), entdo grau(S) > n.

Demonstragdo. Se j < n, o polinémio interpolador de z7 é P(x) = 7. Logo,
S(z9) = I(27). O

Vamos considerar apenas quadraturas com pesos dados por A; = I(L;).
Assim,
n < grau(S) < 2n+ 1.

Seguem-se alguns exemplos, versoes para diferente niimero ou escolhas es-
pecificas de nds de quadratura.

5.2.1 Quadratura do rectangulo (n = 0)

Considere apenas um né zp € [a,b] e tome Ay = I(Lg) = f:l =b—a.
Assim,

S(f) = Aof(wo) = (b —a)f(zo).

Ou seja, escolhendo xg a quadratura dé-nos a drea do rectangulo com base
[a,b] e altura f(xg) (ver Figura 4).

Pela Proposicao 5.4 temos 0 < grau(S) < 1. Para verificar o grau de
S basta calcular S(z) = Agwg = (b — a)xg e I(z) = (b*> — a?)/2. Portanto,
grau(S) = 1sse S(z) = I(x) sse g = (b+ a)/2.

Concluimos assim que grau(S) = 0 excepto quando escolhemos xy como
o ponto médio do intervalo [a,b]. Este caso particular da quadratura do
rectangulo chama-se quadratura do ponto médio.

Exemplo 5.5. Queremos obter aproximacoes pela quadratura do rectangulo
do valor de [ sin(x) dz. Pela descrigio anterior, S(sin) = 7sin(zg). Se esco-
lhermos zg = 7/2 (quadratura do ponto médio) obtemos S(sin) = 3.1415....
Note que o valor exacto é I(sin) = 2.
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Zo x1

Figura 5: Exemplo da quadratura do trapézio.

5.2.2 Quadratura do trapézio (n =1)

Neste caso consideramos xg = a, 1 = b e

Ao = I(Lo) = /z: ;0—_”;11dx o
Ay = I(Ly) = Ay.
Logo,
S(f) = Aof (o) + ALf(w1) = (21 — x)ﬂfv);f(o)

Este valor corresponde a drea do trapézio definido pela base [zg, z1] e limi-
tada pelo segmento que une (zo, f(xo)) a (z1, f(z1)) (ver Figura 5).

Agora 1 < grau(S) < 3. Escrevendo S(z?) = (23 + 22)(z1 + x0)/2 é
simples verificar que é diferente de I(x?) = (z3 — 23)/3. Entao grau(S) = 1.

Exemplo 5.6. A aproximagao pela quadratura do trapézio de fow sin(z) dx
com os valores nodais sin(0) = 0 e sin(r) = 0 e com Ag = 41 = 7/2, é dada
por S(sin) = 0.

5.2.3 Quadratura de Simpson (n = 2)

Aumentando o nimero de nés para trés: rg = a, 1 € x2 = b, e escolhendo
A; = I(L;) novamente, obtemos a quadratura de Simpson (ver Figura 6):

S(f) = Aof(wo) + Arf(w1) + Aaf(2).

Os pontos z; sdo interpolados por um polinémio de grau < 2 que define uma
regiao cuja area aproxima o integral de f.
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To T T3

Figura 6: Exemplo da quadratura de Simpson.

Exemplo 5.7. Usando a quadratura de Simpson para calcular numerica-
™ . ’ .

mente [ sin(z)dr nos nés xg = 0,z1,272 = m, e sabendo que sin(0) =

sin(m) = 0, basta calcular

_ 3
x(x —m) dr — T .
x1(xy —m) 6x1(m — 1)

Ay = I(Ly) —/Oﬂ

Finalmente, S(sin) = Aj sin(x1). Se escolhermos z1 = 7/2 obtemos S(sin) =
2.094....

Exercicio 5.8. Determine a formula geral explicita da quadratura de Simp-
son (i.e. para n = 2 determine A; = I(L;) em fun¢do de a = xy, 1 e
b= x3), e calcule o seu grau.

5.2.4 Quadraturas compostas

Equipados com as quadraturas anteriores, podemos calcular integrais de
funcGes considerando parti¢ées do intervalo. Em cada subintervalo assim
definido determinamos a quadratura de f. O resultado final para a apro-
ximagao de I(f) serd dado como a soma sobre todos os subintervalos.

A partigdo é formada por nés de quadratura disponiveis. Cada subin-
tervalo da particdo devera conter os nds necessarios para a determinacao de
todos os pesos de acordo com a quadratura escolhida.

Exemplo 5.9. Queremos determinar folf com f(z) = e~*. Para isso
escolhemos a particao do intervalo [0,1] dada pelos nés z; = j/N, j =
0,...,N,com N € N. Vamos utilizar duas quadraturas: do ponto médio Sy

e do trapézio 5.

e Usando a quadratura do ponto médio para cada subintervalo [z}, zj41],
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temos Ag = ;41 —x; = 1/N. Logo,

e Para a quadratura do trapézio em cada subintervalo [z}, z41], obte-

mos e .,
N1 e_(%) —|—e_(%)

2N

A tabela seguinte dé-nos as aproximagoes para diversos valores de N.
Note que o valor exacto é 0.746824....

N | ponto médio | trapézio
1 0.778801 0.68394
2 0.754598 0.73137
3 0.750252 0.739986
4 0.748747 0.742984
5 0.748053 0.744368
6 0.747677 0.745119
7 0.747451 0.745572
8 0.747304 0.745866
9 0.747203 0.746067
10 0.747131 0.746211

Exercicio 5.10. Repita o exemplo anterior usando a quadratura de Simp-
son.

5.3 Erros de quadratura

Como a nossa escolha de pesos foi sempre de A; = I(L;), logo S(f) = I(P)
para o polinémio interpolador P de f. Assim, o erro é dado por
E(f)=S(f) = 1(f) =1(P - f).

Ou seja, o erro é estimado a partir do erro de interpolagao. Entao, nas
condicoes do Teorema 3.30,

7"+ o
(n+1)!
Exemplo 5.11. No caso da quadratura do rectangulo onde temos apenas

um né (n = 0),

[E(H)I < (b= a)|lflloo max{zo — a,b —z0} < (b~ a)?[|f'lco.

Note que se f é um polinémio de grau 0, entdo f' = 0 e a quadratura é
exacta (o erro é nulo). Como seria de esperar pois grau(S) = 0.

[E(f)] < (b-a)

[Nnt1llco-

Exercicio 5.12. Estime o erro usando outras quadraturas.
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5.4 Quadratura de Gauss

Nesta seccao queremos obter a melhor quadratura possivel em termos de
exactidao polinomial. Isto é, queremos determinar condigoes nos nds para os
quais tenhamos quadraturas de grau méaximo possivel: 2n 4+ 1. Em diversas
aplicacoes este método nao pode ser utilizado por nao termos liberdade
de escolha dos nés. Iremos usar os pesos A; = I(L;p) para uma funcao
densidade p > 0 fixa a partida tal que

/abp(x)dm > 0.

Isto permitira aproximar integrais mais gerais do tipo

b
1) = [ (@) (o)

Como anteriormente, os nés z;, ¢ = 0,...,n, da quadratura definem
inequivocamente o polinémio N, i de grau n + 1.

5.4.1 Produto interno em P,

Vamos recordar a nocao de produto interno num espaco vectorial V' sobre
os reais. Uma funcao (-,-): V x V — R é um produto interno se verificar as
seguintes condicoes para quaisquer u,u’,v € V, a € R:

1. (u,u) >0

2. (au,v) = alu,v)

3. (u+u,v) = (u,v) + (W, v)
4. (u,v) = (v, u)

Considere o espaco L?([a, b]) das funcoes f de quadrado integravel (relati-
vamente & medida de Lebesgue) em [a, b], i.e. fab f(z)?dr < +00. Verifica-se
facilmente que para qualquer escolha de uma fungao p: [a,b] — Rg em L2,

b
(f.9) = I(fap) = / £(2) 9(x) p(a) de

é um produto interno. Qualquer polinémio restringido a [a, b] pertence ob-
viamente a L?([a, b]).

Exemplo 5.13. A funcio f(x) = x~ /2 é integravel em [0,1], mas ndo
pertence a L2([0, 1]) pois 7 'ndo é integravel nesse intervalo.

Exercicio 5.14. Mostre que qualquer funcdo de quadrado integrdvel € in-
tegravel.
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Se (f,g) = 0 dizemos que f e g sado ortogonais e escrevemos f L g.
Uma funcdo f é ortogonal a P, (i.e. f L P,) sse f é ortogonal a todos os
polinémios em P,,.

Teorema 5.15. N, 1 L P, sse grau(S) = 2n + 1.

Observagao 5.16. O teorema anterior apesar de compacto contém muita
informagao. Significa que podemos obter uma quadratura de grau maximo
sse existirem nds, zeros de Nj,i1, tais que (N,41,q) = 0 para qualquer
q € Pp. Sucessoes deste tipo de polinémios N4 existem (como iremos ver
mais adiante) e tém n + 1 raizes x; usadas como os nés da quadratura.

Demonstragdo. (<) Assumindo que grau(S) = 2n + 1 e ¢ € P,, temos
que I(Nyt1q) = Sp(Wnq) pois Npt1g é um polinémio de grau < 2n + 1.
Finalmente, S(Ny4+19) = >; AiNpy1(zi)g(z;) = 0.

(=) Temos que n < grau(S) < 2n + 1. E suficiente provar que I(z/) =
S(z7) para qualquer n + 1 < j < 2n + 1. Ora, pelo algoritmo de divisao de
polinémios,

w) = Q(x) N1 (x) + R(x),
onde @ tem grau j — (n+ 1) < n e R tem grau < n, i.e. Q,R € P,. Logo,
2? = R(z;) pois Npy1(z;) = 0. Por outro lado, I(x7) = I(QN,11) + I(R) =

i
I(R) porque N,11 L Q. Também temos que I(R) = S(R) pois grau(S) > n.
Juntando todos os resultados anteriores,

I(2?) = ZAZ‘R(CCZ‘) = ZA,:J;{ = S(z7),
como queriamos demonstrar. ]

5.4.2 Escolha dos nés

Vamos agora encontrar os nés que definem o polinémio N1 tornando-o
ortogonal a P,. Estes nds irdo corresponder aos zeros de polinémios com
determinadas propriedades como iremos ver de seguida.

Um conjunto de polinémios {py,...,pn} é um sistema ortogonal de
P, em [a,b] sse

1. grau(p;) = 1,
2. (pi,pj) = 0,0 # j.

Observagao 5.17. Como o grau de cada p; é igual a ¢, um sistema ortogonal
forma uma base ortogonal de P,,.

Exemplo 5.18. O processo de ortogonalizagao de Gram-Schmidt permite-
nos construir um sistema ortogonal. Considere a base {1,z,...,2"} de P,
em [—1,1] e p = 1. Esta base nio ¢ ortogonal pois e.g. (1,2%) = f_ll 22 dr =
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2/3 # 0. Podemos contudo construir uma base ortogonal a partir desta.
Escolhemos pg(z) = 1 e os restantes elementos da base sdo dados por

i—1

pi(x) :xi—Z@i,pj}pj(x), 1=1,...,n.

§=0
A partir do facto

1 0 k impar

/ i = ’2 P

-1 FESE k par,
obtemos o sistema ortogonal com os primeiros elementos: pi(xz) = = e
pa(z) = 2? — 2, etc.
Proposicao 5.19. Seja {po,...,pn} um sistema ortogonal de P, em [a,b].

Entao, para cada 0 <17 <n,
L. pi LPj,0<j<i—1,
2. p; tem i zeros reais e distintos em [a, b,

3. existem a,b,c € R tais que
pit1(x) = (ax + b)pi+1(x) + cpi(x).

Demonstragdo.

1. Qualquer P € P; pode ser escrito como uma combinacao linear dos
vectores da base ortogonal {po, ..., p;}, P = > _q ckPk- Logo (P,p;) =
>k kP, pi) = 0.

2. Seja 0 < m < i o nimero de zeros de p;, denotados por z1, . .., Zm, que
verificam as condigoes seguintes:
® zj € [CL, b]a
e pi(z;) # 0 (i.e. o sinal de p; muda em cada z;).
Entdo pi(z) = Q(z)[[jL,(z — 2;)" onde @ é um polinémio de grau

i — Y7 rj que ndo muda de sinal (é > 0 ou < 0) e cada r; é fmpar
(se r; fosse par p; nao mudava de sinal em z;).

Suponha que m < i. Tomando o polinémio em P, dado por V(z) =
[[:%, (z — 2z;) temos que

Vi) = /Q )]t =2y +pta) o

Agora rj + 1 é par, logo a funcao integranda tem o mesmo sinal de @)
que nao muda. Além disso, como os polinémios s6 assumem o valor
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zero num numero finito de pontos, o integral s seria nulo se p = 0
q.t.p. O que nao se verifica pois [p > 0. Entao, (V.p;) # 0. Ou
seja, existe um polinémio em P,, que nao é ortogonal a p;, logo p; nao
pode pertencer a um sistema ortogonal. Mostramos assim que para
um sistema ortogonal temos que ter m = ¢. Ou seja, p; tem grau i e ¢
zeros em [a, b] que sao distintos.

3. Escolhemos a tal que p;ia2(z) — axp;yi(x) tem grau i + 1. Escolhe-
mos b tal que q(z) = piyo(x) — (ax + b)piyi(x) tem grau i. Assim,
q(z) = Zj’:o a;pj. Além disso, para k = 0,...,i temos 0 = (g, p) =
ar(pr, k). Ou seja, a = 0. Resta assim o termo ¢ = a;p;, i.e.
pi+2(2) — (az + b)pit1(z) = aip;.

O]

A proposicao anterior permite-nos concluir que a escolha dos nés de uma
quadratura com grau maximo pode ser feita a partir dos zeros dos polinémios
de um sistema ortogonal. Iremos de seguida apresentar exemplos de sistemas
ortogonais e calcular os zeros de alguns dos seus polinémios.

5.4.3 Polinémios de Legendre em [—1,1]

Considerando Py(x) =1 e Pi(x) = = definimos

2n —1 n—1
xPy_1(x) —

P,(z) = P, _o(x), n > 2.

n

Exercicio 5.20.

1. Prove que grau(P,) = n, P,(£1) = (£1)", P, € uma func¢ao par para
n par e impar para n 1mpar.

2. Defina os conjuntos Z, dos zeros de Py,. Mostre que

Zy=10
Zy = {0}
) VB VB
] 3’3
3 3
Z3_{ 5’ \[5}
{\/3 30 \/3 2v/30 (3 2V30 2v/30
Zy = Alzt+— A\ zc———\/=———,\| =
7 35 7 35 7 35 7 35
Zg,{ \/35+2\F \/35—2\F \/35—2\ﬁ\/35+2f
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Exemplo 5.21. Queremos aproximar fo sin(z) dz. Para isso vamos calcular
os nés para a quadratura de Gauss como os zeros dos polinémios de Legendre
apds a transformagao de variavel para o intervalo [0, 7] dada por

hi[-1,1] = [0,7],  h(z) = g(g; +1).
Os novos polindmios de Legendre sao
Py =P,oh™!

definidos em [0,7]. Em particular, os zeros de P, sio os elementos do
conjunto h(Z,).

1. Caso n = 0, usando um né apenas (o zero de Py): zy = 7/2. Pela
férmula da quadratura do rectangulo neste né, temos

So(sin) = Apsin(zg) = 7 = 3.1415.. ..
Esta quadratura de Gauss tem grau 1 e corresponde ao caso da qua-
dratura do ponto médio.
2. Caso n = 1, dois nds. Usando a férmula da quadratura do trapézio,

sin(zg) + sin(z)
2

3. Caso n = 2, usando trés nds na formula da quadratura de Simpson,

Sa(sin) = 1.90355. ..

=1.11765....

Si(sin) = (z1 — )

Exercicio 5.22. Efectue todos os cdlculos do exemplo anterior, completando-
0 para 0s casos n = 3,4.

5.4.4 Polinémios de Chebyshev em [—1,1]

Considerando Ty(x) = 1 e Ti(z) = x definimos
Th(x) = 22T 1 () — Th—2(x), n > 2.

Estes polinémios formam um sistema ortogonal para o produto interno de-

finido com densidade )

p(x) = ﬁ

Usando os pesos

1 X

a quadratura é apropriada para aproximar integrais do tipo
1
dx
[ ot
-1 1—=x
1 de
Observe que [~ Az =T
Exercicio 5.23. Calcule A;.
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5.4.5 Polinémios de Hermite em R

Considerando Hy(x) =1 e Hi(x) = 2z definimos
H,(z) =2zxH,_1(x) — 2(n — 1)H,_2(x), n > 2.

Estes polinémios formam um sistema ortogonal para o produto interno com

densidade ,

p(x) =e”

A sua utilidade reside na aproximacao de integrais do tipo

/Rf(a;)edex.

Observe que [p e dy = /7.

Exercicio 5.24. Calcule os zeros de Hy e Hs. Use-0s para calcular apro-
zimagoes de [ sin(z2)e™*" da.

6 Meétodos numéricos para edo’s

Uma fungdo f: R% x [a,b] — RY e 29 € R? definem a seguinte equagdo
diferencial ordindria multidimensional de 1* ordem e condicao inicial:

.f:f(l',t), te [avb]a com x(a) = Zo,

respectivamente. A solugdo deste problema é a fungao z: [a,b] — R? na
forma

z(t) = xg +/ f(z(s),s)ds. (6.1)

Por vezes a solugcao é também chamada de 6rbita, trajectéria, caminho,
fluxo, etc. Como a solugao nao é simples de obter para a generalidade dos
casos em que f nao é uma funcao linear, o nosso objectivo é determinar uma
aproximagcao numérica de z(t).

Observagao 6.1.

e Pelo teorema de existéncia e unicidade de solugao para edo’s, se x —
f(x,t) é Lipschitz'* e t — f(z,t) é C°, entdo existe uma tinica solucio
z: [a,b] — R%

e Sed > 2 estamos a trabalhar com vectores. Ou seja, z(t) = (z1(t), ..., zq(t))
e f(z,t) = (fi(z(t),t),..., fa(x(t),t)). Desta forma, fj f(z(s),s)ds =
(L fi(a(s),s)ds, ..., [) fa(z(s),5) ds).

g & Lipschitz sse existe L > 0 tal que para quaisquer x1, z2 temos que ||g(z1)—g(x2)|| <
Ll|lzy — 2|
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Exercicio 6.2. Mostre que uma funcdo C' € Lipschitz, que por sua vez é
CO.

Para aproximarmos o integral em (6.1) temos que considerar nds no
intervalo [a, b], correspondendo a uma partigao de [a, b] dada por {tg,...,tn}
com N € N, satisfazendo

a=ty<ti <---<ty=b.

Cada t; é o i-nésimo né e a diferenca At; = t; — t;—1 é o passo i. Iremos
utilizar métodos de passo constante, i.e. At; = h > 0 para qualquer i =
1,...,N.

O nosso objectivo é entao determinar valores nodais x; que aproximem
em t = t; a solugao exacta z(t;). O erro no passo i serd naturalmente dado

g ..

por
€; = .I‘(tz) — Zy.
Usando (6.1) é simples verificar que, com i =1,..., N,
i t
x(t;) = o + Z f(z(s),s)ds
— Jti 4
7 J

=1
=x(ti—1) + /tz f(xz(s),s)ds.

Aproximando cada z(t;) por z; e o integral acima por S temos entdo a
seguinte férmula geral de recorréncia para as aproximacoes nos nos:

{xi—xi_l—i—S(i), i=1,....,N

o = :L'(to).

As escolhas para S(®) sdo vastas, cada correspondendo a um método dife-
rente. Apresentamos véarios exemplos de métodos nas secgoes seguintes.

Observacao 6.3. Note que S nio pode ser obtido recorrendo directa-
mente a quadraturas. Isto porque a fungao integranda f(z(s),s) depende
dos valores de x no intervalo [t;_1, ;] que sao desconhecidos.

6.1 Erro e ordem do método

Para cada método, i.e. escolha de S@ . o erro pode ser estimado em termos
do parametro h = max; At;. Vamos escolher sempre uma particao uniforme
com h = At; para qualquer ¢ = 1,..., N. Logo,

b—a

N =
h

93



De forma a simplificar as estimativas do erro, supomos que ey = 0 despre-
zando o erro de representacao numérica.
A ordem de convergéncia de um método é definida por

R N
r—0+ logh

Se p > 0, entdao o método converge para a solucao exacta quando h — 0.
A velocidade de convergéncia do método é assim determinada por p. Note
porém que nao é possivel computacionalmente fazer escolhas de h para além
do limite minimo de representatividade numérica.

Dizemos que uma funcao ¢ é de ordem AP, i.e. 1 = O(hP), sse existe
limyp_,o hP||¢(h)|| finito. Isto significa que ||¢|| converge para zero como h?
para algum ¢q > p.

Exercicio 6.4. Mostre que:

1. O(hP) 4+ O(hd) = O(hminipa}),

2. O(hP)O(h?) = O(hP9).

3. Sep < O(hP), entao ¢ = O(hP).

4. Sep = O(hP), entdo » = O(h9) para qualquer q < p.
Exercicio 6.5. Mostre que:

1. Se um método tem ordem p, entio en = O(hP).

2. Se eny = O(h?), entao o método tem ordem p > q.

Segue-se um critério para determinacao da ordem.
Proposicao 6.6. Se para quaisquer i € {1,... N} et € [ti—1,ti—1 + h]

F(t),t) = 'S = O(h?) + O(|lei 1)),

entdao o método tem ordem p > q.
Demonstracao. Note que

ei —ei—1 =x(t;) — x(ti—1) — (x; — xi—1)

ti— 1+h
:/ ), 5)ds — §0

i— l+h .
_/ #(s),5) b1 ds.

Logo,

lle; —ei—1]| < h max Hf(gg(t)’t) _plgld)
te[ti—1,ti—1+h]
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Usando esta relagao e também j < N = (b —a)/h,

j
llejll < D llei = el
i=1
< ]h max max Hf(a:(t),t) —h7ts®
=1,...,5 te[tz 1,ti— 1+h
< O(hf) + max O([le;—1])-
i=1,....7
Iniciando com ep = 0 obtemos que ey = O(h9). O

6.2 Exemplos de métodos

Apresentamos de seguida duas das escolhas mais comuns para S pela sua
facilidade de implementagdo numérica.

6.2.1 Método de Euler

Baseado na quadratura do rectangulo escolhemos
SO = (t; — ti1) f(wi1,tiz1).
Para um passo constante At; = h, a férmula de recorréncia é dada por
T = xio1 + hf(zio1,ti-1), zo = x(to).
Proposicao 6.7. Se f é C', entio o método de Euler tem ordem p > 1.
Demonstragao. Seja F(t) = f(x(t),t). Assim,

of of
L (@(t), 03 (1) + S ((), 1

com #(t) = f(x(t),t). Entao, para t € [t;—1,t;—1 + hl,
F(t) — F(ti_1) = O(It — ti_1]) = O(h).
Por outro lado, G(x) = f(z,t;_1) é uma funcao C' que satisfaz
G(z) = G(zi1) = O(||lz — wial])
para z préximo de z;—;. Como G'(z) = af “(z,t) e ej1 = x(tic1) — xi1
temos que
F(ti1) = G(xim1) = f(a(tiz), tiz1) = f@ima, ticn) = O(llei-a])).
Finalmente, para t € [t;_1,t;—1 + h],
1f (@), ) =7 SOY = | f(@(t),) = flaioa, i)
= [[F(®) = G(zia)|l
< IF@) = Fti)ll + [1F (1) = Glaia)]]
= O(h) + O([leil))-

Basta agora usar a Proposicao 6.6. O

F'(t) =
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Exemplo 6.8.

1. Considere o problema de valor inicial: & = x e z(0) = 1. Utilizando
um passo constante At; = h para o intervalo [0, 1], o método de Euler
da-nos a aproximacao:

x; = xo(1 + h)°
& solugdo exacta z(t;) = et = €. O erro em ty = 1 é entdo |ex| =
le! — (14 h)"/"| onde usdémos N = 1/h. E simples verificar que quando
1/h — 400 (ou seja, h — 0) o erro vai também para zero.

2. Para o sistema de equacgoes diferenciais lineares

{i - Y com {MO) -
y=x y(0) =

o método de Euler dd-nos a férmula:

;= xi—1 — hyi
Yi = Yi—1 + hx; 1.

A solugao exacta é (z(t),y(t)) = (cost,sint).

6.2.2 Meétodos de Runge-Kutta

Os métodos de Runge-Kutta distinguem-se do anterior pelos termos de or-
dens superiores. A férmula geral da escolha dos S®) é a seguinte. Dados
parametros ¢ € N, ajpcom 1 <j<gel<k<j—1,bjcom1<j<gq,e
cj com 2 < j < g, seja

q
SO =" hb;Fj,
j=1

onde

j-1
Fi = f(zi—1,ti—1), Fj=f (1'1'—1 + Zhaj,kaati—l + th) y J=2,...,q.
k=1

Note que para cada escolha dos parametros acima obtemos um método dife-
rente. Nas seccoes seguintes iremos apresentar em mais detalhe os métodos
com g = 1,2,3 e 4, determinando a ordem do método respectivo. Iremos
ver que essa implica certas restricoes aos parametros a;y, b; e ¢j. Podemos
desde ja obter uma dessas relagoes se pretendermos que a ordem seja pelo
menos 1.

Proposicao 6.9. Se Z?:l bj=1lefe€ C', entdo a ordem do método de
Runge-Kutta é p > 1.
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Demonstragao. Note que F; = Fy 4+ O(h). Como ja visto anteriormente,

flz(t),t) = Fi+O0(z(ti-1) — zi—al)) + Ot — ti1).

Assim,
‘ q
1f@(),t) =" SO = || f(w(t),t) = > b;F;
j=1
q
< |Fi=F)_bj|| +O(h) + O(lleil)
j=1
= O(h) + O(llei-1l])-
Resta aplicar a Proposicao 6.6. O

6.2.3 Meétodo de Runge-Kutta 1*ordem

Escolhendo ¢ = 1 temos b; = 1. Assim, o método que resulta corresponde
ao método de Euler.

6.2.4 Meétodo de Runge-Kutta 2%ordem

Para ¢ = 2 existem vérias escolhas dependendo dos parametros. O método
é dado por

x; = i1 + hby f(@i—1,ti—1) + hba f(xi—1 + hao1 f(zi—1, ti—1), ti1 + hea).

Note que by = 1 —bsy. Os restantes parametros by, as; € co sdo determinados
de forma que o método seja de ordem 2.

Proposigao 6.10. Se ¢ = 2, by + by = 1 e boagy = baca = 1/2, entdo a
ordem € p = 2.

Exercicio 6.11. Demonstre a proposicdo anterior.
Exemplos comuns de escolha de parametros sao:
by =0
by =by =1
{ 1 2 2 b2 -1
1

ag = C = bR

agn =cy =1,

Exercicio 6.12. Use o método de RK2 para determinar aprorimacdes das
solugoes do sistema

i =o(y—x)
y=z(p—2)—y
Z=u1xy— Bz
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usando os valores o = 10, 8 = 8/3 e p = 28. Note que para qualquer
condi¢ao inicial (o, Yo, 20) todas as orbitas sdo atraidas para uma regiao no
espaco (atractor de Lorenz'®).

6.2.5 Meétodo de Runge-Kutta 3%ordem

Considerando ¢ = 3 o método mais comum corresponde a escolha de parametros
de forma a termos:

h
T = Ti—1+ E(Fl +4F + Fy)

com
Fy = f(zi—1,ti-1)
F2 = f(ﬂj‘z;l + hFl/Q,tifl + h/2)
Fs = f(zi—1 + h(—F1 + 2F3),ti1 + h).

Exercicio 6.13. *Para o caso d = 1, mostre que a ordem € p = 3.

6.2.6 Meétodo de Runge-Kutta 4*ordem

Para ¢ = 4 o método mais usado é dado por

h
T = xi—1 + E(Fl +2F + 2F3 + Fy)

com
f Ti—1,ti— 1)

(

= f(xi—1 + hF1/2,ti1 + h/2)
f(l‘l 1+hF2/2 ti_ 1+h/2)
f(xz 1+I’LF3, i— 1+h)

Exercicio 6.14. *Para o caso d = 1, mostre que a ordem € p = 4.

Exercicio 6.15. Escreva um programa para a solu¢do de uma edo de 2°
ordem usando o método de Runge-Kutta de 4* ordem. Use-o para determinar
a drbita no plano (z, ) da solugao de & + sin(z) + 0.01x =0 com z(0) =0
e:

1. &(0) =1
2. #(0) =2.1
3. £(0)=3

Exercicio 6.16. Para as sequintes edo’s, determine cada ponto de equilibrio
e respectiva estabilidade local. Escreva um programa para a solugao numérica
usando o método de Runge-Kutta de 4% ordem e apresente o grdfico.

Yhttp://en.wikipedia.org/wiki/Lorenz_attractor
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1. Equacoes de Rdéssler:

T=—-Yy—=z
y=x+ay
Z=b+z(x—c)

para os parametros a = b= 0.1 e ¢ = 14. Observe que também existe
uma atractor (atractor de Réssler'®).

2. Equacgoes de Lotka-Volterra (sistemas de predador—presa”):
i =x(a— By)
y=—y(y—ox)

para os parametros o = [ = v = § = 1. Interprete os resultados
obtidos tendo em conta que x representa a populacao de presas e y a
de predadores.
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