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1 Introducao

Na actividade seguradora, a Teoria da Credibilidade pretende desenvolver um método de tarifagao baseado
na experiéncia de um conjunto de riscos, aqui significando um conjunto de contratos de seguro de certo tipo.
Muitas vezes as companhias seguradoras tém que estabelecer um prémio para um grupo ou uma carteira de
contratos de seguro, basicamente porque os diferentes contractos se referem a riscos semelhantes. A tarifacao
torna-se mais simples de implementar. Grande parte das vezes o estabelecimento de um mesmo prémio a
um conjunto de riscos é um recurso obrigatdrio ja que nao dispomos de informacao ou experiéncia suficiente
para um conjunto particular de apdlices e, em contraste, muita informacao referente a outros contratos de
alguma forma relacionados. A solucao serd portanto agrupé-los a todos e atribuir um prémio comum. Este
serd estimado através da informacao disponivel sobre todos os riscos. Esta solugao serd boa se a carteira
for homogénea. Se existir um grau de heterogeneidade significativa entao serd claramente mais apropriado
estabelecer um esquema de tarifagao baseado na experiéncia individual, ou seja um prémio para cada risco
da carteira. Note-se que numa situagao destas fosse atribuido o prémio coletivo, ou prémio comum a todos os
riscos, este seria influenciado pelos maus riscos, podendo levar & fuga dos bons para a concorréncia, restando
os outros, menos bons. Esta nao é concerteza boa estratégia para a seguradora. No entanto esta solugao
(extrema) de tarifar individualmente, pode nao ser solugdo porque muitas vezes néo se dispoe de informagcao
suficiente e, por outro lado, é a negagao completa de que os riscos sao & partida semelhantes. Porque nao
entao encontrarmos uma solu¢ao de compromisso?

E essa solucdo de compromisso que pretendemos alcancar com a teoria da credibilidade. Concretizemos:
Pretendemos estimar o prémio puro de um risco, representado pela varidvel aleatéria X, para o préximo
periodo a tarifar, risco este pertencente a uma determinada carteira, através da informacao obtida pela
observacoes dos riscos da carteira em periodos passados. O prémio puro é o valor esperado do risco. Sabemos
da teoria do risco e da ruina que um prémio deve ser superior ao valor esperado do risco, sob pena da ruina
da carteira ser quase certa. Mais tarde ou mais cedo. Isto é, um prémio deve ser igual ao valor esperado
do risco mais uma quantia, a carga, para fazer face a desvios aleatérios relativamente & sua média. Nao
consideramos aqui cargas de indole administrativa e/ou comerciais. Seja Xj a média de indemnizagoes
em perfodos passados do risco j e seja X a média global de indemnizacdes de todos os riscos nos mesmos
periodos na carteira. A teoria da credibilidade. propoe estimar o prémio puro para o risco j através da
média ponderada:
%X+ (1 —2)X

O factor de ponderacdio z; ( 0 < z; < 1) expressa o grau de credibilidade. que se atribui & experiéncia
particular do risco j e por isso chamamos Factor de Credibilidade e o prémio representado por esta média
ponderada chamamos Prémio de Credibilidade. Esta é a chamada férmula bésica de credibilidade.

No presente texto apresentamos alguns modelos importantes desenvolvidos pela da Teoria da Credibilidade
como aplicagdo ao célculo/estimagio de prémios de seguros, baseado na experiéncia. O conceito de credibili-
dade, como perspectiva de aplicagao prética ao cdlculo de prémios de seguros, foi introduzido pelos actuérios
americanos no inicio do século XX, mais concretamente por alturas da Grande Guerra, relacionado com o
problema do reajustamento dos prémios no seguro de acidentes de trabalho. Pretendia-se que tivesse em
conta o seu registo de indemnizagcoes.

O problema do célculo do prémio é um problema fulcral. Pretende-se que seja equilibrado. Que proporcione
satisfagdo mutua as entidades envolvidas, o segurador e o segurado. Por um lado, o segurado vé transferida
para a companhia, uma situagao de risco, aleatéria, e para a qual nao se sente vocacionado a suportar.
Estard entao disposto a pagar uma determinada quantia que considere justa, o prémio. Por outro lado, a
seguradora estd disposta assumir o risco de pagamento de eventuais indemnizagoes, actividade para a qual
estd vocacionada, mediante o recebimento do prémio, desde que nao lhe traga desvantagem do ponto de vista
financeiro.

O célculo do prémio assume um papel fundamental na relagdo segurador-segurado. Por um lado, que nao
seja excessivo de forma a levar o segurado a afastar-se e a procurar outra entidade (assumindo uma situagéo
de concorréncia) e que néo seja demasiado baixo, que leve a companhia a sentir dificuldades no assumir do
seu compromisso de pagamento das indemnizac¢oes. Os prémios sao pois quantias monetdrias, pagas por
periodo, normalmente um ano. O prémio deve reflectir o mais possivel as caracteristicas do risco a que



se refere. No entanto, deve referir-se que é um objectivo dificil de alcangar em absoluto, pois existem em
geral caracteristicas que sao dificeis de concretizar & partida. Numa tentativa de minorar este problema
examina-se a experiéncia obtida pelo risco ao longo de vérios periodos de tarifacao, nos casos em que exista.

De forma a diversificar o risco (e ndo s6!), as companhias agrupam os riscos em classes mais ou menos
homogéneas, de acordo com as suas semelhangas, a cuja classe é inicialmente atribuido o mesmo prémio,
partindo do principio de que os riscos sao semelhantes. Este prémio é designado por Prémio Coletivo. Outro
motivo deste agrupamento reside na simplificacao prética do cédlculo do prémio, porque as companhias sao
normalmente confrontadas com o célculo de milhares de prémios, tornando a sua individualizagao mais
dificil de efectuar, sob pena de incorrerem em custos administrativos desnecessdrios. No entanto, cada
risco dentro de cada classe tem uma individualidade prépria que os distingue entre si dentro da classe.
Esta individualidade é na maior parte dos casos apenas compreensivel quando se analizam os registos de
indemnizacoes, referentes & experiéncia de cada risco dentro da classe. Serd entao desejdvel que o prémio seja
ajustado tendo em conta esta individualidade. O prémio, individual, que tem em conta as caracteristicas
especificas do risco, é designado por Prémio de Risco. Este prémio permanece em geral desconhecido, pelas
razoes apresentadas.

Ao desenvolvimento das véarias férmulas heuristicas de estimacao do prémio, baseadas na experiéncia in-
dividual das indemnizacoes em periodos passados, deram os actudrios americanos o nome de Teoria da
Credibilidade. Mais concretamente, chamaram Férmula de Credibilidade & média ponderada entre a média
de indemnizacoes passadas sobre o risco em andlise e o Prémio Puro Colectivo. Ao factor de ponderagao
convencionou-se chamar Factor de Credibilidade.

Os resultados obtidos pela teoria da credibilidade tém hoje em dia aplicagdo prética em vdrios tipos de seguro,
como sejam por exemplo em sistemas de bonus-malus no seguro automovel [ver Andrade e Silva (1991)], nos
contratos de resseguro, em seguros de grupo, nomeadamente seguros de acidentes de trabalho em que cada
grupo é constituido por individuos que trabalham na mesma firma, no célculo/constituicdo das provisdes
para sinistros, em que se pretende fazer uma avaliacao futura e localizada no tempo de responsabilidades de
pagamentos de indemnizagoes por parte das seguradoras. Isto inclui a avaliacao das indemnizacoes IBNR
(Incurred But Not Reported), sinistros ocorridos e ainda néo participados ou encerrados [ver Cordeiro (1991)].

2 Principios de calculo do prémio

Como complemento, neste capitulo apresentamos alguns principios de cdlculo do prémio, bem como algumas
das propriedades a que um principio deve satisfazer. Nao se pretendemos fazer um estudo exaustivo, mas
apenas uma pequena apresentacao para sublinhar alguns aspectos importantes. Algumas propriedades vao
ser discutidas consoante o principio. Para o estudo da Teoria da Credibilidade interessa-nos apenas a reter
que no cédlculo do prémio terd que se calcular o prémio puro mais uma componente que é a carga. O cédlculo de
prémios é baseado no principio de que um conjunto de indemnizacoes possa ser compensado por pagamentos
fixos, habitualmente de forma periédica e anual.

2.1 Alguns principios

Consideremos um determinado risco, que representa uma apélice ou um conjunto de apdlices e designe-se
por X a varidvel aleatéria (v.a.) nfo negativa, que representa o montante das indemnizagdes agregadas
ocorridas num determinado periodo de tarifagdo. Seja F(z) a funcdo de distribui¢do da v.a. X e admita-se
a existéncia dos momentos de X envolvidos, particularmente designe-se por uy e 0% o valor esperado e a
varidncia da v. a. X, respectivamente. Eventualmente também nalguns casos se admite uma hip6tese mais
restritiva, ou seja a existéncia da fun¢ao geradora de momentos de X, o que se tornard claro no texto. Seja
Px, ou mais simplesmente P, o prémio cobrado, liquido de cargas para despesas de cardcter administrativo
relativo a este risco X, para o mesmo periodo.

Alguns exemplos de principios de cdlculo do prémio P sao a seguir apresentados:



1. Principio do Valor Esperado:
P=(1+a)px ,a>0;

2. Principio da Variancia:
P:uX—i-aa%( , aa>0;

3. Principio do Desvio Padrao:
P=ux+aox ,a>0,

em que « é uma constante positiva designada por Coeficiente de Carga.

4. Principio da Utilidade Nula:

Suponha que a seguradora adopta uma funcdo de utilidade u(z), com u’(z) > 0 e u”(z) < 0 (aversao
ao risco). Seja w a riqueza actual do segurador, entdo Py é calculado a partir de

u(w) = E[u(w + Px — X)]

Em geral Px depende de w. Se u(x) = —exp{—pz}, 5 > 0, entdo tem-se Px = B llog E[e=8X]. Este
caso designa-se por Principio Exponencial. Neste caso o prémio nao depende da riqueza inicial.

5. Principio de Esscher
E[XelX]

PR

, h > 0.

em que E[th | = Mx(h) é a funcdo geradora de momentos de X no ponto h > 0 e supomos a sua
existéncia. Para interpretar a expressao acima, consideremos

eh f (x)
fooo eh f(x)da’
ou seja g(x) pode ser vista como uma fun¢io de densidade de uma varidvel aleatéria ndo-negativa Y

com fungao de distribuicdo G(z) = fom eM f(y)dy/Mx (h). G(z) é a Transformada de Esscher de F(z)
com parametro h.

E fécil verificar que a funciio geradora de momentos de Y, My (t) = Mx (t+h)/Mx (h) e que E[Y] = Px.

g(z) = h>0

6. Principio do Prémio de Risco Ajustado (risk adjusted premium principle):

_ Oo _ ;vl/p;v
P= [ 0Py

onde p > 1 é o indice de risco. Note-se que se se considerar p = 1 entdo Px = E[X]. O principio
é baseado numa transformada da distribui¢do F(z). Seja uma v.a. Z com funcdo distribuicdo H(x)

onde 1 — H(z)=[1— F(x)]l/’o7 entdo a respectiva fun¢io densidade

ha) = /(@) =~ 1 = F@)] " f(o).

o of
e Exemplo 1 Seja X ~ Pareto(w, ) com f.d. F(z) =1 — (3%) . Entio 1 — H(z) = (3%) p,

donde Z ~ Pareto(a/p, B) e portanto P = E[Z] = a—/% desde que oo > p. Note-se que P aumenta
com p. &

Relativamente aos trés primeiros principios apresentados, principio do valor esperado, da variancia e do
desvio padrao, temos que em cada um deles o prémio é composto por duas parcelas: uma — o valor esperado
do risco E(X)— comum com os trés principios e a qual é designada por Prémio Puro, e a outra — uma
carga para compensar desvios de sinistralidade — calculada de maneira diferente de principio para principio,
mais exactamente, proporcional ao pardmetro que d4 o nome ao principio. « é uma constante positiva



designada por Coeficiente de Carga. E evidente que para estes principios P > E[X]. Relativamente aos
outros principios também se mostra mais & frente, a propésito das propriedades que P é nao inferior ao valor
esperado do risco, Prémio Puro.

De uma forma mais geral, um principio de calculo de prémios pode ser representado por uma funcional H
do conjunto das funcdes em RT.

2.2 Propriedades

Seja o prémio P, calculado duma forma geral através da funcional H aplicada a varidvel aleatéria X. Exem-
plos de Propriedades consideradas desejdveis para um prémio, de um conjunto mais vasto, sdo as seguintes:

1. H(X) > E(X).

H(X) < M, com M =inf{z: Fx(z)=1}.
Aditividade: Sejam dois riscos, X1 e Xy, independentes: H(X; + Xo) = H(X1) + H(X9).

L

Sejam dois riscos, X1 e Xo: H(X1 + X2) < H(X3) + H(X2).

Se adicionalmente se considerar que Xy e X3 sao independentes, entao a propriedade é designada por
Sub-aditividade.

5. Sejam dois riscos Xy e Xo: H(X1) < H(X: + X3).
6. Iteratividade: Sejam dois riscos X e Y: H(X) = H[H(X]|Y)].

A Propriedade 1 pode ser justificada do seguinte modo: Considere-se uma sucessdo {X,} de n varidveis
aleatdrias independentes e identicamente distribuidas, com média p e desvio padrao o, e a aplicacao do
principio ‘H para o cédlculo do prémio P associado a cada um dos riscos.

Se aplicarmos o Teorema do Limite Central, obtemos

lim Prob (Y~ X; >nP) =1
=1

se considerdssemos que P < pu. Isto significa que a companhia obteria um prejuizo quase certo com a
operagao (no longo prazo).

A Propriedade 2 diz que o prémio P deve ser menor que a indemnizag¢ao méxima, o que garante a possibilidade
de o segurado nao incorrer num prejuizo quase certo.

A Propriedade 3 diz que o prémio da soma ¢é igual & soma dos prémios. Assim, a jun¢ao de riscos indepen-
dentes nao deve afectar o prémio total.

Quanto & Propriedade 4, caso ela nao se verificasse o segurado ganharia com a subdivisao do risco. Clara-
mente, a aditividade implica a sub-aditividade.

A Propriedade 5 diz que o prémio aplicado a um risco ndo serd superior ao prémio aplicado caso se juntarem
outros riscos.

A Propriedade 6 significa que o prémio para o risco X pode ser calculado em dois passos. Em primeiro
lugar calcula-se o prémio condicionado (dado Y') para X, H(X|Y), aplicando o principio H & distribuicdo
condicionada de X. Este prémio é uma funcao de Y e portanto ¢ uma varidvel aleatéria com determinada
distribuicdio. Aplicando por sua vez o mesmo principio H & distribui¢do de H(X|Y'), obtém-se H[H(X|Y)].
O principio é iterativo se H(X) = H[H(X|Y)]. Esta é uma propriedade desejdvel pois é muito conveniente
do ponto de vista matemdtico. A verificar-se seria particularmente 1itil para a Teoria da Credibilidade.

Iremos seguidamente examinar algumas propriedades relativamente aos principios de cdlculo do prémio atrés
apresentados. Alguns casos que se omitem ficam fora do Ambito deste trabalho.



Constata-se imediatamente que os principios do valor esperado, da varidncia e do desvio padrao verificam a
Propriedade 1.

e Para o principio da utilidade nula, recorrendo a desigualdade de Jansen' tem-se que
uw(w) = Eju(w + P — X)] <u(Elw+ P — X]) =u(w+ P —E[X])
donde se obtém P > E[X], j& que u/(z) > 0.

e Para o principio de Esscher note-se que se h = 0 (i.e. ndo ha transformagio) entdo Px = E[Y] = E[X].
Considere-se agora h > 0. Tem-se

ar d™ Mx(t+ h) M (h)
E[Y"| = — My (¢ — _
Y= 27 Y()tzo dtr Mx(h) |,—y  Mx(h)
portanto
!
ipX = iE[y]— d My (h)

dh dh ~ dh Mx(h)

- MXl(h)2 [M)((Q)(h)MX(h) — M&(h)2 = E[YQ] — E[Y]Q >0

ou seja Py é uma fun¢do ndo decrescente de h e portanto Px > E[X] Vh > 0.

e Relativamente ao tltimo principio note-se que para p > 1 se tem 1 — F(z) < [1 - F (z)]l/ P, entdo

E[X] = [°[1 — F(z)]de < [°[1 — F(x)]"/* dz = P.

A conclusdo a retirar da verificagdo desta propriedade por todos os principios apresentados é a de que o
Prémio Puro E[X] é a componente de referéncia no célculo do prémio. O Prémio Puro é em geral o objecto
da teoria da credibilidade.

Quanto a Propriedade 2, nenhum dos trés primeiros principios apresentados a verificam em geral:

e Para o Principio do Valor Esperado tomemos como contra-exemplo o seguinte:
Seja a v.a. X tal que Pr(X = M) =pePr(X =0) =1 — p. Assim, tem-se

E(X) = Mp, V(X) = M*(1-p), H(X)=M [p+ay/pl-p)|;
Derivando H(X) em ordem a p, temos

d 1-2
LYY ST S
dp 2y/p(1—p)
calculando o limite quando p — 1, tem-se

d
lim arn = —o0, lim H(X)= M.
p—1 dp p—1

Deve pois existir um p < 1 tal que:
Hp(X) > M = lim H(X).
p—)
e Para o Principio da Variancia e tomando o exemplo anterior, temos H(X) = Mp + aM?p(1 — p). Por

outro lado a Propriedade 2 impde que Mp + aM?p(1 — p) < M, condigdo que s6 é verificada para
a<1/Mp.

IDada uma funciio concava ¢ e uma v.a. X tem-se que E[¢(X)] < ¢(E[X]).



e Para o Principio da Utilidade Nula notemos que w+ P — X > w+ P — M, entdo E[u(w + P — X)] >
Elu(w+ P — M)] = u(w) > uw(w+ P — M) = P < M porque v (x) > 0.

e Para o principio de Esscher tem-se que

E[Xe Y]  E[MeMX
P= E[;[ehx]] S ]E::[th}} =M

e Relativamente ao dltimo principio seja M < oo tal que F(M) = 1. Tem-se
oo M M
P= / [1— F(2))Y* do = / [1— F(2))Y* de < / dw = M
0 0 0

Relativamente a Propriedade 3, facilmente concluimos que tanto o Principio do Valor Esperado como o
Principio da Variancia a verificam. Em relagdo a este dltimo notemos que V(X7 + X2) = V(X1) + V(X32),
em virtude da independéncia das varidveis.

e Para o Principio do Desvio Padrao, temos

H(Xl + XQ) = E(Xl) + E(XQ) + Oé\/V(X1) + V/XQ)
H(X1) +H(X) = E() +B(X) + o (VVTX) + V(%) )

donde
H(X1 + Xo) # H(X1) + H(X2).

e Para o principio da utilidade nula esta propriedade nao se verifica em geral. Verifica-se no entanto
para o principio exponencial: u(z) = —exp(—fSz). E um bom exercicio.

e Para o principio de Esscher, seja

E [(X1 + Xp)eh(X1+X2)] - E[X e E[ehX?] 4 E[Xpeh X2 |E[ehX1]
E [eh(X1+X2)] = E [ehX1] E [ehXz]

H(Xl + XQ) - = H(Xl) + H(XQ)

e Relativamente ao tltimo principio esta propriedade nao se verifica em geral. Consideremos o exemplo:
Exemplo 2 Sejam X eV i.i.d. com Pr[X =0] =Pr[Y =1] =1/2 e seja p = 2. Entdo
1
HX) + H(Y) = / 0,5"2dz = 0,5!/2
0

por outro lado, Pr[X +Y = 0] = 0,52 = 0,25, Pr[X +Y =1 =2x 0,52 = 0,5, Pr[X +Y = 2| =
0,52 = 0,25. Entio H(X +Y) = [y 0,75"2da + [70,25"%dx = 0,5(1 +V3) < H(X) + H(Y) ¢

Relativamente & Propriedade 4, tanto o Principio do Valor Esperado como o Principio do Desvio Padrao a
verificam.

e Em relagao ao primeiro principio a sua verificacao é imediata.

e Quanto ao segundo, notando que a propriedade impoe

E(X1) + E(X3) + ay/ V(X1 + X5) < E(X1) + E(Xy) + [\/V(Xl) + \/V(Xz)]

equivalente a

VV(X1) + V(X2) +2Cov(X1; X2) < v/ V(X1) + /V(X2),



levantando ao quadrado e simplificando, tem-se a condicao equivalente

Cov(X1; X2) < /V(X1).V(Xs),

COV(Xl; XQ) <
V(X1)V(X2)
0 que se verifica sempre, uma vez que o primeiro membro é o coeficiente de correlacao de X; e Xo.

Conclui-se também que o Principio do Desvio Padrao é sub-aditivo. No entanto note-se que este
principio nao é aditivo, como atrds se mostrou.

ou seja

)

e Quanto ao Principio da Variancia, a Propriedade 4 nao se verifica em geral. S6 estd verificada se e sé

> V(X1 + X2) < V(X)) + V(Xa),

isto &, se e 86 se Cov (X7; Xs) < 0. No entanto o Principio da Variancia é sub-aditivo, como facilmente
se conclui da condicao acima ou tendo em conta que a aditividade implica a sub-aditividade.

Relativamente & Propriedade 5:

e O Principio do Valor Esperado verifica-a, como facilmente se conclui.

e Quanto ao Principio do Desvio Padrao deve-se ter

E(X1) + ay/V(X1) < E(X; + X2) + ay/ V(X1 + Xo),

a < E(XQ)
— V(X)) - V(X + X))

e como « > 0, entao deveria ter-se

0 que é equivalente a

V(X1) > V(Xl —I—Xg),

ou seja,

V(Xz) + 200V(X1;X2) <0
e como V(X2) > 0, entdo deveria ter-se, Cov (X1; X2) < 0, 0 que ndo se verifica em geral.

e Quanto ao Principio da Varidncia e se usarmos o mesmo raciocinio atrds, deveriamos ter

a < E(XQ)
~ V(X1) - V(X1 + X))

Conclufmos, portanto, que a Propriedade 5 nao se verifica em geral.

Relativamente & Propriedade 6, verifica-se facilmente que nenhum dos trés primeiros principios apresentados
é iterativo:

e Para o Principio do Valor Esperado temos
H(X) = (1 +a)ux e H(XJy) =1+ )ux(y)
donde HIH(X|Y)] = (1 + a)?ux = (1 + a)H(X).

e Para o Principio da Varincia temos.

H(X) = px+ack =E[ux (V)] +a (Elex (V)] + Viux(Y)])
H(X|y) = px(y)+aV(X]y)
HH(X|Y)] = Elux (V)] + «E[0% (V)] + Vpx (Y) + ack (Y)]),

donde H(X) # H[H(X|Y)].



e Para o Principio do Desvio Padrao temos:

H(X) = px+aoy = px +ay/Blo% (V)] + Vipx (¥)]
H(X]y) = px(y)+aox(y)
HIXY)] = px +a (Blox (V)] +vVIax () +aox(V)]),

donde concluimos H(X) # H[H(X|Y)].

Uma nota importante relativamente a esta propriedade e ao desenvolvimento que se iremos fazer relativa-
mente & Teoria da Credibilidade, é o facto de que o Prémio Puro goza da propriedade iterativa, ja que o
valor esperado é um operador iterativo.

Nenhum dos principios apresentados verificam todas as propriedades, uns verificarao mais que outros, no
entanto em termos absolutos nao existe nenhum que possa ser considerado melhor que os outros.

Sublinhemos que o Principio do Valor Esperado verifica mais propriedades. Atribui no entanto o mesmo
prémio a riscos com a mesma média, podendo ter uma variancia diferente. Nalguns casos pode ser claramente
desadequado. Suponhamos por exemplo dois riscos de caracteristicas bem distintas e de certa forma extremas:

Exemplo 3 Sejam dois riscos X eY com média 1, X ~ Exponencial(1) e Y ~ Pareto(2,1). Intuitivamente
Py deveria ser maior que Px, Y ndo tem wvaridncia finita. &

Outro aspecto a colocar serd como atribuir valores ao parametro, Coeficiente de Carga a? Por exemplo:

Exemplo 4 Suponha-se X ~ Normal(200,100). Se se considerar Px = (1 + «)E[X], pode-se escolher o tal
que
Pr[X < Px] =0,99 & ®(20c) = 0,99

= 200 = 2,326 = a = 0,1163 ou, em termos percentuais, obtemos um coeficiente de carga de 11,68%. <

Para um estudo mais aprofundado, encontramos um tratamento extensivo de principios de cdlculo do prémio
em Goovaerts, de Vylder & Hazendonck (1984). Veja-se também Centeno (2001).

3 Formula basica de credibilidade

3.1 Prémio de risco, Prémio coletivo

As companhias seguradoras agrupam os riscos em classes mais ou menos homogéneas, com o objectivo de
diversificar, distribuir, o risco ou de forma a simplificar o esquema de tarifagdo, obtendo com isto uma
diminuicao nos seus custos. O beneficio é mituo, tanto para o segurador como para o segurado, que poderd
ver o seu prémio reduzido pela diminui¢ao de custos e mesmo pela diversificagao, disseminag¢ao do risco.

Os riscos agrupados numa determinada classe devem ser semelhantes em relagdo as suas caracteristicas
bésicas, embora se admita um certo grau de heterogeneidade interior, que nao seja dominante. Por exemplo,
no seguro de automovel ligeiro, as apdlices sao classificadas quanto & cilindrada do automével, idade do
condutor, idade da carta de conducao, idade do veiculo.

Cada classe assim formada, contém caracteristicas bdsicas comuns, que lhe confere um grau de homogeneidade
preponderante dentro do grupo. Existem no entanto determinados factores que, ou sao inobservdveis ou sao
dificeis de tragar ou quantificar, ou ainda, a sua especificacdo é politica ou socialmente desaconselhdvel.
Cite-se como exemplo, a habilidade do condutor, as condigoes de trédfego em que o automobilista circula, o
sexo do condutor. Este tipo de factores atribuem a cada risco um certo grau de heterogeneidade dentro do

grupo.



Ano 112 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 | 16 17 18 19 20
i
1 1 1 1 1
2 1 1 1 1
3 1 1 1 1
4 1
3 1 1
6 1 1 1
7 1 1 1
8 1
9 1 1 1
0 1 1 1 1

9| =
=
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Tabela 1: Registo de indemnizagoes de um conjunto de 20 riscos

Cada conjunto de riscos assim formado é designado por Coletivo. O Coletivo é um conjunto de riscos, semel-
hantes em relagao as suas caracteristicas bésicas. Uma vez que os riscos sao semelhantes em relacao as suas
caracteristicas basicas, nao é dificil de admitir que & partida os riscos possam ser tarifados de forma idéntica,
i.e., a cada risco serd atribuido o mesmo prémio, o Prémio Coletivo. No entanto, as caracteristicas especificas
escondidas de cada risco podem dar origem a uma heterogeneidade muitas vezes nao desprezivel dentro do
coletivo. Esta heterogeneidade s6 se torna clara quando se analizam os registos individuais de indemnizacoes.
Esta caracteristica especifica pode ser quantificada por um parametro, seja 6, o qual permanece em geral
desconhecido.

Consideremos o seguinte exemplo muito sugestivo (de Norberg (1979)).

Exemplo 5 Suponha-se um coletivo formado por 20 riscos, semelhantes em relacao as suas caracteristicas
bdsicas. A cada risco é atribuido anualmente o mesmo prémio puro. Para simplificacdo, suponha-se que cada
risco pode produzir no mdximo uma indemnizacao por ano, de montante igual a uma unidade monetdria.
Assim, a probabilidade do risco j (j = 1,2,...,20) produzir uma indemnizagio em determinado periodo é
dado pelo parametro:

0j = PIOb(Xj = 1),

em que X; representa o montante das indemnizagoes em determinado periodo. Claramente, X; = 0,1
(G = 1,2,...,20). Suponha-se ainda qua a caracteristica especifica de cada risco, aqui representada pelo
pardmetro 0;, se mantém constante ao longo do tempo. Ao admitir-se que o pardmetro 6 dependente de j
significa admitir-se que os riscos possam ter comportamento algo diferente.

Ao fim de 10 periodos de tarifacdo compilaram-se os registos de indemnizacgoes apresentados na Tabela 1,
correspondentes ao resultado de 10 experiéncias de Bernoulli.

Uma estimativa para o prémio puro coletivo a atribuir a cada risco, para o periodo seguinte é dada pela média

empirica global 6 = 0,145. Isto pressupde no entanto que 0s riscos sGdo homogéneos, i.e., 01 = 5 = - - - = 9.
Ezaminando a Tabela 1 esta hipdtese nao parece nada ébvia ji que, por exemplo, os riscos ndmeros 9, 11 e
17 destacam-se negativamente dos restantes. Alids, a simples elaboragdo dum teste estatistico, a hipdtese de
homogeneidade é rejeitada (ver Norberg (1979)).

Assim, o Prémio Puro correcto a tarifar para cada risco serd a média individual, que se designa Prémio Puro
de Risco, dada pelos pardmetros 0; (j =1,2,---,20) e que permanece desconhecida, jd que ndo serd justo a
atribuicdo dum prémio comum a todos os Tiscos. A estimacao dbvia neste caso para o prémio individual seria
através da média empirica individual, éj. No entanto o numero de observagoes dos riscos individualizados
nao é suficientemente grande para que o estimador possa ser considerado 100% credivel. Se se considerar
esta alternativa, no caso do exemplo presente, o prémio puro estimado vinha nulo para os riscos numeros
1, 2, 4, 5, 8, 15, 16 e 20/ Além disso, a adop¢do desta alternativa ignora o facto de que o0s riscos sdo
semelhantes em certo sentido. O

Consideramos neste trabalho basicamente dois tipos de prémios: o Prémio Coletivo e o Prémio de Risco.
O Prémio Coletivo é o prémio aplicado a um risco X tirado ao acaso do Colectivo. Cada risco dentro do



Colectivo é identificado pela sua caracteristica especifica, representada pelo pardmetro 6, que permanece
desconhecido em geral. O Prémio de Risco é entendido como o werdadeiro prémio a atribuir a um risco
dentro do coletivo, tendo em atencao a sua caracteristica especifica escondida 6. Por este facto, o Prémio de
Risco permanece desconhecido em geral.

O problema fundamental da tarifagao reside na atribuicao, estimacao, do prémio de risco. Uma vez que é
desconhecido em geral, tem de se estimar. No entanto, a sua estimagao, baseada na experiéncia individual,
traz outro problema. E que em grande parte dos casos os actudrios nio dispdem de experiéncia individual
em quantidade considerada suficiente para que a sua estimagao possa ser considerada credivel.

Apenas em condicbes excepcionais o prémio de risco pode ser conhecido: se o coletivo for perfeitamente
homogéneo (nesse caso o Prémio de Risco é igual ao Prémio Coletivo) e se o risco puder ser observado
durante um perfodo de tempo bastante longo, mantendo-se inalteradas as condicoes de risco. Estas situagoes
sdo muito particulares.

Definicao 1 Seja P o Prémio Coletivo, o prémio obtido pela aplica¢ao do principio H, definido no Capitulo
2, a distribuicao Fx () das indemnizagdes agregadas X do risco no coletivo, referente a determinado periodo.
Fx () supde-se conhecida.

Definicao 2 Seja P(f) o Prémio de Risco, o prémio obtido pela aplica¢ao do mesmo principio H o dis-
tribui¢io Fx(x|0) das indemnizagoes agregadas do risco, referente a determinado periodo. Fx(x) supde-se
conhecida assim como o pardmetro de risco 6.

Temos entdo o prémio de risco P(¢) = H(X|0) e o prémio coletivo P = H(X). Exemplificando com o
Principio da Variancia (ver Capitulo 2) temos P(0) = puy (0) + ac% () e P = py + ac%, com puy =E(X),
03 =V(X), px(0) =E(X|0) e 0% (8) =V(X|6), cuja existéncia assumimos. Designaremos sempre daqui em
diante iy (6) como o Prémio Puro de Risco e py como o Prémio Puro Coletivo.

3.2 Foérmula basica de credibilidade

A atribui¢do do prémio de risco desconhecido P(#) serd, em geral, através da sua estimacgdo. Pretendemos
pelas razoes atrds enunciadas que o estimador reflita nao sé a informacao sobre o coletivo de riscos, mas tam-
bém a(s) caracteristica(s) individual(ais) especifica(s). Teremos que encontrar um estimador cuja expressao
incorpore estes dois aspectos.

Quase todo o desenvolvimento da teoria da credibilidade se centra em torno do Prémio Puro. A carga
seria calculada posteriormente, com base no risco coletivo ou individual, conforme o caso. O problema da
tarifagdo do prémio puro de risco py () foi resolvido numa fase inicial pela atribuigdo do prémio puro coletivo
ix a todos os riscos pertencentes a esse mesmo coletivo. Simplesmente isto nao era solugdo. Em 1918 o
actudrio americano A.W. Whitney (ver Longley-Cook (1962) ou Norberg (1979)%) propos pela primeira vez
que a estimativa do prémio puro fosse uma meédia ponderada entre a experiéncia do coletivo e a experiéncia
particular do risco.

Concretizemos: Seja m o estimador de p(0) e X; (i =1,2,---,n) o montante das indemnizacoes agregadas
no periodo 7, e n o nimero de periodos para o qual existem disponiveis, estatisticas individuais do risco e

X=1 " Xi. A férmula proposta foi a seguinte:

m=zX+(1—2)py (1)

em que z é uma constante compreendida entre 0 e 1 e é designada por Factor de Credibilidade. A
Foérmula 1 ficou conhecida como Férmula de Credibilidade.

Vendo a Férmula 1, verifica-se que é uma média ponderada entre o prémio puro coletivo py e um possivel
estimador para o verdadeiro prémio puro p(f). A constante z foi designada por Factor de Credibﬂidgde em
virtude de pretender medir o nivel de crédito a atribuir & influéncia individual, através da estatistica X como

2Norberg (1979) é um trabalho notdvel de sintese.
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estimador de u(#), comparativamente com a hipétese inicial de atribuigdo do Prémio Coletivo. Com esse
objectivo deveria atribuir-se a z um valor entre 0 e 1.

Se z fosse um valor préximo de 0, entao seria equivalente considerar-se que a experiéncia individual nao
trazia grande informagao sobre a caracteristica 6 desconhecida, ou por outro lado, a informagao era relevante
mas o risco nao se diferenciava do resto do coletivo. No primeiro caso por insuficiéncia de informagao, no
segundo admitindo a homogeneidade preponderante do coletivo de riscos.

Se a z se atribufsse um valor préximo de 1, entao significaria que a informagao disponivel descrevia quase
ou mesmo completamente o risco (no caso limite), entdo X seria um bom estimador de 1(0). Dizia-se entdo
que era atribuida credibilidade total & informagao.

O grande problema passava a ser a concretizacao de z para cada caso. Ficava um pouco & intuicao do
actudrio, parecendo 6bvio que z deveria ser crescente com n, i.e., com a quantidade de informacao disponivel
sobre o risco. No caso de auséncia de informacao, ou seja, para um risco que integrava o coletivo pela
primeira vez, entao z tomava o valor 0, e era-lhe atribuido o prémio coletivo pu.

Se a informacao fosse numerosa de tal forma que se sentisse que descrevia completamente o risco, entao
z = 1. Além disso era sentido que Z deveria reflectir flutuagoes aleatérias de sinistralidade de periodo para
periodo.

Sugestivamente, Witney (ver Longley-Cook (1962)) sugeriu mesmo a seguinte férmula:

n

Z:n+k )

em que k era uma constante heuristicamente determinada e tinha em conta o tipo de seguro ao qual o prémio
se referia.

Na Férmula 1, p era normalmente substituida por um seu estimador, o que nao se afigurava dificil pela
possibilidade de existéncia de um grande numero de registos sobre o colectivo, como referimos atras.

O desenvolvimento da teoria da credibilidade, que é basicamente um problema de estimacao e de inferéncia
estatistica, depende do tipo de inferéncia que se tem por base: a Inferéncia Estatistica Cldssica ou a Inferéncia
Bayesiana, que tem por base a interpretacao do parametro 6 aqui em causa. Nés vamos apenas tomar em
consideragao a estimacao do prémio de risco do ponto de vista Bayesiano. Para alguma discussao sobre esta
questdo consulte-se Norberg (1979) ou Egidio dos Reis (1987).

4 Modelos Bayesianos puros

Consideremos uma carteira com N riscos numerados de 1 a IV que produziram indemnizac¢des num conjunto
de periodos numerados de 1 a n. Sejam as varidveis:

Xi; - Representando o montante agregado de indemnizacoes geradas pelo risco j (j =1,2,---,N) no ano ¢
(t=1,2,---,n), ou mais simplesmente, risco j no periodo i.
6; - ParAmetro de risco associado ao risco j, independente de .

X,j = % i, Xij - Média das indemnizagdes do risco j nos n perfodos.
X, = % Zjvzl X 4 - Média global dos NN riscos nos n periodos.
X, = (X1, Xoj,- - -, Xnj) - Vector das varidveis observdveis do risco j nos n periodos.

Consideremos que os N riscos fazem parte dum coletivo em virtude de terem uma caracteristica fundamental
comum. A caracterfstica individual que diferencia cada risco j no coletivo é quantificada pelo parametro 6;,
e é independente de i. A hipdtese é simplista pois o risco mantém a mesma caracteristica ao longo do tempo.
Isto significa, por exemplo, que a destreza de um condutor nao evolui com o decorrer do tempo...
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Conhecendo o passado (n periodos passados) pretendemos calcular o Prémio Puro para o periodo a seguir
(n+ 1), para o risco j. De acordo com o que foi referido no Capitulo 2, o Prémio Puro do risco j é

tat1(05) = B[Xrn11,5105] .

Consideremos agora que 01,02, - -, 0y, sdo varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas,
geradas pela distribuicao a priori U(6). A funcdo U(6) chamamos Funcio Estrutural (os parametros f; sao
os Parametros de Estrutura).

Fica assim resolvido o aparente paradoxo em que os riscos sao diferentes mas semelhantes em certo sentido.
Sao semelhantes no sentido de que 01,05, ---, 05, sao v.a.’s identicamente distribuidas, e diferentes no sentido
em que podem tomar valores distintos.

Resumimos as hipéteses, apresentadas por Bithlmann (1967) a propésito do seu modelo linear, nas seguintes:

Bl - Dado 0;, as v.a.’s Xy, Xoj,- -+, Xpnj, Xpy1,; sdo ii.d
B2 - Os pares (X,61),(X5,02), -, (Xy,0n) sdo iid. 61,602, -, 0x, sdo v.a.’s i.i.d. com f.d. U(6).

Estas sdo as hipéteses que correspondem ao modelo de Biithlmann que veremos mais & frente. Veremos no
entanto que este aparece na sequéncia dos modelos puramente Bayesianos e vao servir para a apresentacao
e explicacao destes.

A hipétese B1 expressa a independéncia condicionada dentro do mesmo risco. Isto ¢, dada uma caracteristica
0;, as indemnizacoes agregadas do risco j sdo independentes de periodo para perfodo. Expressa também
homogeneidade temporal: a distribuicdo de X;;, condicionada por ¢;, nao depende de i. A hipétese B2
expressa independéncia entre riscos e equivaléncia exterior dos riscos.

Uma vez que a distribui¢do X;; condicionada por #; ndo depende de %, entdo o prémio puro a tarifar para o
periodo (n + 1) vem

finy1(05) = pu(6;)-
O prémio p(6;) vai ser ser estimado em fungéo das observagoes nos n periodos passados. Uma vez que pela

hipotese B2 os riscos sao independentes, pode desprezar-se a informacao colateral e consideramos apenas as
observagoes do risco j.

Seja m(X ;) uma funcio do vector X; = (X1;, Xaj, -+, Xp;), um estimador baseado na experiéncia do risco j

nos n periodos anteriores, para os quais se possui experiéncia de indemnizac¢oes. Como o Prémio Puro p(6;)
¢ em geral desconhecido, os Bayesianos tentaram a aprozimacdo de p(f;) através de m(X;), utilizando o
critério do Erro Quadratico Médio,

E([n(8;) — m(X,)]?). (3)

O problema pode ser apresentado da forma que segue.

Definicao 3 Chamemos Prémio Puro de Credibilidade ao prémio ﬁm(& j) que minimiza o erro quadrdtico

médio dado por (3).

Usando a propriedade iterativa do valor esperado, de (3) temos

A expressdo (4) corresponde a

[ ([0 =i pavion)) are,,

Como a densidade dF(z;) > 0, a minimizagdo de (3) equivale a minimizar

E[(u(6;) — m(X,))?|1X;] = VIu(0;)|X,] + (Blu(9;)1X,] - m(X,))*. ()
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Donde o valor que minimiza (3) é

m(X;) = Elu(8;)1X,], (6)

ou seja, ’I’?L(l ;) € o Estimador Bayes relativamente & funcao de Perca Quadrética e funcao a priori U(6).
A expressdo (6) vem explicitamente aplicando o teorema de Bayes

B B | AF(z;10;)du(0)  fo p(8;) TTi, dF (2i10,)dU(9)
Elu(0,)|X,] = /@ (6,)dU (6]z;) = /@ MO T aF i@ = i e

Na ultima expressao atentendemos & hipétese de independéncia condicionada de Bl.

. L. % , . . L. L. - ,
Em teoria o prémio m(X;) serd um bom substituto do verdadeiro Prémio Puro ;(6;). Na prética nao serd
bem assim, j& que muitas vezes (a maior parte!) chegamos a expressdes complicadas ou nio explicitas e

portanto intratdveis. O seguinte exemplo retirado de Norberg (1979) é sugestivo:

Exemplo 6 Considere-se o risco j. Suponha-se que X;; ~Binomial(1; ;) (i =1,2,---,n,n+1) com fungao
de probabilidade

f(;v”\ﬁj) = 9?”(1 — gj)lizij, Tij = 0, ].; 0< 9_7' < 1.
O Prémio Puro a tarifar para o pertodo (n+1) é p(6;) = 0;. Tome-se para distribui¢io a priori U(6), uma
distribuicao Uniforme de parametros a e 5, com fun¢ao densidade:

u(g){ 7= 0<a<d<B<1l (B>a)

a 0 outros

i *
Neste caso o estimador m(z;) = E[f;|z,;] vem,

nfnéj & Bnéj+k+27anéj+k+2
k=1 (=) ; ;
= (n—nb;—k)kl(nd;+k+2)

BlY;lz;] =

nfnéj (_1)k Bnéjﬁ»k{»lianéjﬁ»kﬁ»l ’
k=1 (n—n;—k) k! (nd;+k+1)

sendo @j = %Z?:l Xij &

Utilizando distribuigoes simples obtém-se para a média a posteriori uma expressao que poderd ser chamada
de tudo menos simples, o que leva com certeza a que os praticos evitem a sua utilizagao. Imagine-se a
existéncia de um colectivo composto com grande nimero de riscos, o que acontece frequentemente.

Se para cada risco se tivesse de calcular um prémio E[6;| gj] semelhante ao do exemplo acima, o custo e a
morosidade da tarifacdo poderia ser significativo, apesar das grandes potencialidades existentes hoje em dia
pelos meios informaéticos.

O ganho obtido na minimizagao do erro poderia perder-se pela impraticabilidade. Ora, para uma companhia
seguradora tem todo o interesse que o estimador seja bom teoricamente, mas também simples de calcular,
interpretar e explicar.

Uma maneira de ultrapassar esta dificuldade consiste em utilizar para distribuicao a priori uma distribuicao
conjugada da funcao de verosimilhanga, o que permite uma passagem suave da distribuicao a priori para a
distribuicao a posteriori. Serd no entanto for¢ar, eventualmente sem explicagao evidente, certas distribuigoes.
Concretize-se 0 exposto nos seguintes exemplos.

Exemplo 7 Modelo Bernoulli-Beta
Seja X;; ~Binomial(1; 0;), (i =1,2,---,n) com f.p.

flaglo;) =077 (1= 0;)' 7" 0<0; <1,

com média p(6;) = 6;.
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Suponha-se que U(0) =Beta(w, 8) com f.d.p.
1
uw(l) = ———0°"11 -0 0<bh<1 o, B>0,
0) = 5?10 8
sendo

1
B(w, ) = /0 21— z)P e .

Obtém-se a funcdo de verosimilhanca

L(0) = [T £(Xi105) = 0377 79 (1 — ) Eim o,
i=1

A respectiva distribuicao a posteriori vem
_ L)) 1
Iy LO)u®)ds B wij + o5t o= 37 i)

u(9|£j) 92739:7;7‘4-04—1(1 B 9)”"‘5*22-561'1*17

ou seja U(0|z;) =Beta(d_; wij + ;s n+ B — ), xi;). A média a posteriori é dada pela expressio

Elu(6)|z;] = Elblz;) = %

A expressao da média a posteriori é simples porque a distribui¢cao Beta é conjugada da Binomial. Se se fizer
UM Pequeno arranjo na expressiao acima E[u(@)@j] pode ser escrito na forma:

Blu(6)la)) = ———7 5+ —2 T
N T = T, +——
PO = B +n " a+B+n a+tpB+n ? atBt+n
em que T = %2?21 x;; e a média colectiva i = E[X;;] = E[f] = ﬁ‘_ﬁ Ou seja,
E[u(0;)|z;] = 22 ; + (1 — 2)p
com "
z o e a+f

A média a posteriori tem, a Forma de Credibilidade (1) e o Factor de Credibilidade (2), o que torna este
resultado interessante.

No entanto tem limitagdes dbuias, pois apesar da familia de distribuicoes Beta ser bastante larga, existem
mumeras distribuigcoes que nao podem ser representadas por uma Beta. &

Exemplo 8 Modelo Poisson-Gama
Se X;; ~Poisson(#;),1=1,2,---,n, com fungio de probabilidade
e—9j 99377
ije

com média 1(6;) = 6;. Suponha-se que U(0) =Gama(e, 8) com f.d.p.
/604

u(@)zr(a)e_ﬁet‘)o‘_l; 0>0e a,B>0.
A funcao de verosimilhanga vem,
n —nb; g2 Tij
e i 92 i
1(6;) = [ Flawssl6s) = ot — .
! El T T w!
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Obtém-se a distribuicao a posteriori

u n > wijta
uw@j) = L()u(6) *( +5) . exp{*(n—i-ﬁ)g}ﬁzxm-a*l

FELOw@)dd T @i+ o)

Gama <Z Tij +a; n+ ,B)

Obtém-se entdo a média a posteriori

_ DT e I a . _n_ = 8
Elu0)lz;] = Elblz;] = =575— = 5% + 755 = o43%5 T 745k

sendo o prémio colectivo 1 = E[X;;] = a/f5.

A média a posteriori tem também a Forma de Credibilidade (1) e o Factor de Credibilidade z de acordo com

(2):
E[u(0)\z;] = 2T ; + (1 — 2)p

Exemplo 9 Modelo Exponencial-Gama
Seja X;; ~Gama(l; 6;), (i =1,2,---,n) com f.d.p.

flwij|0;) = 0775,z >0 (6; > 0),

e média pu(0;) =1/6;.
Suponha-se que U(0) =Gama(w, B), cuja f.d.p. é
u(f) = B2 sogo-r. >0e a,pf>0
F(a) ) )
obtendo-se para a funcao de verosimilhanga

n

L(0;) =[] £ (i516;) = 67 exp{—6; > wi;}.

i=1
Daqui se obtém a distribuicao a posteriori

u(flz,;) = LO)u(6) (B4 %)™ exp{— 2 ) 1gnte—l
Os) = T e~ Tmra PO 2wl

= Gama(n+«o; B+ wa) .

Por outro lado, a média colectiva v = E[X;;] = E[1/6]:

A e _goga—2,, Glla—1) B
uil"(a)/o e PP 7do = 3 M) a-1’ para > 1,

atendendo a que I'(a —1)/T(a) = 1/(a—1). A média a posteriori vem

(B4 Sz /+°° (3 y L
Elpn0)|z;] = i (B+325 mig)0gnta=2 gg
O)e, PSRy
_ BHYimp)Tnta—-1) B+5 2y
I'(n+ a) n+aoa-—1
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atendendo a que I'(n — 1+ a)/T'(n + o) = (n+ a)~!. Tem-se ainda

n ﬁ n a—1
E[u(0) z,] = z = T.J
[1( )@J] n+a_1x‘3+n+o¢—1 n+a—1$'j+n+a—1u

A média a posteriori tem a Forma de Credibilidade (1) e o Factor de Credibilidade z de acordo com (2)
E[u(0)lz;] = 22; + (1 - 2)p

— _n — —_
comz= g ek=a—1 &

Exemplo 10 Modelo Normal-Normal, com varidncia conhecida

Seja X;; ~Normal(6;,0), com o > 0, conhecido e § ~Normal(p,T), p e T conhecidos. Obtém-se para
distribuicdo a posteriori U(0|z;) uma distribui¢do
171 n _ —
Normal (p— {ﬁu + ;I‘j] : pn1>
n
com p, =% +L& = %, (veja-se Murteira (1988)).

Sendo assim tem-se p(0;) =0; e

1 1 n _ n 1 nr? o2
()l = Elfs 1z, = P <§N + ;110) T P02 Tt PnJQM B T + 2t

n

A média a posteriori tem a Forma de Credibilidade (1) e o Factor de Credibilidade =z da forma (2):
Elu(0;)|z;] = 225+ (1 = 2)p

comz=n/(n+k)ek=o02/72 O

Nos Exemplos 7-10 escolheram-se para distribuigoes a priori, distribuigoes conjugadas das fungoes de verosim-
ilhanca, em cada caso. Em todas os casos obtiveram-se expressoes para a média a posteriori bastante simples
e lineares nas observagoes. O outro aspecto interessante do ponto de vista da Teoria da Credibilidade, é que
todas estas expressoes apresentam a forma de credibilidade de Whitney, que carecia de suporte tedrico.

A média a posteriori é uma média ponderada entre a média empirica do registo de indemnizacoes do risco,
e a média colectiva. O factor de ponderagao z tem em conta a quantidade de informacao disponivel n, e as
caracteristicas especificas do risco através da constante k.

Em todos os casos, o factor de ponderacao z nao depende do risco em questao, em virtude de se ter considerado
para todos os riscos do colectivo um 7 igual. A individualizagdo do Prémio Puro a tarifar é obtido através
da média empirica X ;- Note-se ainda que é dado igual peso de credibilidade as indemnizacoes passadas em
cada periodo, em virtude de se ter considerado que a caracteristica especifica nao evolui ao longo do tempo,
i.e., nao depende de i. Dai dar-se a mesma importancia as indemnizacoes, tenham elas acontecido ha 1 ou
20 anos, por exemplo.

Jewell (1974) mostrou que se chega & forma de credibilidade se se escolher para X;; uma distribuicao da
Familia Exponencial dotada de parametrizacao natural, e para a qual X ; é estatistica suficiente, i.e., se se
escolher uma distribuicao da forma

f(xij|9j):C(aj)ileiejxin(Iij)7 Z:1727 ,

sendo ¢(f;) uma constante de normalizagdo, i.e.

c(;) = /Ae_e?’mH(:E)dx ou c(f;) = Ze_gij(x),
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consoante se trate do caso continuo ou discreto, respectivamente.

Entao a funcao de verosimilhanca vem

L(;) = []f(wis165) = [c(6;)] " exp{— asz H (is)
=1

= exp{—nlogc(b; 7932% HH
o exp{—nlnc(d;) — 6, Z:EU}

Tomando para distribui¢do a priori u(f)
u(0) = u(fe, B) o exp{—anc(d) — B0} = [c(9)] e P!

ie. [c(&)}f”eiﬁe
d(a, B)

obtém-se uma distribuicao a posteriori do mesmo tipo:

u(Blz;) = u(la+n, B+ wij) o [e(6)] e Gru )

u(f) =

(para mais detalhes veja-se Murteira (1988)).

Alternativamente, podemos considerar considerar a reformulac¢do proposta por Gerber (1995) a este modelo
geral, que permite uma identificacdo mais simples dos casos particulares apresentados nos Exemplos 7-10.
Isto é considerar que f(z;;|6;) é da forma

a(x;;)b(0;:)%i »
f(fEijw_j):%, Tij E_A, z:1727... ,n

onde A é o conjunto de valores possiveis das indemnizacoes (continuas ou discretas) e ¢ (;) é uma constante
de normalizacao:

)

c(6;) :/ a(z)b(8;)%dx .
A
Se escolhermos para distribuicao a priori
c(6)~*b(6)°V/ (6)
d(a, B8) ’

onde 6 varia num determinado intervalo 0, d(«, 8) é a constante de normalizagdo, e « e 3 sdo dois parametros.
Obtemos facilmente que a distribui¢io a posteriori ¢ da mesma familia (ver acima): u(f|z;) = u(f|a+n, 5+

> Tig)-

Com esta formulagao é simples verificar que

u(b; o, B) =

_ gy — Vo, D(85) <(6;)
B0 = u(0s) = [ saape;yin = Gl S0
p=E[u®)] = /u(t‘))uw)d@:d(ajﬁ)*l/ c(0) I (0)b(0)7 1 do
[S] [S]
= %/@c(&)“b(&)ﬁb’(&)da_%,

integrando por partes e assumindo que ¢(6)~*b()%+! — 0 nos limites de integracio (o que acontece mediante
certas condig¢oes de regularidade, ver Jewell (19750)). Entdo o prémio para o perfodo n + 1 vem

Blu(o)a) = Lt t L _BHL ey n g 0,

a+n a+n a+n a+n a+n
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ou seja,
Elp(0)lz;] =27 ; + (1 - 2)p

com z = n/(n+ @), ou seja, obtemos a Forma de Credibilidade (1).

Exemplo 11 A partir a formulag¢do acima os exemplos cldssicos referidos atrds (Exemplos 7-10) podem ser
obtidos com facilidade:

Bernoulli-Beta: A={0,1},0<60 <1, a(z)=1,b0)=01-0)"", c®) =(1-6)""e

u(b; ) = 5 e 1)1;((503 —5— 1)95 (1—0)> 772,

Poisson-Gama: A= {0,1,2,...}, 0< 8 < o0, a(z) =1/a!, b(0) =0, c(§) =exp {6} e

aft+l

u(b; o, B) = TGTD

Exponencial-Gama: A = (0,00), 0 < 6 < 0o, a(z) =1, b(f) =exp {0}, c(§) =07 e

abtl

u(f; , B) = TG+

Normal-Normal: A = (—o0,00), —00 < 0 < o0, a(z) = exp{—a?/202}, b() = exp {0/c?}, c(6) =

\/27T0'6Xp{92/20'2} e
1 (0w’ B+l 5, 0P
\/%Texp 52 SCOMp = e T = —

Beta-Geométrica: A= {0,1,2,..},0<0 <1, a(z)=1,b0)=1—-0),c0) =0 e

w(f; p, 7%) =

I'(ae+5+2)
T+ )T B+ D)

u(b; o, B) = 0% (1 — 9)5 .

5 Estimador de Credibilidade

As férmulas para a média a posteriori dos modelos contidos nos Exemplos 7-10 e 11, assim como no trabalho
de Jewell (1974) apresentados na Sec¢do 4 tém a vantagem de serem simples de calcular e de interpretar.
No entanto isto acontece com escolhas especiais para as distribui¢des a priori. De uma forma geral, a
média a posteriori E[u(8;)|z;], tem expressoes pouco simpdticas e de dificil interpretacdo. Os exemplos
referidos acima mostram uma caracteristica comum e fundamental. Os estimadores obtidos sdo lineares (nas
observagoes). Este é um aspecto fundamental no desenvolvimento da teoria da credibilidade. Como em geral
a partir dos modelos bayesianos puros os estimadores encontrados nao sao lineares, surgiu entao a hipétese
de arranjar solugoes dentro da classe dos estimadores lineares para qualquer tipo de modelo. Foi o que fez
Biihlmann (1967) para um modelo particular e sob as hipéteses da Secgéo 4. E um modelo pioneiro, trouxe
de facto um grande avango a Teoria da Credibilidade, e ao problema da tarifacao, pois veio permitir, com o
seu método, o tratamento de modelos mais sofisticados e de facil aplicagdo. A andlise puramente Bayesiana
dificilmente o poderia conseguir. O aspecto relevante é a escolha de estimadores lineares para o verdadeiro
prémio puro em determinado periodo, utilizando o critério do Erro Quadratico Médio Minimo.
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Apresenta-se seguidamente uma definicdo geral de estimador de credibilidade, que vai permitir o tratamento
de modelos mais sofisticados, que nao necessariamente aqueles desenvolvidos sob as hipéteses relativamente
restritivas apresentadas no capitulo anterior. Seguem-se alguns resultados a serem utilizados posteriormente.

Sejam uma varidvel aleatéria m e X = (Xy,---,X;) um vector aleatério observédvel, conjuntamente dis-
tribuidos. Chame-se m um estimador linear de m baseado em X, se m pode ser escrito na forma:

t

m=ao+aX =ag+ E a; X; (8)
i=1
onde ap é uma constante e a = (a,-- - ,a;), um vector t-dimensional, também de constantes.

Definicao 4 Suponha-se a existéncia dos momentos de primeira e sequnda ordens. Define-se m, Estimador
de Credibilidade da varidvel aleatdria m, como sendo o estimador linear da forma (8), que minimiza a fung¢ao
de perca quadrdtica esperada, E [(m - T?L)Q]

Uma vez definido estimador de credibilidade vai estudar-se a sua obtenc¢ao de forma geral, e a unicidade da
sua solugao. Considere-se entao o seguinte teorema.

Teorema 1  a) Um estimador linear da forma (8) é um Estimador de Credibilidade se satisfaz as sequintes
Condi¢oes de Normalidade,

E[m] = E[m] 9)
Covim,X'] = Covlm, X'| (10)

b) Se os estimadores m e m da forma (8) verificam (9) e (10), entdo eles sdo iguais quase certamente.

¢) O estimador de credibilidade . satisfaz entao

Cov[m,m] = Vim] — Vim — m] (11)
Dem.

a) Seja
R=F {(m—m)ﬂ —F [(m—ao —ax)?].

Derivando R em ordem a ag e a a e igualando a zero, obtém-se

OR i
E = —2E[m—m|=0 (12)
g_f — —2E[m—m)X'| =0. (13)

De (12) obtém-se imediatamente (9). Pés-multiplicando (12) por E[X'] e subtraindo a (13) obtém-se
E[(m —m)X'] — E[m] E[X'] + E[m| EX'] =0’

desenvolvendo o primeiro valor esperado verifica-se facilmente que a igualdade acima é equivalente a
Cov|m, X'] = Cov|in, X'], ficando completa a demonstracio de a).

b) Considerem-se dois estimadores m e m da forma (8) e suponha-se que m verifica (9) e (10). Calcule-se

E[(m —m)? = E[(m—rm+m—n)’
= E[(m —m)?] 4+ E[(m —m)?] + 2E[(m — m)(m — m)]
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Da terceira parcela tem-se
E[(m —m)(m —m)] = Cov[(m — m), (m — m)] (14)

porque por (9) tem-se E[m —m] = 0. Como m — m por hipétese sdo da forma (8), entdo m — m pode
escrever-se na forma m —m = dy + d'X, em que dg é uma constante e d é um vector de constantes, e
nesse caso (14) é igual a Covm — m, X'| d . Por (10) tem-se

Covim —m, X'|d = (Covlm, X'] — Cov[m, X'])d =0'.

Entdo E[(m —m)?] = E[(m —m)?] + E[(m — m)?], ou seja E[(m —m)?] > E[(m —m)? e E[(m —m)?] =
E[(m —m)?] se E[(m —m)?] = 0. Isto &, se e s6 se m e m forem iguais quase certamente. Fica provada
a aliena b) do teorema.

¢) Para provar a ultima alinea, tem-se que

V[m] = Cov|m,m] = Cov|m, ap + X'a] = Cov]m, X']a.

m,
como por (10), Cov[m, X'] = Cov[m, X'], entdo V|| = Cov[m,aq + X'a] = Covm,m|. Fica provada
a primeira parte de (11).

Por outro lado, V[m — m| = V[m] — 2 Cov[m,m] + V[m], e pela primeira igualdade de (11), obtém-se
finalmente V|| = V[m] — V[m — m]. O

O Teorema 1 mostra que o valor das constantes ag e a, (k =1,2,--- ,t) que tornam o erro quadratico médio
minimo de estimacao, sdo obtidos através das condicoes de normalidade (9) e (10). Da condicéo (8) vé-se que
o estimador de credibilidade assim calculado é em média igual & média da varidvel estimada, caracteristica
que aparece naturalmente em virtude de se considerar no estimador um termo independente de X.

Seja 7 o Erro Quadratico Médio de Estimacao, ou mais simplesmente Erro de Estimacao, i.e.
T =E[(m — m)Q].

Aproveitando o resultado (11) do Teorema 1, o Erro de Estimacio pode ser apresentado na seguinte forma

equivalente:
7 = V[m] — V]in] = V[m — 1), (15)

porque E[(f —m)?] = E[(/h — E[i] + E[m] — m)?2]. Introduzindo (9) tem-se

7 = V[m|+ V[m] — 2 Cov[m,m|
= V[m]— V][]
V[T)’L - Th]7

introduzindo (11).

Nos modelos de credibilidade, ¢ comum supor-se que as indemnizagoes agregadas dentro do mesmo risco
sdo condicionalmente independentes periodo a periodo, uma vez conhecido o parametro de risco. Esta
hipétese adicional permite apresentar uma visao um pouco diferente no problema da estimacao nos modelos
de credibilidade. O teorema que a seguir se apresenta contempla esta hipétese adicional. Tem no entanto
uma aplicagdo mais geral. Seja entdao o seguinte teorema:

Teorema 2 Seja o vector aleatério X = (X1,--- ,X;) e a varidvel aleatéria m. X em sio condicionalmente

independentes, dado um pardmetro, seja 0 (que pode ser wm vector). Sejam, m um estimador de m baseado
em X e o valor esperado E[m|0], e suponha-se a sua existéncia. Entao,

E[(m —m)?| = E[(m — E[m|6])*] + E[V[m|6] (16)

* d e . < z . e .
e m é um estimador éptimo para m, se e sé se é um estimador éptimo para Elm/|0].
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Dem.
E[(m —m)*| = E[E[(m —m)*6]

—  E[(7 — Elm|6] + Elm|g] — m)?)

= E[(m —E[m|0])?] + E[(E[m|6] — m)?| — 2E[(m — E[m|6])(m — E[m|6])].
Da terceira parcela da igualdade acima tem-se

E[(m — E[m|6])(m — E[m|6])] = E[E[(m — E[m|6])(m — Elm|])|6]],
e o valor esperado condicionado, dado 0, vem
E|[(m — E[m|6])(m — E[m|6])|6] = E[m — E[m6]|6] x E[m — E[m|0]|6] = 0
porque m e X sao condicionalmente independentes, dado . Entao,
E[(m — m)?] = E[(m — E[m|6])] + E[V[m|6]].

Uma vez que E[V[m|6]] > 0 néo depende do estimador m, tem-se imediatamente que m ¢ um estimador
6ptimo para m se s6 se é um estimador éptimo para E[m/|6]. O

O teorema acima permite concluir que o estimador de credibilidade m obtido pelas condi¢oes do Teorema
1, e que minimiza E[(m — m)?], também minimiza E[(m — E[m|0])2]. Relacionando este resultado com o
modelo de Biithlmann, verifica-se que o estimador de credibilidade (34) (estimador éptimo dentro da classe dos
estimadores lineares da forma (24), para o verdadeiro Prémio Puro, para o periodo (n+1), u(0) = E[X,,41]6])
é também estimador 6ptimo para X,,41. No entanto, o resultado do Teorema 2 é umn resultado mais geral,
pois permite o tratamento de modelos mais complexos, por exemplo, modelos que nao imponham como o

modelo de Bithlmann, E[X;|0] = u(0), (1 =1,2,--- ,n,n+1).

Além disso, sempre que se verifiquem as condigoes iniciais do Teorema 2, situacdo comum na teoria da
credibilidade, permite substituir a estimagdo de E[m]|6] por m, de notagdo mais simples, considerando por
exemplo que E[m|f] representa o verdadeiro Prémio Puro relativamente ao periodo a tarifar. Além do mais,
na literatura aparece com frequéncia a referéncia a estimacdo de E[m|0] ou m. Por outro lado, o facto de
se ter considerado que 6 pode ser eventualmente um vector, vai permitir a andlise de modelos em que se
aceite a possibilidade de evolug¢ao com o tempo da caracteristica especifica representada no parametro, i.e.,
0;; depende de i (i =1,2,--- ,n,n+1).

Jewell (1975a) afirma que nalgumas aplicagdes pode-se estar interessado em encontrar um estimador de
credibilidade, considerando a constante ag = 0. Isto é, um estimador m da forma

t
=X =Y bXi, (17)
k=1

que minimize a funcdo de perca quadratica esperada
E[(m —m)?]. (18)

S6 que em geral o estimador é enviesado e o erro quadratico médio serd maior. Pode-se remover o enviesa-
mento a custa de um erro adicional, impondo a restri¢ao

E[n] = E[m)]. (19)
Considere-se entao o seguinte teorema.
Teorema 3 Um estimador linear da forma (17), que minimiza (18), sujeito & restricio (19), satisfaz as

sequintes condi¢oes de normalidade,

Cov[in, X'] — Covim, X'] = Cov[r;m, X' — Cov[mn, X' = ME[X] (20)
E[m] = E[m)] (21)

onde m é o estimador de credibilidade definido pelo Teorema 1 e \ é o multiplicador de Lagrange.
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Dem.

A Lagrangeana vem,

L = E[(m — 7i0)?] + 2\ (EW - EW)

Derivando em ordem a b e A, e igualando a 0, tem-se

oL : / n_ o
n —2E[(m —m)X'| - 2AE[X| =0 (22)
‘;_i = 2 <E[m] — E[m]> =0 (23)
De (22) sai,
cov[r%z, X' +E[WmEX'] = Covlm,X'] +E[m|EX'] + \E[X]
= Covim, X'| + E[m]E[X'] + AE[X]

introduzindo (23). A igualdade acima é equivalente a

Cov[r, X'] = Covim, X'] + AE[X'] & b'Cov[X, X'] = Cov[m, X'] + AE[X],

e finalmente substituindo (10), obtém-se (20). O

Na Seccao 6.3.3, a propésito do modelo de regressao de Hachemeister apresentar-se-4 um teorema que
generaliza o Teorema 1, ou seja o conceito de Estimador de Credibilidade.

6 Modelos empirico-Bayesianos

6.1 Modelo de Biihlmann
6.1.1 Estimador de credibilidade

Como se disse na 4, Bithlmann (1967) trouxe um avanco histérico a Teoria da Credibilidade e ao problema da
tarifacao, propondo a estimac¢ao do prémio puro através duma funcao linear das indemnizacoes passadas para
cada risco do colectivo. O seu trabalho esclareceu as férmulas de credibilidade apresentadas por Whitney, e
abriu caminho a um grande avanco posterior na Teoria da Credibilidade. Vai-se fazer a deducao do estimador
de credibilidade tal como esta é apresentada no trabalho original (ou alternativamente em Biithlmann (1970))
e nao aplicando directamente o Teorema 1 da Secgao 4.

Concretamente, formulando as hipéteses Bl e B2 apresentadas na Secgdo 4, propods estimar p(6;) através
duma funcdo linear do vector observével X; = (X1, Xoj,- -, Xy;):

m; =a+bX ; (24)

com X ; = % S, Xij, com as constantes a e b calculadas de forma a minimizar a fungao de perca quadrdtica
esperada:

. — \2
R=E [(u(6;) ~ 1)’ | =B[(u(6;) 0~ bX.,)’] (25)
O estimador m; assim calculado chama-se Estimador de Credibilidade do verdadeiro prémio puro ou Férmula
de Credibilidade, tal como Biihlmann apelida.
Procedendo a dedugdo do estimador de credibilidade, a expressdo (25) pode ser escrita da forma
— 2 — — 2
E {((u(%‘) —bX;]) —a) } = Vu(0;) = bX;] + (B [u(0;) — bX ;] = a)
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atendendo a relacio E[(X — ¢)?| = V[X] + (E[X] — ¢)?, vilida para qualquer v.a. X e uma constante c.

Na relagdo (26) a segunda parcela é minimizada para qualquer b fazendo,
a = E[u(9;) — bX ;] = E[u(9;)] — bE[X j].
Atendendo & hipdtese de equidistribuicao condicionada de Bl e & propriedade iterativa do valor esperado,
E[X ;] = E[E[X ;|6;]] = E[u(6;)] (27)

obtém-se
a=(1-"b)E[u(8;)] (28)

Por outro lado, a primeira parcela do segundo membro de (26) pode ser escrita na forma
Vip(8;) —bX 5] = E[V[u(8;) — bX ;1051 + VIE[u(6;) — bX ;165]],

Vip(0;) —bX ;] = V’E[VIX ;16;]] + (1 — b)*V[u(6;)],

uma vez que dado 65, £1(6;) é uma constante e E[X ;] = E[u(6;)]. Além disso, pela hip6tese de independéncia
condicionada de Bl, tem-se

— 1 1
VIX 41051 = ~VI[Xi105] = 50(93‘)27 (29)
pois, dado 0, a distribui¢ao condicionada de X;; nao depende de i.

Tem-se entao,

— b2
Vip(0;) —bX 5] = —Elo(6;)"] + (1 = 0)*V[u(6;)]. (30)
Derivando a expressao acima em ordem a b e igualando a zero,
2b 9
—E[0(8;)7"] = 2(1 = 0)V]u(6;)] = 0,
donde Viu(o
. O I G

Vip(;)] + 2E0(6;)?]

kel

Por outro lado a segunda derivada de (30) em ordem a b & positiva, pois (1/n)E[o(6;)?] + V[u(6;)] > 0, pelo
que (31) é um minimizante. Substituindo (31) em (28) tem-se

+E[0(60;)%]
* = n E[n(8;)]- 32
RNTOA e O Rl %
Aplicando a notacéo
= E[u(0,)], ¢ =E[0(6;)°] e ¥ = V]u(6;)] (33)
(31) e (32) vém
b* @b o n
Y+ Ep  n+o/Y
.o
n+ /"
e substituindo em (24), obtém-se o estimador de credibilidade
|ﬁ1j = 22X, ;+(1-2)u, comz:#_kek:qb/@b| (34)

Note-se que os momentos (33) ndo dependem de j em virtude da hipétese de equidistribuigio dos parametros
de risco B2. Biihlmann designou estes parametros por Parametros Estruturais. De referir ainda que se supoe
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a existéncia dos momentos envolvidos. Tecendo algumas observagoes sobre o estimador (34), vé-se que tem
a férmula de credibilidade proposta por Whitney.

O trabalho de Biihlmann é um trabalho pioneiro, tendo esclarecido o emprego da Férmula de Credibilidade
(1), concretizando, no Factor de Credibilidade (2), o valor constante k.

A interpretacao do factor de credibilidade z é bastante simples. E um niimero compreendido entre 0 e 1.
No caso de auséncia de informagao, i.e. n = 0, entdao z = 0, o que permite pressupor, que o Prémio Puro
a tarifar serd o prémio coletivo p. Por outro lado, quando n aumenta entao z tende para 1, pois k é uma
constante, e é atribuido a experiéncia um peso preponderante sobre o risco em questao. Além disso o factor
de credibilidade z é decrescente com k. Um grande valor k significa que a média de variagdes dentro do
mesmo risco é muito superior as variacoes das médias dos vdrios riscos. Nesse caso atribui-se um peso menor
& experiéncia individual em virtude da sua irregularidade comparativa.

O prémio coletivo p é a média das indemnizagdes anuais dum risco tirado ao acaso do coletivo.

O Prémio de Credibilidade é em média igual ao prémio coletivo pois E[;] = . Aproxima-se do verdadeiro
Prémio Puro p(6;), & medida que n tende para o infinito.

Na expressao (24), dé-se 0 mesmo peso as varidveis observéveis X;; (¢ = 1,2, --- ,n) o que salta imediatamente
a vista pelo facto do modelo ser estaciondrio. Isto é, nao hd evolucao na caracteristica particular ¢; com o
tempo, mantendo um status quo ao longo da vida do risco, hipétese simplista e um pouco irreal.

Note-se ainda que sendo o historial em quantidade igual para cada risco da carteira, i.e., registo de indem-
nizagoes igual em nimero de periodos de tarifacdo, hipétese inicialmente considerada na Sec¢ao 4, o Factor
de Credibilidade z vem igual para todos os riscos j (j = 1,2,---,N). No entanto a férmula de credibil-

idade é igualmente utilizdvel no caso desta hipdtese nao se verificar, apenas se substituindo 7 por um n;
(j=1,2,---,N), e, claro, X ; = (1/n;) Y12, X

Nesse caso a carteira pode admitir novos riscos, N +1, N +2, etc., aos quais serd atribuido o prémio coletivo
no primeiro ano de tarifacdo. A Forma de Credibilidade toma assim a forma

|rhj = 2z X+ (1—2)u, com 2= 54 © k:¢/¢| (35)

Na Seccao 6.3.2 a propésito do modelo de Hachemeister, far-se-a referéncia a esta expressao. Note-se ainda
que nesse caso o factor de credibilidade é em geral diferente de risco para risco, pois depende de j através
de n;.

Tanto (34) como (35) dependem dos parametros e ue se assumiram conhecidos. No entanto na
)
prética nao o sao em geral, tornando-se necessdria a sua estimacao, o que se vai fazer na seccao seguinte.

6.1.2 Estimacao dos pardmetros estruturais e propriedades

Para resolver o problema da estimacao dos pardmetros estruturais note-se em primeiro lugar que os dados
disponiveis dizem respeito ao colectivo. Para tornar claro a sua estimacao € necessdrio que se mostre que os
parametros estruturais podem ser escritos em funcao de momentos do coletivo.

O parametro p facilmente se apresenta em fungdo de E[X;], pois
= E[u(0;)] = B[E[Xi;/0;]] = E[Xy]-
Além disso sabe-se que V[X;;] = V[u(6;)] + E[o(6;)?] e utilizando (32) e (33), vem
VX =9 + ¢ (36)

Por outro lado, o denominador de (31),
1 —

pois, V[X ;] = E[V[X;|6;] + V[E[X;]6;]], e tendo em conta (27), (29) e (33), obtém-se (37).
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Se se subtrair membro a membro (36) de (37) depois de se multiplicar nesta tltima ambos os membros por
n, obtém-se nV[X ;] — V[X;;] = (n —1)%, obtendo-se imediatamente ¢ em funcdo dos momentos do coletivo

nV[X.j| — VIXi]
n—1 '

P =

Substituindo a expressdo atrds em (36) e resolvendo em ¢ tem-se

n—1

)

que é fun¢ao de momentos do coletivo.

O estimador natural para p, que expressa a média da populacao de riscos tomada sobre as médias de cada
risco nos n periodos, é o estimador

o= 1
p=X.=— > X (38)

O parametro ¢ expressa a média das variacoes de cada risco de periodo para periodo. Portanto, o estimador
natural é a correspondente média das variancias (corrigidas) da amostra

.1 PR
A DILIS DI Do et ()

Toma-se a varidncia corrigida de forma a ter-se um estimador centrado.

O parametro ¢ = V[X ;]—(1/n)¢ expressa a variacao no verdadeiro Prémio Puro entre os riscos da populagdo.
O estimador natural é a variancia empirica (corrigida) da média da amostra. No entanto, a média X .; tem
uma variacdo superior a variagao de p(;) pois é afectada por variagdes de periodo para periodo, dentro do
mesmo risco, o que torna este estimador enviezado. Assim, propoe-se o estimador

. 1 M =2 1.
¢=mj=1 (X‘j —X..) -~ (40)

Os estimadores (39) e (40) s@o os estimadores propostos por Bithlmann & Straub (1970), e particularizados
a este modelo. Em relagdo a (40) verifica-se que este pode ser negativo, se

%E/» Nilz(Y.j—?..)Q, (41)

o que nao faz sentido em virtude de 1) > 0. Para tornear este problema Biihlmann & Straub (1970) propoem
substituir ¢ pelo estimador

& = max (0, w) . (42)

estes autores afirmam que a escolha de {b* em vez de {b, pode ser intuitivamente explicada pelo facto de
quando (41) se verifica, entdo as estatisticas suportam a hipdtese que os riscos pertencem a um coletivo
homogéneo (nesse caso ¥ = 0 pois o prémio de risco ndo depende de 6).

De referir ainda que os estimadores apresentados podem ser melhorados através de algum conhecimento da
distribuicao condicionada de X;;, que podem trazer algum conhecimento adicional sobre os seus pardmetros.

Por exemplo, no caso da distribui¢do de Poisson tem-se u(6;) = o(6;)?, entdo ¢ = bp=X..
Quanto a propriedades, os estimadores (38)-(40) sdo centrados e consistentes.

Verifique-se o nao-enviesamento. Para o estimador fi, a sua verificacao é imediata

Elp] =B | = + DB,

=1
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e atendendo a (27) e & propriedade iterativa do valor esperado tem-se

1 1
Nz:: :ﬁZEE[u(@jH = p.

Relativamente ao estimador 3), operando o valor esperado, tem-se
s 1 2
! !
E E S =N E_ S

Atendendo a que E[S§-2|9j} = 0(6,)?, (veja-se por exemplo Murteira (1990a)), tem-se

N i 1 &
El¢] = NZE[U(%‘)Q] = NZ¢ =¢,
j=1 i=1
por (33).

R =2
Em relagdo ao estimador 1), opere-se o valor esperado a estatistica ZN (X i —X. ) /(N = 1), que rep-

resenta a variancia (corrlglda) da média empirica dentro do mesmo risco j, e cujo valor esperado é igual a
variancia da média empirica X .;. Este valor esperado é igual a V[X ], e por (37)

— 1
VIXjl=v+ -9,
n
donde se obtém que este valor é centrado.

Os estimadores apresentados sao também consistentes, i.e.

(s, ) 2 (1, 6, ¥0) quando N — oo,

. P . . . . .
O sfmbolo — significa convergéncia em probabilidade, consequéncia da Lei Fraca dos Grandes Numeros,
que a seguir se apresenta:

Definicao 5 Dada uma sucessdo de varidveis aleatorias {Yn}, forme-se a sucessio {Zn}

N}
1 1

onde E[Yy] é o valor esperado de Yy, cuja existéncia se admite. Diz-se que {Yn} obedece a Lei Fraca dos

Grandes Numeros quando Z 0.

Para provar a consisténcia do estimador ji, note-se que {X .y} é uma sucessio de v.a.’s aleatérias indepen-
dentes com valor esperado p e variancia ¥+ (1/n)¢, para N = 1,2, - - -, donde pelo Corolério 5.5 de Murteira
(19900), a sucessao {X.n} obedece & lei fraca dos grandes nimeros. Entao,

=
porque p = (1/N) 210 B[X ;.

Pelas mesmas razoes a sucessao {S}\,Q} obedece & Lei Fraca dos Grandes Numeros, ja que as v.a.’s SJ’.Q,
(j=1,2,---,N) sdo i.i.d.(resulta da hipétese B2) com média E[S]’-Q] = ¢ e variancia

VIS;®] = VIE[S;[6,]] + E[V]S;|6;]]
VI 4+ (/) (1a(65) - 230065

26



comn > 1, e py(6;) é o quarto momento centrado de X;;, dado 6;, cuja existéncia se admite. Donde
A P
¢ — .

Para o estimador 1, tem-se que a primeira parcela é a varidncia da amostra das médias X .;, que sao i.i.d.
Como tal, é estimador consistente da variancia do universo, V[X ;], ou seja,

donde se conclui que
- P
v—19
pois como se mostrou atras ¢ é estimador consistente de ¢.

Ainda em relac@o aos estimadores (38)-(40) e (42). Estes podem ser generalizados para n; (j =1,2,---, N)
periodos genéricos (Sundt (1982)). Neste caso os estimadores tomam a seguinte forma:

N nj

i X. = N; ZZXU‘ (43)

D=1 M i
1 AR 2
b = ——— (Xi; —X5) (44)
Z;‘V=1 n; — N g; ; ’ ’

) YO (X.j —X..) (N —1)¢

N n;
Ziam (- s4)

(45)

sendo X.; = (1/n;) Y17, X;;. Para evitar que seja negativo, em vez de (45) toma-se
~ % ~
& = max (0, w) .
Os estimadores (43)-(45) sdo centrados e consistentes. Far-se-d referéncia a propésito do modelo de Hachemeis-

ter (1975) na Seccao 6.3.4.

6.1.3 Prémio Empirico de Credibilidade
Se no Estimador de Credibilidade (34) se substituir os parametros (33) por suas estimativas obtém-se
’f)"Lj7N = ZNY.J‘ + (1 — ZN),[L (46)

com zy =n/(n+ 3)/7:&), que Norberg (1979) chama Prémio Empirico de Credibilidade, real¢ando as
seguintes propriedades:

e F4cil de calcular
e Converge em probabilidade para o Estimador de Credibilidade (34) quando N — oo
e O erro quadratico médio
B (u(6;) = isn)°| = B[ ((8;) = 10y)”
quando N — o0

e m; n é constituido inteiramente através das observagoes e a sua equivaléncia assintética para m; é valida

para qualquer que seja o espacgo parametro O e da forma da familia das distribui¢ées condicionadas
F ={F(-|0);0e0}.
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O modelo de Biihlmann permite a construgao dum Sistema Bonus-Malus, baseado no nimero de indemniza-
¢oes, aplicdvel ao seguro automével. Suponha-se o prémio puro equacionado em termos da frequéncia de
indemnizagdes (equivale a estabelecer a unidade monetédria como custo médio de uma indemnizagao). No
exemplo que se apresenta, retirado de Lemaire (1995), o conceito de risco tem o significado de uma apdlice
do ramo automével duma determinada companhia.

Exemplo 12 Aplicagdo a um Sistema Bonus-Malus no seguro automdvel.

Suponha-se que para um determinado risco j (j =1,2,--- | N), X;; representa o nimero de indemnizagdes

ocorridas no perfodo i. X;; tem distribuicao de Poisson com pardmetro 0; e que dado 0; as varidveis

Xi; (i =1,2,---,n) sio independentes. 01,0z,---,0xn sio i.i.d. Entdo o estimador de credibilidade de

w(8;) = o(0;)% = 0, baseado em X, = (Xuj, -, Xnj) para o periodo (n+1) é dado pela sequinte expressio
n+ E[6;]/V]6;] n+ E[0;]/V]6;]

No quadro sequinte sdo apresentados dados sobre a frequéncia de indemnizagoes, referentes a um periodo
de um ano, retiradas de Lemaire (1995). Estes dados referem-se a uma carteira constituida por 106974
apdlices de determinada companhia belga. Suponha-se ainda que o periodo em observac¢ao corresponde a um
periodo de estabilidade em rela¢do ao comportamento dos sequrados. Assim vai-se considerar que o periodo
em observacao pode ser tomado como representativo de periodos sequintes e vao-se estimar os momentos do

coletivo com base nestes dados. No quadro sequinte x é o numero de indemnizac¢oes e n, é o nimero de
riscos com T indemmnizagoes.

© 0 1 2 38 4 >5
ny 96978 9240 704 43 9 0

Como estimador para E[X] = E[f;] considera-se X = (1/106974) Zi:o zEng, = 0.1011. Como estimador
para V[X| = E[0;] + E[0;] considera-se s? = (1/106974) Zi:o TpNay — X’ =0.1074. Entio o estimador para
V[0;] vem V[8;] = 0,1074 — 0,1011 = 0,0063. O estimador empirico de credibilidade vem

n — __0,1011/0,0063
n+0,1011/0,0063° 7 " n+0,1011/0,0063

BN x 0,1011

= <Z zij + 16,047 x 0, 1011) / (n + 16, 0476)
=1

Para uma melhor interpreta¢do do efeito da ocorréncia ou nao de sinistros para uma determinada apdlice
J, vai-se tomar o quociente Prémio Puro de Risco/Prémio Puro Coletivo. Para tomar a unidade 100, como
a unidade a atribuir no primeiro periodo de tarifagdo, multiplica-se este quociente por 100. Note-se que o
prémio a atribuir no primeiro periodo de tarifacao para determinado risco, corresponde ao prémio coletivo.
Assim, tomando o estimador éLN, o prémio relativo para o periodo (n+ 1) vem
i S Xi+1,6224 S Xy +1,6224
nr(K) = 100 G G 716, 0176) — 00 % 0 1011 + 1,622

A Tabela 2 sequinte mostra os valores de P;_H(Xj) correspondente a determinada apdlice j que causa um
total de >"» | X;; acidentes em n periodos.

Como se pode ver na tabela, o prémio é reduzido como compensac¢ao de auséncia de sinistros e aumentado no
caso da sua ocorréncia. Note-se a forma como o risco é fortemente penalizado pela ocorréncia de sinistros.

¢

Apenas algumas notas adicionais para finalizar a seccao. Nas sec¢Oes anteriores, em que foram tratados os
modelos puramente Bayesianos e o modelo de Biihlmann, foi realcado a vantagem pratica deste tltimo em
virtude das dificuldades de implementacao na pratica da andlise puramente Bayesiana. Todo o raciocinio
é elaborado pressupondo que o risco a tarifar se integra num determinado grupo ou coletivo de riscos do
mesmo tipo, situacdo comum nalguns ramos de seguro.
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nidmero de acidentes
no periodos 0 1 2 3 4
0 100 - - - -
1 94,13 152,16 210,18 268,20 326,22
2 88,92 143,72 198,53 253,34 308,14
3 84,25 136,18 188,11 240,04 291,97
4 80,05 129,39 178,73 228,06 277,40
5 76,24 123,24 170,23 217,23 264,22
6 72,79 117,65 162,51 207,38 252,24
7 69,63 112,54 155,46 198,38 241,29
8 66,73 107,86 149,00 190,13 231,26
9 64,07 103,56 143,05 182,54 222,03
10 61,61 99,58 137,56 175,53 213,50

Tabela 2: Prémio relativo para um sistema Bonus-malus

No entanto existem situacoes em que nao é possivel integrar um determinado risco em qualquer coletivo. Isto
acontece por exemplo quando uma companhia introduz um novo tipo de cobertura, para a qual nao existem
estatisticas figveis disponiveis (por exemplo um seguro de responsabilidades sobre acidentes nucleares, ou uma
cobertura tradicional sob circunstancias nunca antes encontradas (por exemplo considerando uma situagéo
pouco comum, um seguro de acidentes para Limpa-Chaminés ou um seguro para cobrir os prémios a atribuir
aos jogadores do Benfica pelo titulo de campedo nacional de futebol!).

Em tais situagoes o actudrio nao tem a sua disposi¢ao estatisticas sobre o coletivo, mas a companhia tendo
em conta a sua vocagao comercial nao vai & partida abandonar o negécio por esta dificuldade, nem vai dizer
ao cliente que faz o negécio no futuro assim que o acaso tenha feito das suas. Em principio, recorrendo
& sua intuicdo e & sua experiéncia adquirida noutro tipo de riscos, vai tentar atribuir um prémio possivel,
inicial, ao risco em questao. Este prémio é, no inicio, um palpite, na convicgao de que serd posteriormente
ajustado & medida que a experiéncia se desenrola. Ora, este tipo de raciocinio ajusta-se perfeitamente a
andlise Bayesiana. Concretizando, o actudrio representa o seu conhecimento subjectivo numa distribuicao a
priori do parametro 6. A distribuigdo a posteriori de 6, dadas as observagoes X = (X1, -+, X,,), expressa
o conhecimento subjectivo do investigador apds o julgamento motivado pelas observacoes.

De notar ainda que o modelo de Biihlmann é um modelo de inspiragao Bayesiana, nao exigindo no entanto
o conhecimento da Distribuicdo Estrutural. Apenas é exigido o conhecimento dos parametros estruturais.
Quando se desconhecem estes pardmetros estruturais, o que obriga & sua estimacao através de estimadores
baseados em estatisticas sobre o coletivo, o modelo é designado por Empirico-Bayesiano.

6.2 Modelo de Biihlmann-Straub
6.2.1 Definicoes e hipdteses

O modelo de Biihlmann-Straub segue na sequéncia do modelo de Biithlmann, pondo pela primeira vez de
lado a hipétese de homogeneidade temporal proposta na hipétese B1 daquele modelo. Por outro lado, abriu
caminho a um tratamento mais geral dos modelos Empirico-Bayesianos, como se verd mais adiante.

O modelo foi originalmente apresentado na éptica seguradora-resseguradora, no entanto é aplicdvel ao seguro
directo, ja que este caso estd contido no modelo mais geral considerado. Assim, o conceito de risco é tomado
como sinénimo de contrato de resseguro para o periodo a tarifar. A apresentagdo e desenvolvimento do
problema sao feitos no seguimento do raciocinio do modelo de Biithlmann do Capitulo 4.

Considerem-se um conjunto de N riscos (contractos de resseguro) numerados de 1 a N (nimero de contractos
da carteira do ressegurador. Sejam as varidveis:

29



Si; - O montante global das indemnizacoes cedidas, do contracto j (j = 1,2,---,N) no ano i (i =
1,2, ,n).

P;; - Volume de prémios do seguro directo do contracto j no ano ¢, ou volume de exposicdo de risco.

S, i . .
X = P;Jj - loss ratio ou valor ressegurado por unidade de risco.

0; - Representa o pardmetro desconhecido associado ao risco j, independente de 3.

As hipéteses do modelo sdo as seguintes:

BS1 - Dado §;, as varidveis X1;, Xo4, -+, Xnj, Xn41,5, 520 independentes e
E[Xi;10,] = u(6;) (47)
o(6;)?
VIXislo;] = —p5- (48)
i

BS2 := B2.

Tecendo alguns comentdrios em relacao as hipéteses aqui propostas e relacionando-as com as hipéteses do
modelo de Biihlmann, verifica-se que a hipétese de homogeneidade temporal é retirada. A expressdo (48)
pode ser justificada pelo seguinte raciocinio:

Caso P;; fosse o nimero de apdlices do risco j no ano i e definindo Y;;; como as indemnizacoes relativas a
J J
apolice k£ do seguro directo, do risco j no ano i, entao

S o
=2 g’
Xw - PZ _kz::l}/;jkv

e a variancia condicionada de X;; dado 0; vem

P P,
1 = 1
VIXisl051 = 55V > Yilts| = = >V [Yikl6;]
ig | =1 i k=1
supondo a independéncia condicionada das Pj; apdlices. Se além disso se admitir V[Yi;|0;] = o(6;)2,

(k = ]., 2, T ,Pij), entao tem-se V[Xw\é)j} = O’(gj)Q/Pij.

6.2.2 Estimador de credibilidade

O Prémio Puro do Risco j para o periodo n+ 1 é o valor esperado p(6;), dado por (47), a estimar com base
emem X;; (i =1,2,---,n). O modelo vai ser desenvolvido a partir de uma 6ptica que difere um pouco do
método proposto originalmente por Bithlmann & Straub (1970).

Propoe-se um estimador linear da forma

Xni1; =ao+ Y a;iXj; (49)

i=1

Uma vez que por BS1 os riscos sdo independentes pode-se desprezar a informagao colateral. Além disso,
como nao se supde a hipétese de equidistribui¢do (condicional) das varidveis X;; (¢ = 1,2,--- ,n), ndo ha
razoes para se propor um estimador da forma (24). Note-se que por (16) é equivalente estimar X, ; ou
1(05)-

30



De forma a simplificar o desenvolvimento que se vai fazer a seguir, considere-se a seguinte notacao:

Py o= Y m.P; (50)
p. = Y L.P; (51)
Ya = Pl Z?—leXw (52)
= 1N

X. = FZ;PJXJ (53)

Tenha-se igualmente presente a notac¢do (33). O estimador de Credibilidade para este modelo de Biithlmann-
Straub, tendo em atencao as hipéteses propostas, é apresentado no seguinte teorema.

Teorema 4 O estimador de credibilidade de Xpy1; (5 = 1,2,---,N) com base em X; = (X1j,---, Xnj)
vem

| )~(n+17j = 22X, ;+(—2)u, comz = P.J:J'-k e k=¢/¢Y | (54)

em que Pj, X.j, ju, ¢ e sdo definidos respectivamente por (50), (52) e (33).

Dem.

Seja )A(n+17j o estimador de X4 ; da forma (49). E um estimador de credibilidade se e s6 se satisfaz as
condigdes de normalidade (9) e (10) do Teorema 1, i.e.

E[f(mm} = Xnt1, (55)
cov[ n+1J,Xij} = Cov[Xpirs Xij] i=1,2- (56)

e (56) tem-se

Cov [Xp+1,5, Xij] = Cov

k=1 k=1

ag + ZakaJ’ U] ZakCov ngszg}

equivalente a
Cov [E [Xn+1,4105], E[X5]65]] Zak (Cov [E[Xk;10;], E [Xi;105]] + E[Cov [X;, Xi5]6;]])

pela hipétese de independéncia condicional, dado 6;, donde

E [0(6;)°]
E ag < )]+ 5sz )
sendo 0; o indice de Kronecker, i.e.

1 1=k
e porque pela hipétese de independéncia condicionada de BS1 tem-se

VIXs516;] i=k

Cov [Xj, Xij105] = { 0 ik

Tem-se, introduzindo a notacao (33),

n a;
¢—w;ak+ﬁj¢7
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equivalente a
aip = VP (1 — Zak> : (58)

Somando as equagdes em i obtém-se
n

Y=t (59)

i=1 ¢+vP;
Substituindo (59) em (58) e resolvendo a equagdo em ordem a a; obtém-se o valor ptimo
s Y
a

=75 h
¢+9YP; Y

Por outro lado da condic¢ao (55) obtém-se

ap = n+1,_7 Zaz ’L <1 - Zaz> 122

por BS1. Introduzindo (59) obtém-se o valor 6ptimo,

s___ 9P
b+or,"

Introduzindo af e af em (49) obtém-se (54), como se pretendia demonstrar. O

ap (60)

O estimador dado pela expressdo (54) tem ainda a forma de credibilidade (1) proposta por Whitney, no
entanto o factor de credibilidade z; pode variar consoante o risco em virtude da constante P.;. Refira-se um
caso particular. Se F;; =1 Vi, entdo P; = n e o modelo reduz-se ao modelo de Biithlmann.

O estimador (54) foi deduzido considerando a hipétese ny = ng = --- = ny = n. No entanto facilmente se
generaliza para diferentes n;, tomando o estimador a forma:

Xnjp1; = %X +(—z)p, comz =g, k=o/t, P; =310 Py e X;=7-301,PyXy |

(61)
Voltar-se-4 a abordar ainda este caso na Seccao 6.3.2, a propésito de casos particulares do modelo de
Hachemeister.

O problema da estimagao dos parametros estruturais pu, ¢ e ¢ serd tratado na secgao seguinte.

6.2.3 Estimacao dos parametros estruturais

O estimador natural para p, que representa a média coletiva tedrica, é a média empirica ponderada

_ N n
p=X.= % Y PyXi;. (62)

=1 4=1

Para ¢, Bithlmann & Straub (1970) propdem a correspondente média das variancias (corrigidas) da amostra
dentro do mesmo risco, mas multiplicada por P.. de forma a tornar o estimador centrado:

N

porg S (iR T i (T (B) £ (5T)) @

=1 j=14i=1 j=1

Para estimar o parametro v, que representa a varidncia das médias dentro do mesmo risco, Bithlmann &
Straub (1970) propdem uma fun¢do do correspondente momento empirico (assim considerado por forma que
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o estimador seja centrado):

N n ~
- 1 Py = \2 10} 1
_ X —X) 2= 4
o (R 1) o)
1 N n PigXQ X2 (ES 1
T o \aN 1 ;;P CAREE BT i

com

e q@ dado por (63). Por forma a evitar que o estimador para i possa ser negativo, propoe-se substituir o
estimador (64) por

171* = max (0, ﬂ)) : (65)

O estimador ¥ pode ainda ser escrito numa forma mais simples:

>l Py (Xj _?‘)2 —(n=1)¢

&= : (66)
N P
Zj:l P-j (1 - FL)
porque se se desenvolver a seguinte expressio contida em (64)
— 2 — \2
N n Py e N n P — — =
2 =1 2i=1 T (Xz'j - X—-) = Xj=1 2o B (Xz'j — XXy - X--) (67
2

=

N n Py <~ \2 N n Py (=~
Ej:l 27;:1 NN (Xi' - X-j) + Zj:l Zi:l NN (X-j -
porque 321, S0 (P/P.) (X; — X..)(Xi; — X.;) = 0. Entdo (67) vem ainda

1 [ h . =2
= Spi(Xi-X.) +Nm-10],
-\ &

somando a segunda parcela de (67) em 4 e substituindo a primeira parcela por N (n — 1) $, a partir da

expressdo (63). Entdo ¢ vem

Vo= m<2§y—1pj (7-3'*7--)

que é a expressao (66).

No caso de diferentes n; (j = 1,2,---,N) os estimadores tomam a forma [Sundt (1982)],
po= X :FZPJXJ (68)
j=1
1 N 2
¢ = N ZZPM (XZJ XJ) (69)
don=1 i — N j=1i=1
@/;* = max (0, 7])) (70)
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com
1

S P (1-

e Py =371, Py, P. =YL Py e X5 = (1/P;) 7, PyXi.
Os estimadores (62)-(64), (68), (69) e (71) sdo centrados. A sua demonstracdo far-se-4 na Seccdo 6.3.4

a prop¢sito do modelo de Hachemeister. Substituindo os estimadores para os pardmetros estruturais na
férmula (54) ou (61), conforme os casos, obtém-se o Prémio Empirico de Credibilidade.

Y=

) ipj (Y.j —X..)z—(N—1)3> (71)

Jj=1

6.2.4 Modelo original de Biihlmann-Straub

De facto Biithlmann-Straub tratam o modelo de forma algo diferente. Originalmente consideraram um
estimador linear sem termo independente e com base em todas as observacoes de todos os riscos do coletivo.
O modelo original tem um aspecto interessante que merece referéncia. Norberg (1979) afirma que Biithlmann-
Straub tiveram um objectivo mais ambicioso, que era essencialmente o da estimac¢ao do prémio coletivo p.

Estes autores propuseram estimar o prémio puro p(6;), ou, de forma equivalente, a varidvel aleatéria X, ;
através dum estimador linear da forma

N n

Xn—‘,—l,j - ZZbUXU: j = 1727' o 7N ’ (72)
7j=11i=1

sujeito a restricao de nao-enviesamento
E [Xn+17j} =E [Xn+17j] .

O critério proposto é o da minimizacdo do erro quadrético médio (ver Teorema 3). Este estimador nao
admite a existéncia duma constante independente de X;; e utiliza toda a informacao sobre o coletivo. Sem a
utilizacao da constante independente, o estimador vem em geral enviesado, por isso a restricao. O estimador
obtido foi o seguinte:

Xng1; = %X+ (1-2)
X, = Y lixkl, 1=1,2,--- N
—* N
X = I gz (73)
zZ = LPuw
¢+]€zw
z= YA

Este estimador pode ser obtido através das condigoes de normalidade (20) e (21) do Teorema 3. Examinando
a expressao (73), verifica-se que tem a forma de credibilidade e é semelhante & férmula (54), substituindo p

por X A utilizagao de toda a informacao disponivel sobre o coletivo e restringindo ao nao enviesamento,
produzm um estimador para pu, bastando quando necessdrio a estimagao dos parametros estruturais ¢ e 1.
Voltar-se-4 a falar deste estimador X na Seccao 6.3.6, onde se prova que é o melhor estimador centrado

para u. No entanto, X .. depende de ¢ e 9, a serem estimados em geral. De Vylder (1981a) chama-lhe
pseudo-estimador por este facto.

Assim, o estimador (62) para p pode ser substituido por pelo estimador XH, faltando estimar ¢ e 1. Sundt

(1982) propde a substituigdo por be @Ab*, dados por (63) e (65), respectivamente, considerando o estimador
£* assim obtido, como sendo preferivel a (62). Isto ¢, o estimador 4" para u vem
N P, =
Y y
no= N Iy . (74)
L= P s

O estimador (74) facilmente se generaliza para diferentes n;, apenas substituindo X. j» Pj, e, obviamente, ¢
e 121* pelos estimadores dados por (69) e (70).
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]
Ainda uma referéncia ao estimador X ... Se se considerar F;; = 1, Vj, em que se obtém o estimador de

—x
Bithlmannentdo P; =n, z; =z e X.. = (1/nN) Z;.V:l >, Xi;. Este é o estimador (38), donde se conclui
que é o melhor estimador nao enviesado para p, para o caso do modelo de Biithlmann.

Apresenta-se a seguir um exemplo de aplicacdo a um seguro de grupo, ramo vida, Neste ramo os prémios
sao calculados com base em tabelas de mortalidade construidas para determinado pafs. No modelo que se
vai construir vai-se assumir que a taxa de mortalidade possa variar, de grupo para grupo. Os grupos deste
tipo de seguro sao normalmente construidos por empresa. Ora, é natural que as condigoes de risco variem de
grupo para grupo. Por exemplo, as condi¢oes de risco de trabalhadores de uma empresa mineira ou de uma
empresa de construgao civil sao totalmente diferentes de uma empresa de servigos, um banco por exemplo,
citando casos extremos. Estas diferen¢as nas condigoes de risco sao no entanto dificeis de quantificar. Vao-se
assim representar através de um parametro desconhecido. Vai-se assumir que a taxa de mortalidade de um
individuo com determinada idade pertence a determinado grupo é igual & taxa de mortalidade do pais vezes
o pardmetro especifico.

Exemplo 13 Seguro de Grupo, Ramo Vida

Considere-se a seguinte notag¢do:

Nisi; - Varidvel aleatdria que representa o miimero de pessoas que morrem, com capital sequro xy,, idade s,
no grupo j, no ano t.

zy - Capital sequro, que pode variar de ano para ano.

qs - Taxa de mortalidade anual de uma pessoa de idade s, referente a determinado pais. FEsta tara é
conhecida.

¢s9; - Taza de mortalidade (desconhecida) de uma pessoa com idade s no grupo j.
Nksij - Nimero de pessoas existentes no grupo j com capital sequro xy, com idade s no ano i.
Nij =>4 « Nisij - Numero de pessoas que morrem no grupo j no ano i.

Sii = > 1 (Tk Y s Nksij) - Indemnizagdes agregadas do grupo j no ano i.
Considerem-se as sequintes hipdteses ao modelo.

o Dado 0;, Nisij tem distribuicio de Poisson de pardmetro nyg;; X qs X 0;.
o Dado 0;, Nisij sio independentes para todo o k, s, i.

o 0y,02,---,0;,--- sdo independentes e identicamente distribuidos.

Perante as hipdteses consideradas tem-se que, dado 0;

E Nysij ~ Poisson 93-5 QsNksij|0;
s s

35



A funcio geradora de momentos condicional de S;;, dado 0; vemn

Msz‘j|9j (t) = HeXp {93 ZQSnksij (etxk — 1)}

k

= exp< 0, qunksij (em’“ — 1)
s,k

D5k AsTksij (€87F — 1)
= exp {0_7 ZQSnksij < : ’

D sk AsTlhsij

z Z qsNksij
= exp<b; qsMksij plTn _£s 28 RSY 4 .
{ ’ ZS: ! <Zk: < Zk73 qsNksij

Ou seja, conhecido 0;, S;; tem distribui¢do de Poisson composta (em que N;; seque uma distribui¢io de
Poisson de parametro 0 Zk,s Nksijqs ), € fungdo de probabilidade fi;(x):

_ 2T — —
fij(.’L‘)— m para T = T, k—1,2,"'.

Note-se que fi;(x) é independente de 0;, serd entdo natural que para determinar o Prémio de Credibilidade
se use apenas os dados referentes a N;; e ndo a Sj;.

O Prémio Puro do grupo j para o ano (n+ 1) é dado pela expressao
ElSni1,40] = Y @k Y ElNkstns1);10;]
k s

= b ZIkQSnks(n—i—l)j-
k,s

Vai propor-se como Estimador de Credibilidade para o Prémio Puro referente ao grupo j para o ano (n+1)

;= 0; Z TGs ks (n+1)55
k,s

em que éj é o estimador de credibilidade de 0; baseado em Nyj;, Noj, -, Nyp;. Para tal defina-se X;; =
Ni;j/Pi; com Py = >, . qsNksij- Tem-se portanto E[X;;10,] = 0; e V[X;;10,] = 6;/P;;. As hipdteses do
modelo de Biihlmann-Straub estdo verificadas, com p(6;) = o(0;)? = 0;. O estimador de credibilidade vem
entao

- P - E[6;1/V16;] ,
%= P+ E[Qj}/V[Qj]X'j " P+ E[0;]/V]6;] 4]

com Py = >, P e Y.j = (1/P;) >, Pi; Xi; = (1/P;) Y, Nij. Para estimar os parametros estruturais
p=E[#;] e v =VIb;], considere-se a Tabela 3 com os dados sobre N;; e P;; referentes a 13 grupos:

jlf1r 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13| N,

1
1 14 2 1 0 1 0 3 5 1 0 0 1/{19
210 21 3 2 5 0 3 5 0 0 1 1| 23
3o 23 0 3 2 1 3 2 1 0 1 3|21
N;[1 8 6 4 5 8 1 9 12 2 0 2 5 |63

Tabela 3: Dados referentes a N;; e Pj;.
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Os estimadores 1 e ¥ vém

= Pj— >Ny 63
0 = X = —jX = Lo = - 0 915
a p. P. 68,82
=1
. 1 N = \2 —
b= Sri(X-X) (v -1X. | =0,164
N P.
2 =1 P (1 - p—]> =1
al = \2 1 1 :
~ ~ o 2 - . o o 92 )
>op, (XJ -X ) - Yr W5 Nij | =78, T34 — s x 63 = 21,062
j=1 J ¥
N 2
P > Py
> P, <1—J> = P =L —61471
= P P
v = T (21,062 — 12 % 0,915) = 0,164.

Os wvalores de Y.j e 0s valores estimados z; ,, e éLN constam da Tabela 5, sendo o Estimador de Credibilidade
dado pela formula sequinte,

08 = znX5+ (1 —2n5) X

com z;n = Pj/ (P.j +?/7J)) Substituindo éLN no estimador m; atrds referido, obtém-se o estimador

para o prémio puro a tarifar no 4° periodo, depois de substituidas com os dados as outras varidveis envolvidas.

Pij

J 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 P;.
)

1 | 1,57 413 145 1,29 1,31 394 0,72 245 1,73 1,18 032 1,77 1,39 | 23,25

2 | 1,68 438 1,55 1,39 1,30 393 0,73 244 161 1,10 0,35 1,66 143 | 23,45

3 168 442 1,73 1,07 1,36 3,75 0,61 2,20 1,47 099 0,30 1,16 1,38 | 22,12
P; |48 1293 473 3,75 397 11,62 2,06 7,09 481 327 097 459 4,20 | 68,82

Tabela 4: Valores de P; e F;.

i 1 2 3 4 b} 6 7 8 9 10 11 12 13
7.]- 0,207 0,619 1,268 1,067 1,259 0,688 0,485 1,269 2,495 0,612 0,000 0,436 1,190
Zin | 0464 0,609 0,459 0,402 0,416 0,676 0270 0,560 0,463 0,370 0,148 0,451 0,429
@j,N 0,586 0,708 1,077 0,976 1,058 0,762 0,799 1,113 1,646 0,803 0,780 0,699 1,033

Tabela 5: Valores de 7.j7 Z; N e éjJ\,— .

6.3 Modelo de regressao
6.3.1 Definicoes e hipéteses
O modelo de regressao introduzido por Hachemeister (1975) é fortemente inspirado no modelo de Biithlmann

& Straub (1970). Neste, foi permitida a variacao de E[V[X;;]6;]] com o tempo. No modelo de Hachemeister
é além disso também permitida a variacao de E[X;].

37



Hachemeister (1975) afirma a necessidade de estabelecer estimativas de tendéncia (trends) na frequéncia e
montante dos sinistros do seguro automoével por estado (EUA), porque, afirma, a inflagdo se tinha tornado
um elemento importante na tarifacdo. Dispondo de dados sobre estes valores em cada estado e por periodo
de tarifacao, propos estimar o valor esperado do montante de indemnizagoes no periodo ¢ para o estado j,
estabelecendo o seguinte modelo de regressao linear:

ijj
X; representa a gravidade média das indemnizac¢oes no periodo ¢ no estado j, Yy é um vector linha e ﬁj
um vector coluna, ambos com r componentes e nao aleatérios.
Hachemeister fez uma escolha particular para a regressdo dada por (75), ao considerar que
r_ 1 ﬁ — B 05
Yij i | 57| By
isto é, considerou que E[X;;] = By; + By i.

O problema da regressdo proposta por (75) situa-se na estimagdo do vector de constantes ﬁj, partindo de

dados sobre as varidveis observéveis X;; (i = 1,2, -- ,n), sendo n o nimero de periodos, tal como considerado
nos modelos tratados anteriormente. Fixando o estado j e considerando as n varidveis conjuntamente, o
modelo de regressao para este estado toma a forma

ElX;| =Y,8, (76)
com
Xy, Yy,
X/ =y = | B
Xn; Y

em que Y; é uma matriz (n x r). Tendo como ponto de partida a formulagdo do modelo de Biithlmann
& Straub (1970), em que a varidncia de X;; é proporcional a P;;, que neste caso representa o nimero de
indemnizacoes:

2
9
P’

VIXi;] =
o estimador para ﬁj segundo o modelo cldssico GLS (Generalized Least Squares) é dado pela expressao

- —1
8. = (Y,'P;Y;) Y,/'P;Y;, (77)

em que COV[X]-,XJ-I] = O’j2Pj_1, Xj = (le, Tt ,an) e

P; 0 .. 0
0 Py .. 0
0 0 . 0
0 0 .. Py

matriz diagonal (n x n). Para ver sobre o modelo GLS pode consultar-se um manual de Econometria, por
exemplo Johnston & DiNardo (2001) ou Johnston & DiNardo (1997).

A alternativa que se punha era considerar que os dados de todos os estados provinham da mesma populacao
e portanto considerar um modelo de regressao da forma,

EX]=Yp3 (78)
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com Y matriz (nN x r), X matriz (nN x 1) e 3 vector r-dimensional, sendo N o nimero de estados:

Y, X,y
Y = Y; , X= X;
L YN i L XN 1
O correspondente estimador GLS para (8 vem
B=(YPY) 'YPX (79)

em que Cov[X, X'] ¢ uma matriz de ordem (nN x nN), diagonal com elementos O'QPZ'j_l (t=1,2,---,
j=12,---,N).

No entanto ao implementar na prética estas duas solucoes, Hachemeister verificou que as linhas de tendéncia
para cada estado vinham suficientemente deslocadas da linha do conjunto do paifs para se assumir que esta
ultima servia de aplicacdo para cada estado. Por outro lado, considerando cada linha separadamente, os
pontos estavam demasiado dispersos para que a estimativa obtida pudesse ser considerada fidvel.

Entao Hachemeister propos uma solucao de compromisso para cada estado: utilizar um estimador que fosse
uma mistura entre o estimador particular do estado e o estimador para o conjunto. Isto podia ser resolvido
a luz do que tinha sido desenvolvido até entao pela Teoria da Credibilidade. No fundo, pressupunha a
existéncia dum coletivo formado pelo conjunto dos estados e em que os dados sobre cada estado nao se
podiam dissociar pura e simplesmente do conjunto, nao se confundindo no entanto entre si.

Vai-se considerar genericamente que X;; representa o risco j (j = 1,2,---,N) dum conjunto de N riscos,
no periodo i (i = 1,2,---,n;), em que o mimero de observacoes é de uma forma genérica n;. A cada risco j
estd associado um pardmetro 6; que representa a caracterfstica especifica do risco dentro do coletivo.

Norberg (1979) formulou as seguintes hipéteses do modelo de Hachemeister (1975):

H1 a) Existe uma funcdo vectorial b(6;) definida em © e matrizes Y, (n; xr) conhecidas, com caracteristica
r < nj, tal que

com

X, = (Xuj, Xojy- o+, Xy 5)

Y; - matriz (n; x ) das varidveis independentes
b(8;) - vector r-dimensional

n; - nimero de observacoes para o risco j.

b) Existe uma fungdo positiva o(f;)? definida em © tal que:
Cov [KJ‘QJ] = o,(gj)Qijl (81)
em que P; é uma matriz diagonal (n; x n;) conhecida,

Pj = diag(PU,ng, "'7Pnj,j) y
e 0(9j)2 é um escalar.

H2 = BS2.
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Os parametros estruturais que nos modelos de Biithlmann (1967) e Biithlmann & Straub (1970) eram dados
pelas expressoes (33), sdo agora dados pelas seguintes expressoes:

8 = E[b)] (82)
A = Covlu,)] (83)
6 = Elo(8;)] (84)

B é um vector r-dimensional e A uma matriz (r x r) definida positiva.

6.3.2 Estimador de Credibilidade

Hachemeister (1975) propos estimar o valor esperado do risco j para determinado periodo, 1(6;), ou seja, o
prémio puro do risco j dado através da expressao

p(0;) = a'b(6;) , (85)

sendo g um vector com r componentes. O estimador proposto é uma funcao linear das observacoes sobre o
risco j, X;:
g
mj = qoj + E :aUXZJ =ag; +a; X (86)
i=1

com as constantes ap; e a; (vector de constantes) obtidas através da minimizacao de E | (1(6;) — mj)Q A

solucao deste problema é apresentada no Teorema 5.

Teorema 5 O Estimador de Credibilidade do prémio puro p(0;), dado por (85), com base em X; =
(X5, , Xn, ;) € dado pela expressio

M = a (zj§j+(1fzj)g) (87)
Z, = AY,;'P,Y;(sI+AY,;P,Y;) ' =AY,/®, 'Y, 1+AY,;/®, 'Y,)”

by = (Y/PY) T P = (YR Y) Y e

®;, = ¢P; "

sendo 3, A, ¢ dados por (82)-(84), Y, P dados através de HI e H2, e 1 a matriz identidade (r x r).

Dem.

Usando o Teorema 1 o estimador 7; dado por (86) é um estimador de credibilidade se e s6 se satisfaz as
condicoes de normalidade

Elmn;] = E[u(6;)] (88)
Cov [r;, X'] = Cov [u(8;),X']. (89)
Partindo de (89) obtém-se
Cov [ag; +a/ X", X' = Cov [u(6;), X,]
& a;'Cov [X;, X'| = Cov [u(6;),X,'] - (90)
Mas por outro lado
Cov [X;, X,;'] = E [Cov [X;, X,'|60;]] + Cov [E [X,]0,] , B [X,"16;]]
e aplicando (80), (81) e (87) vem
Cov [X,;, X,'] =¢P; 7" + Y;AY,; = ®; + Y;AY,' . (91)
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Por outro lado, pelo mesmo processo tem-se
Cov [u(8;), X;'] = Cov [E [u(6;)]6;], E [X,'|6;]]

notando que Cov [u(ﬁj),i j/\t‘)j] = (0, j& que dado 6;, pu(f;) é uma constante. Aplicando sucessivamente
(80), (85) e (83) obtém-se

Cov [u(6;), X;'] = Cov [a'b(0;),b(0;)"Y;"] =d'AY,’. (92)
Introduzindo (91) e (92) em (90) obtém-se
gj/ (®, + Y;AY,;) = dAY; . (93)
Pés-multiplicando ambos os membros da igualdade acima por ®; Y, [matriz (n; x r)] tem-se
o) (5 + Y;AY,) ;7Y = o' Y; (T+AY/®,71Y;) = a'AY /@715,
pés-multiplicando por (I + AYj/Q’_le)_l (esta inversa existe, veja-se Lema 1 de Sundt (1979)), tem-se
a,Y; = d'AY;'®; 7Y, (T+ AY,/®;,7'Y,) 7.
Fazendo Z; = AY,;/®; 'Y, (I+ AY,;/®,7'Y,) " [matriz (r x r)], tem-se
aY; = d'Z;. (94)
Por outro lado, de (93) resolvendo a equagao em ordem a a,;'®; e introduzindo (94) tem-se
gj/q)j =d AY; — gj’YjAYj’ =d (I-7Z;)AY;,
pés-multiplicando sucessivamente por &1, le e fazendo éj = (Yj <I>j71Yj)_1 Yj/éjflij obtém-se
o/ = o (I-Z)AY, ;" (95)
/X, = o (I-Z)AY;/®;7'X; =d (I-Z;) AY;/®;7'Y b, . (96)

Por outro lado, pés-multiplicando (95) por Y ; e atendendo a (94), conclui-se que (I — Z;) AYj’<I>j_1Yj =1Z;,
donde (96) vem
Qj/ij = Q/ngj . (97)

Da condigao (88) obtém-se
ao; + ;"B [X;] = E[u(6;)] ,

atendendo & propriedade iterativa do valor esperado, a (80) e (85), tem-se
ao; + ;"B [b(6;)] = a'Y;E [b(60;)] ,
resolvendo em «yj;, factorizando, atendendo a (82) e (94), tem-se
ap; = (g’—gj/Yj)ﬁ:Q/ I-Z;)8. (98)
Somando membro a membro (97) e (98) obtém-se finalmente o estimador de credibilidade
1y =d (ZJéj +(I- Zj)ﬁ) ;

como se pretendia demonstrar. [l

Note-se que o estimador de credibilidade (87) foi encontrado tendo em conta uma escolha especial da matriz
P, = qSPj_l. Contudo, as expressoes (87) sdo vélidas para uma matriz ®; arbitraria definida positiva, como
facilmente se verifica.
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Ej é o bem conhecido estimador GLS de b(6;) obtido pela minimizagdo de
I —
(X; —Y;0) @7 (X; - Y0) .
O estimador (87) de p(f;) = a’b(6;) é obtido substituindo b(#;) por uma média ponderada do estimador

éj baseado na experiéncia individual e a média coletiva 3 e & semelhante & Formula de Credibilidade (1)
proposta por Whitney. No entanto o Factor de Credibilidade é aqui uma matriz (r x r). No caso do modelo
de Biihlmann-Straub ou de Biihlmann, o factor de credibilidade é um nimero positivo. No caso do modelo
de regressao de Hachemeister a Matriz de Credibilidade pode conter elementos negativos (veja-se o Exemplo

14no final da Seccdo 6.3.4), mas é uma matriz definida positiva.
Ainda uma nota em relacdo a matriz de credibilidade Z;. Esta pode ainda ser escrita na forma
_ -1
Z; = AY;®; 'Y, (I+AY;/®;,7'Y;)” = [(I +AY;'®;7'Y)) (AY,®;71Y)) 1} (99)

atendendo a propriedade da inversa dum produto de duas matrizes quadradas (ABY1 = B 1A~ e notando
que a inversa de AYj/<I>j_1Yj existe, pois tem-se um produto de duas matrizes quadrada se o determinante
|AYj'<I>j_1Yj\ = \A\|Yj/<I>j_1Yj| # 0, porque A e <I>j_1 so definidas positivas e a caracteristica de Y},
e(Y;) =r # n;, por H1. Desenvolvendo o produto de matrizes dentro do paréntesis recto, (99) vem ainda

-1
Z; = (I+ (AY,;'®; 1Y) 1) (100)
ou introduzindo P = 3717, P;; (traco da matriz P;) e fazendo K; = P, (AYj/<I>j_1Yj)71, Z; vem

Z; = P;(P;I+Ky) ™,

que é a correspondente forma do factor de credibilidade (54) do modelo de Bithlmann & Straub (1970), para
o modelo de Hachemeister (1975).

Considerem-se agora alguns Casos Particulares ao modelo:

1. Sesefizerr =1, Y, =[1 1 -+ 1], b(6;)=p(f;)ea=1,entdo a expressao toma a forma
1
1
B [X;l0;] = | .| m®)-
1

além disso os parametros estruturais (82)-(84) véem 8 = E|[u(0;)] = p, ¢ = E[0(8;)%] e A
Cov [1(8;)] = V [1(6;)] = ¥. O estimador b; = (Y,;'P;Y) ™ Y;P; X, = (1/P;) M, PyXs; = X.j, a
matriz de credibilidade Z; é um escalar

" n —1
7 7 wPJ
s (v3m) s+ 2m) -5
< i=1 i=1 ¢+ OP;
e o Estimador de Credibilidade do Prémio Puro de Risco p(6;) vem

. YR = ¢
m; _—d)—i—szjX'J +—¢+¢Pju

que é o estimador (61) do modelo de Biithlmann & Straub (1970) para n; periodos genéricos.
2. Se além disso se fizer n; = n entdo obtém-se (54).

3. Voltando a (1.) mas fazendo P; = Iy, xn,), entdo

~ U < QS/ P

m; = ———X.; + 1
Y P K
com X.; = (1/n;) Y1, Xij, que é o estimador (35) do modelo de Bithlmann para n; perfodos.

4. Se adicionalmente a (3.) se fizer n; = n, obtém-se o estimador (36) de Biihlmann.
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6.3.3 Generalizagao do conceito de Estimador de Credibilidade

A propésito do modelo de regressao, o conceito de Estimador de Credibilidade apresentado no Capitulo 5
do presente texto para uma varidvel aleatéria m, pode ser generalizado para um vector aleatério m.

Considere-se um vector aleatério m = (my,mae, -+ ,ms) e considere-se dois estimadores de m,
= (natin o) & = (fonoe )

Diz-se que m é Melhor Estimador que m relativamente 4 Funcio de Perca Quadrética Esperada, se

E[(nﬁimi)Q] gE[<mm)2] i=1,2, s,

com desigualdade estrita para pelo menos um ¢ [Sundt (1981)].

Sejam X e m genericamente definidos como dois vectores aleatérios conjuntamente distribuidos e X ob-
serviavel. Chame-se m um estimador linear de m baseado em X se m pode ser escrito na forma

m=a+AX (101)

onde a é um vector ndo aleatério e A é uma matriz também nao aleatdéria.

Chame-se a m Estimador de Credibilidade baseado em X, como sendo o melhor estimador linear de m. As
condi¢oes que permitem a obtencao do estimador m, assim como algumas propriedades sao apresentadas no
seguinte teorema [Sundt (1981)] e que é uma generalizacdo do Teorema 1.

Teorema 6 a) Seja 1 um estimador linear de m definido em por (101). Entdo 1 é um estimador de
credibilidade de m se satisfaz as sequintes condigoes de normalidade

Big] = Bl (102
Cov [ﬁ,i’] = Cov [m7il] (103)

b) Se os estimadores m e m, lineares da forma (101), verificam as condi¢ées de normalidade (102) e
(103), entdo eles sao iguais quase certamente.

¢) O estimador de credibilidade 1, satisfaz entao

Cov [m, '] = Cov [m] — Cov [m — i . (104)

0

A definigao de Estimador de Credibilidade vectorial atrds apresentada vai permitir apresentar outro aspecto
interessante do Estimador de Credibilidade (87) para o Prémio Puro p(6,):

my =da' |Zib; +(1-Z;) 3
Este aspecto vai ser apresentado no teorema seguinte.
Teorema 7 Seja 1 o estimador de credibilidade de p(6;) dado por (87). entéo,
~ o 17
m; =a llj

em que Ej é o estimador de credibilidade de b(6;) com base em Xj.
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Dem.

éj é o estimador de credibilidade de b(#;) se e s6 se verifica as condi¢des de normalidade (102) e (103) do
Teorema 6:

b| = E©)

5|

Cov |b;, X,/| = Cov [b(6;), X,

Em relacao a primeira condic¢ao, tem-se

E M = 7,E M +(I-17;)8
pois a matriz Z; é nao aleatéria. Em relacao a E {éj} sendo éj dado por (87), tem-se

1 1

E[éﬂ} = (Y5'P;Y;) Y/PE[X] = (Y,/'P;Y;)
= (Y,P;Y —j) 'Y;/Pig=3,

Y,'P,E[b(6) 10s)

atendendo & propriedade iterativa do valor esperado, a (80) e a (82). Donde
B|b] =Bk, = 8.
Em relacao a segunda condicao tem-se que
Cov [y, X,/| = Cov [Z3b; + (1= %) 8 X,'| = Z;Cov [b, X,'|

pois Z; e 3 sao matrizes de constantes. Substituindo éj pela respectiva expressdo (87) e atendendo a (91),
tem-se sucessivamente

Cov [éj,gj/} - chov[(Yj’<1>j*1Yj)‘1

leq’jflljvijl}
= Z; (Y/%,7Y;) 7 Y, ®; 7 Cov [X, X/]
= Z; (Y,/'®;71Y;) 7 Y97 (@ + Y,AY).
Simplificando e atendendo a (100) tem-se
Cov [éj,gj/} = 7 (Ve ') + A) Y,/
= 7; ((Y,'2,71Y,) AT D) AYY
= Z;Z,'AY; =AY, .
Por outro lado,

Cov [b(6;),X;'] = E [Cov [b(6;), X,;'|0;]] + Cov [E[b(6,)|6;], E [X,'[6;]] = Cov [b(6;),b(6;)'] Y’

pois Cov [b(6;),X,|0;] = 0 porque dado 6;, b(6;) é um vector nao aleatério, donde usando (83), tem-se

Cov [b(6;), X,;'] = AY' = Cov [éj,gj’} . (106)

6.3.4 Estimacao dos pardmetros estruturais

Os parametros 3, A e ¢ nao sao conhecidos em geral, pelo que serd necessério a sua estimacgao através de

estatisticas com base nos vectores observdveis, X, j =1,2,--- , N.
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Estimadores de Hachemeister. Prémio empirico de credibilidade Hachemeister propos os seguintes
estimadores, aqui generalizados para n; periodos genéricos e de acordo com o modelo desenvolvido na

Seccao 6.3.1: R
B=(Y'PY)'YPX

com Y, X e P definidos em (78) e (79).

N -1y
b= (anN?") ZSJ/Q
k=1

j=1
co1m ,
2 - - o1 N
;7% = (&. 7ngj) P, (gj ijgj) _ (gj/Pjgj fngj’Pijgj) .
=(1/2)(H+H)
com

H = 07 (G- (N-1)(YPY) ' 9)
N li
G = S (YPY) '(Y,/P,Y,) (b~ B) (b - B)
i=1
’ N
o = (Y'PY) " (Y;/P,Y;) (YPY) ' (Y,/P;Y;)

Jj=1

Os estimadores (107)-(109) sdo centrados. A sua demonstragio vai ser feita seguidamente.

(107)

(108)

(109)

(110)

Teorema 8 Sejam os estimadores (107) e (108), respectivamente dos parametros estruturais 8 = E[b(0;)] e

¢ = E[o(0;)°]. Entdo, E[f] = § e E[¢] = ¢.

Dem.

Seja o estimador é Este estimador pode ser escrito na forma

N
B= ZYPY 'Y, /PLX,
k=1

porque
X
AR
Y'PX = [Y1/\Y2/\ e |YN/] 2 - | = ZYk/Pkik-
o 0o .. Py || |
[ Xn ]

[ pode ainda ser escrita na forma:

3= (YPY) ' (YiPLYs) by

WE

e
Il
=

(111)

(112)

introduzindo a matriz identidade (Y, PrY}) (YrPrYs) ' e atendendo a (87). Entdo o valor esperado de é

vem, usando (112)

(Y'PY) ' (YiP,Y.) Elb].

Mz

E[f] =

x>
Il
=
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Tendo em atencéo o resultado (105) sabe-se que E[S,] = S, e por outro lado, da mesma forma que (111)

tem-se
N

Y'PY =) Y,/'PiYy, (113)
k=1

donde se obtém que E[ﬁ] = (. Fica provado o ndo-enviesamento de é .
Para provar o nao-enviezamento de ¢ dado por (108), estimador do parametro estrutural ¢ = E[o?(6;)],
note-se que Sj/Q pode ser escrito da seguinte forma
2 ~ ~
i = (X,'PiX;) — b Y5 'P;Y b

porque desenvolvendo, atendendo a que P é uma matriz simétrica e a propriedade da transposta dum produto
de matrizes:

~\/ ~ , ~1 ; , ~ )
(X, - Yoby) Py (- Yoby) = (X'P; B Y, Py (X - Yoby) ¢
desenvolvendo o produto tem-se

S = X;PiX,; - X;'P;Y b, — b Y[R X, + 5, Y, P;Y b,

introduzindo a matriz identidade I = (Yj’Pij)_1 (Y,;'P;Y;) (matriz r x 7) na 2 e 3" parcelas obtém-se
S% = X,/PiX; - X/PY;(Y/P;Y;) " (Y,/PY,) b

—8 (Y,/P;Y5) (Y5 P Y) T Y/P X, + B, Y, Py Y b,
=J J =370 A ) J =y e i A ARV E Y ]

atendendo a (87) e que a transposta de l_;j

~1 1

by = X,'P;Y;(Y,;'P;Y;) (114)
tem-se
2 ~r N Y] N Y] A
Si”7 = X;'PiX; b (Y;'P;Y;) b — b (Y;'P;Y;) by +b; (Y;/P;Y;) by
N N
= X,/P;X; —b; (Y;'P;Y;) b

Desenvolvendo Qj tem-se ainda

S = X,'PiX, — X, P (Y, PyY,) 7 (Y PyY,) (Y/PY,) T Y,/PX

simplificando e fazendo
R=P; —P,Y;(Y,P,Y;)"'Y;/P; (n; xn) (115)
obtém-se

S = X,/RX, . (116)

A matriz R é uma matriz simétrica pois R’ = R, jé que P; é uma matriz diagonal e portanto simétrica. A
expressao (116) pode ser escrita na forma

o My o My

Sj/2 = ZZijTlelj = ZZTleijlj7

k=1 1=1 k=11=1
em que rg; é o elemento da linha k e coluna [ de R.

Entao o valor esperado de Sjlg dado 6; vem

o My

2
E[S;”710,] = erklE[ijle\ej]
k=11=1
’I’Lj ’I’Lj

= D> rw (Cov[ Xy, X35105] + B[ X5 (6;1B[X15105]) -
k=11=1
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Como dado §; as varidveis em periodos diferentes néo estdo correlacionadas [por (81)] e na segunda parcela
voltando & forma (116) obtém-se

g "y
2
E[S;710;] = > e VI[Xas16;] + E[X,'|6,RE[X;16;]
k=11=1

notando que a primeira parcela é o traco ou soma dos elementos da diagonal principal de o2 (Qj)Rijl e
usando (80) obtém-se

E[S;"|6;] = tr[o® (6, RP; '] + b(6;)'Y; RYb(6;)
e desenvolvendo o 2° membro através de (115), tem-se

E[S;%10;] = [(P ~P,;Y; (Y,/P,Y;)Y,P;) P, 1}

—1
+b(0,)"Y;’ (Pj -P;Y; (Y;/P;Y;) Y/Pj) Y;0(05);

notando que o tra¢o da soma € igual & soma dos tragos de matrizes; simplificando a segunda parcela, tem-se

E[S;"%16;] = o%(8) (tr[Inj] — [P Y, (Y;/PyY,) Y|+ trlb(6;) (Y, P;Y; — Yj/Pij)b(%)]) ;

na segunda parcela obtém-se uma matriz nula e atendendo & propriedade do trago dum produto de matrizes,
(tr[ABC] = tr[BAC] supondo que as matrizes continuam multiplicdveis) obtém-se

2 -1
BIS; 10 = o2(0) (ny — v (Y, Y,) T (Y, P, Y| )
= 2(0;) (n; — tr[L.]) = 0*(6;) (n; — ) .
Entao,
\ N N
ZS’ :Z (ny—r)=2¢ an—Nr ,
j=1 j=1
donde ¢ dado por (108) é centrado. O

De forma a mostrar que o estimador A dado por (109) é centrado, considerem-se os seguintes resultados
para utilizagdo posterior:

Resultado 1

N N N
G = Y (YPY) T (Y/PY,) bk - S (YPY) T (Y,/PY;) (YPY) ™ (Yi/'PyYi)bb(117)
=1 j=1k=1
~ A~ ~ ~1 /
E[b.b,] = §;+Covlby, b;] + BB (118)
Covlb;, by = (Y P;Y;) '+ A (119)

onde §;i representa o indice de Kronecker.
Dem.

e A expressdo (117) resulta do desenvolvimento de (110), i.e

G - ZYPY (Y'PY)b;b, — ZYPY Y PY)b B
j=1 =1

.

~

)

N N
=S (YPY) (Y PY)B b+ ZYPY (YR Y)BB,
Jj=1 Jj=1

usando os resultados (112) e (113) e simplificando.
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e Para a expressao (118) tem-se

Blod;] = Covlbyby') + ElbyElL;]
= Cov|(YW'PeYy) 'Yi'PrX,, X,'P,Y; (YA'PyYr) |+ 568,
usando os resultados (87) e (105), e usando a hipétese de independéncia entre riscos de H2 obtém-se
(118).
e A expressio (119) obtém-se a partir de

Covlb;, by = (Y;'P;Y,) 'Y,'P;Cov[X,, X, |P;Y,(Y,'P;Y,)

atendendo a (91) e simplificando. |

Teorema 9 O walor esperado da estatistica G dada através de (117) é dado pela expressio

N
E[G] = (N - 1)(Y'PY) ¢+ [ I (Y'PY) (Y/P;Y;) (Y'PY) ' (Y,P;Y))
j=1
e B[H| =E[A] = A
e (117) tem-se introduzindo (118) e (119):
N
BIGI = S (YPY) ' (YSPYy) (6(Y,PyY;) T+ A+ 58)
=1
’ N N
=3 PY) YR Y)(YPY) T (YWPRY) (651 (Y P YS) A) +88) ;
j=1k=1

somando em k na segunda parcela e desenvolvendo as parcelas, vem

N
BG] = Y (YPY) ¢+Z (Y'PY) '(Y;P,Y;) (A + 58
j=1

j=1

Jj=1

N
-3 (Y'PY)TY( ’Pij)(Y’PY)_l(Yj’Pij)(¢(Y/Pij)_1+A)
N

N
S ST YPY) T YSPY)(Y'PY) T (YRPYY ) B8

j=1k=1

simplificando obtém-se finalmente

N
E[G] = (N-1)(Y'PY) '+ (1= (YPY) " (Y,/P,Y;) (YPY) '(Y,/P,Y;)
j=1

Entéo tomando o estimador H (para A) dado através de (110) é centrado e obviamente E[A] = A. O

Note-se que foi tomado para A o estimador A = (H + H') /2 para garantir a simetria, uma vez que A é
uma matriz de covariancias. Contudo, é preciso que seja no minimo uma matriz semi-definida o que nao
é garantido. Caso ndo seja semi-definida poder-se-4 adoptar o procedimento citado em Norberg (1982),
substituindo-a pela sua projeccdo no espacgo convexo de matrizes semi-definidas positivas e simétricas.
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Se se substituir os estimadores (107)-(109) no Estimador de Credibilidade (87) obtém-se o Prémio Empirico
de Credibilidade:

T?Lj7N = d (Zijéj + (I - Zij)@)
~ ~ ~ —1
Ziny = AYj’PjY-<¢I+AY-’PjY) (120)
b = (Yj/PjY) YYX
3 = (YPY) 'YPX

Comparando este estimador com as expressoes (77) e (79) inicialmente apresentados por Hachemeister,
verifica-se que o seu objectivo foi atingido pois o estimador acima é uma média ponderada entre (77) e (79),
sendo os pesos atribuidos através da matriz de credibilidade Z; x.

6.3.5 Alguns Casos Particulares

Considerem-se alguns casos particulares para os estimadores (107)-(109). Vao-se percorrer os casos particu-
lares considerados nas alineas (1.)-(4.) da Secg¢do 6.3.2.

1. Para esta particularizacao tem-se para as seguintes expressoes:

7
Y;'P;Y; = Y Pj=P;
N N
YPY = Y Y,/P;Y;=> P;=P.
. 1 ;i
b, = E;PJXJ =

Para o estimador 3 obtém-se entao

N N
A -1 -1 ~ ]_ —_—
B=(YPY) YPX, = k}_lj (Y'PY) (Yi'PeYi)ly = & }_:pkx =

=

que é o estimador (68) para p do modelo de Biihlmann-Straub para n; (j = 1,2,---, N) periodos de

- . A . 2
observacao. Para o estimador ¢ obtendo o valor particular S’j’ , tem-se

/2 Y 7 ' NP
s = (1- - Yh;) P (xj - Yh) = (X,PiX, - Y P
2 o 2
A
ZPw i = X4) =) PyXi® = P;X
i=1
er}Svem
N nj

~ _ ot RJ <. 2
v Zg 11y — 2—: Zg 17y — ;; )

1 N U 2 a — 2
= - P, X7 — P.X
E;'V=1”J'_N ;; Y JZ:;

que é o estimador (69) do modelo de Bithlmann-Straub para n; periodos.

Relativamente ao estimador A, os valores particulares das estatisticas G e IT vém,
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N — \2
G=>(YPY) " (Y,/P,Y) (,-B) (&' -8/) = ZP (X,-X.)
j=1
ou alternativamente a partir de (117), tem-se a particularizagao

/

N
G = Y (YPY) ' (Y,/P;Y,)bb; ZZ (Y'PY) ' (Y;/P,Y;) (YPY) ' (YA'PLYy) bib;
=1 j=1k=1

.

s
><||

N N p.2
=1 -y (YPY)" (Y/P;Y,) (YPY) ' (Y,/P,Y;)=1-Y S

Jj=1 Jj=1

Entdo A ven,

= E;VIP 12;.\[:11;2 ;Pj(yj—?)Q_(N—l)&ﬁ

que é o estimador dado por (45) do modelo de Biithlmann-Straub para n; (j =1,2,---, N) perfodos.

. Neste caso particular em que se consideraram os casos de (1.) mas com n; = n (j = 1,2,--- ,n),
obtém-se imediatamente os estimadores (62)-(64) do modelo de Biithlmann-Straub.

. Para esta alfnea em que se considerou adicionalmente P; = I,,,, vAo-se obter os estimadores (43)-(45)
do modelo de Biithlmann para n; perfodos genéricos:

A:z;v_lnj(ll_ ) S (T, -X) - v

que é a expressao (45).
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4. Neste caso em que se consideraram a particularizagdo de (3.) mas adicionalmente n; = n, obtém-se os
estimadores (38)-(40) do modelo de Biihlmann.

6.3.6 Estimadores Mais Gerais

Retomando o problema de estimacao dos pardAmetros estruturais tratado na Secc¢ao 6.3.4, note-se ainda que
Norberg (1979) e De Vylder (1978) propuseram estimar a média colectiva 3, dado por (82), através de

z i, (121

, . T .~ N ~ .
em que F; é uma matriz (r X r) sujeita & restricdo ) ;=1 Fj = I de forma a assegurar o nao-enviesamento.

Norberg (1979) propde estimar ¢ dado por (84) através de

N
=57, (122)
=1

com ,
. ) )
Sjow = (Xj - ijj) W; (lj - ijj)

e W, matriz (n; X n;) positiva definida sujeita & restrigao

S (i [P wi] [0 (v ) <1

Propoe ainda estimar A, dado por (83), através do estimador

N
2 1 A oat ~ -1 Aoat ~ -1 Anlt
A= 3 (B (b - A(Y,PY;) ) + (b — A(Y/P,Y,) ) Hy') - BB (123)
i=1
em que H; (j =1,2,---, N) sdo matrizes (n; x n;) sujeitas a restrigdo Zj\[:l H;, =1

Segundo Norberg (1979) os estimadores (121)-(123) sao consistentes sob restrigdes suaves, sendo os esti-
madores (107)-(109) obtidos através de escolhas particulares das matrizes F;, W; e H;, respectivamente.

De Vylder (1978) estabelece a escolha 6ptima das matrizes F; de (121), minimizando o traco de Cov[B]. Se

~

B for um escalar, entdo o principio invocado é o da variancia do estimador. Calcule-se a Cov|[5]:

Cov[é] :Covéé = Cov]| ZFJ wa F ZZF Cov 37 J Fk/;

j=1k=1

usando o resultados (118), somando em k e usando (119) tem-se

Covlg] = 4 Sil FidpCovlhy, bilFy' = S FyCovlhy, biIFy = SN Fy (0 (P Y,) ™ +A) By

7j=1
(124)
Considere-se o seguinte lema demonstrado em De Vylder (1978), que vai permitir a escolha éptima Fj/*:

Lema 1 Sejam My, My, --- , My matrizes (q X q), simétricas, definidas positivas e sejam Xy, Xg, -, Xg
matrizes (q X q) de varidveis. Entdo o minimo do trago tr {Zle XiMiX/} , sujeito & restricao Zfil X; =1

é atingido para
-1

= <ZMi_1> (Mj)_1 (] =1,2,--- 7k) (125)

|
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Partindo da expressao (124) fazendo
M; = 6(Y,/P;Y) " +A=2Z;"" (j=1,2-,N)
porque partindo da expressdo (100) tem-se
1= G(AYP;Y;) 1= (Y PyY;) AT 4T,
pés-multiplicando ambos os membros por A tem-se
Z,7'A = o(Y,'P;Y;) '+ A (126)
Entéo a escolha 6ptima de F; vem, aplicando (125),

—1 —1
N

N
SNATZ | ATZi= (D)7 | 2.
J=1

Jj=1

O estimador 6ptimo da forma (121) vem entdo

R N A N N A
BeEh - | Yn) Yk (127)
= ) =

Se se considerar o caso particular da alinea (2.) da Sec¢do 6.3.2, em que se obtém o modelo de Biithlmann-

Straub, entdo (127) corresponde ao estimador X. de (73), dai ter-se chamado o melhor estimador nao-
enviesado para a média coletiva pu:

ZP +¢/¢ ZP +¢/w

De Vylder (1981a) desenvolveu o mesmo principio de minimizagio do trago da covariancia do estimador,
para os outros parametros estruturais, assumindo a multi-normalidade condicionada por ¢; para o vector X ;,
sob hipéteses bastantes restritivas. Norberg (1982) simplifica o método e estende-o de forma a ser aplicavel
em situagoes mais gerais, sendo aplicdvel no caso de distribui¢ées condicionadas, binomial, Poisson, Poisson
Composta e Multinormal.

Exemplo 14 Este exemplo foi construido com base no exemplo apresentado em Hachemeister (1975). Como
foi referido na Secgao 6.3.1, Hachemeister estabeleceu a seguinte particularizagio ao seu modelo, para de-
terminado risco j (j =1,2,...N):

w(0;) = E[Xi5|0;] = bo(0;) +ibi(0;), i=1,2,..,n,n+1,

isto é, fazendo a particularizagdo comr =2 e Yi; = [ 1 ¢ ], em que N corresponde ao niumero de estados

(EUA) e i periodos trimestrais. Na Tabela 7 sao apresentados valores sobre P;; e X;; , respectivamente a
frequéncia e gravidade média de sinistros, referentes a 12 periodos e para § estados, assim como os valores
globais do conjunto dos 5 estados (pais). Na ultima linha do quadro sio apresentados os valores globais P.; =
Zj Pi;, e os valores médios em cada estado, X.; = (1/P;) ., P;jXi;. Na diltima coluna, sdo apresentados

os walores globais dos cinco estados, da frequéncia de sinistros e as médias X;. = (1/P;) Zj P; X5, para

cadai (P =3, Pyj).

O Prémio Empirico de Credibilidade para o 13° periodo é dado pela expressdo:

N =a |Zjnb; + (1—Z;n) B
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com

Z;n = Py (PjI+Kj)
K, = oP, (AY;Pij)_l
Jd = 1 13,

sendo éj, é, é e A dados respectivamente por (87), (107) - (109).

Tendo em conta que a matriz Y; (j =1,2,---,12) tem neste caso a forma
, 11 -1 o1
Yj_{l 2 12]
Os estimadores obtidos para Ej (j=1,2---,5)e é, foram os sequintes :
B 1911, 351624 B 1841, 134053 B — 1477, 37852
=17 —2,45394173 |0 T2 | 20,56195211 | T3 T | 38,64578889
i 1176, 704065 B 1543, 842627 B 1645, 506811
=47 27,80701828 | P T | 6,767537679 |' = | 16,90056574

Na Figura 1 comparam-se as regressoes particulares para cada estado e a regressao global do conjunto dos

estados, propostas em (76) e (718), isto é, neste caso particular E[X137j] = I;Oj +13b1;, 7 = 1,2,...,5 e
E[X137.] = BO + 1331. Tem-se assim

E[Xi31] = 1879, E[Xi39] =2108, E[X;33] = 1980
E[Xi34] = 1538, E[Xi35 =1632, E[X3]=1865 .

A linha mais carregada corresponde & do comjunto. Para o estimadarq@ tem-se, usando (108),

5
¢ =(1/50) 3" 8';* = 74968355, 08
J=1

com

] T 2 3 1 5
5,7 | 1225150603 | 480099911, 6 | 1287400485 | 487180106, 7 | 268586647, 8

Para a obtencao do estimador A, dado por (109), obtiveram-se as matrizes G, Y'PY, II e H:

G_[ 44736,37179  —1768, 987829

1oy _ | 150038 972451
~1701,044438  231,2664546 ] YPY‘{ }

972451 8131303

o — 0,772361572 0,01378235764 H_ 46428, 36583  —915, 6908019
| —0,000445225250 0, 766512291 | —805,5027499  87,22429028

Entio A = (1/2)(H+H), com H=1I"! [G—4(Y'PY) (25}, vem

A_ 46428, 36583  —860, 596775
| —860,5967759 87,22429028

Obtiveram-se as sequintes matrizes Kj eZ;n (j=1,2,...5):

K. — —1595,55337 —475829, 581] - [1547, 129554 —482691,5119
1= )

550, 3306188 76321, 13267 Ko = 934, 7877323 7622651183 ’
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Ko _ | —1714,517182  —467024,7366 | [ —1580,435472 —454131,0636
371 585,7930014  77222,9304 171 561,048036  74715,22937 |’

b _ [ —1501,350052 —472632,8164

57| 529,8760956  74987,82267 |’
5 0,9723168441 4,341013536 g 0,9769256117 4, 28523466
LN 0,005020689677  0,2614795985 |7 “ZN T | —0,004747734049 0, 2864674299 |°
g 0, 9789614429 4,09834878 g 0, 8479868578 4, 638650305
LN T 20,005140592874  0,2862503999 | “4N T 1 —0,005730736899 0,06867679211 |°

5 _ | 0,9859973772  3,038735385
SN T 0,004415778285 0, 348566720 |

O Estimador Empirico de Credibilidade de b(6;), dado por §j7N = ZLNEJ- +(I- ZLN)Q, vem para cada j :

)

- [1819,974 7 - [1852,310] ; [ 1570,035
LN 10,505 |0 22N T | 17,021 |0 B3N T | 23989 |°

p [ 1289,559 ;[ 1505,355
2N T 20,336 |0 BN T | 13,817

As estimativas ;N vém na Tabela 6: Nas Figuras 2-4 sao comparadas para cada estado, as estimativas

7 1 2 3 1 5
;N | 1957 | 2074 | 1882 | 1563 | 1685

Tabela 6: Estimativas de credibilidade para o 130 periodo

m; N com as representadas na Figura 1. A linha C corresponde & estimativa de credibilidade, a linha P
corresponde & do conjunto do pais, e a linha E corresponde & linha particular de cada estado. Eraminando
0s graficos, pode ver-se que em geral a estimativa de credibilidade para o 13° periodo se situa entre a linha do
conjunto e a particular do estado. Apenas para o Estado 1 isso nao se verifica. No entanto, o comportamento
deste estado é estranho comparativamente com os restantes. Repare-se que o declive da recta de credibilidade
é influenciada pela do conjunto, o que se verifica de uma forma geral. Note-se ainda que para os estados
2, 4 e b, a estimativa de credibilidade é proxima da particular do estado, enquanto que no estado esta vem
préxima da do conjunto. &
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J 4 Pais
{ P; X; P; X2 P; X; P; X P; X; P X;.
1 2358 | 1738 | 2757 | 1789 | 2867 | 1702 | 814 | 1223 | 3482 | 1456 | 12278 | 1627
2 2775 | 1642 | 2961 | 1845 | 3392 | 1630 | 792 | 1146 | 3806 | 1499 | 13726 | 1615
3 2611 | 1794 | 2589 | 2064 | 3322 | 1363 | 696 [ 1010 | 3655 | 1609 | 12873 | 1642
4 2572 | 2051 | 2575 | 1957 | 3010 | 1657 | 682 [ 1257 | 3681 | 1741 | 12520 | 1803
5 2375 | 2079 | 2757 | 1776 | 2495 | 1599 | 630 | 1426 | 3231 | 1482 | 11488 | 1698
6 2478 | 2234 | 2723 | 2127 | 2692 | 2022 | 656 | 1532 | 3492 | 1572 | 12041 1932
7 2836 | 2032 | 3338 | 1939 | 3192 | 1546 | 704 [ 1953 | 3930 | 1606 | 14000 | 1775
8 2400 | 2039 | 2575 | 1959 | 3045 | 1491 | 662 | 1123 | 3236 | 1735 | 11918 | 1748
9 2209 | 2115 | 2595 | 1934 | 2240 | 1729 | 574 | 1343 | 3195 | 1607 | 10813 | 1801
10 | 2349 | 1630 | 2971 | 2279 | 2507 [ 2008 | 768 [ 1243 | 3620 | 1573 | 12215 | 1824
11| 2354 | 1721 | 2811 | 2079 | 2770 | 2194 | 642 | 1762 | 3890 | 1613 | 12467 | 1875
12| 2940 | 1719 | 3163 | 1967 | 2802 | 1880 [ 684 [ 1306 [ 4110 [ 1568 | 13699 | 1743
30257 | 1895 | 33815 | 1977 | 34334 | 1721 | 8304 | 1353 | 43328 | 1588 | 150038 [ 1755
Pq X1 P X.o Ps X3 Py X4 Ps Xg P. X..

Tabela 7: Frequéncia e gravidade dos sinistros.
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Figura 1: Rectas de regressao particulares e global
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1500 T 1500 T
1250 T 1250 T
1000 I L I B I . 1000 I L I B I .
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

J=1 j=2

Figura 2: Rectas de regressao por estado, j = 1,2
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1500

L 1500 /
1250 T 1250 T

1000
0

— 1000 —
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

j=3 j=14

Figura 3: Rectas de regressao por estado, 7 = 3,4

6.4 Modelo de regressao com factor de credibilidade escalar

De Vylder (1981b) propde que no modelo de regressdo de Hachemeister a matriz de credibilidade Z; seja
substituida por um escalar como factor de credibilidade . Em prol desta tese argumenta que as matrizes de
credibilidade podem conter elementos negativos, levando a resultados que dificilmente podem ser interpreta-
dos nalguns casos particulares. Claro que a substituicao da matriz de credibilidade traz vantagens do ponto
de vista de calculatéria. apoia-se ainda no facto de que o modelo confrontado em exemplos préticos ter dado
bons resultados.

Propde encontrar o peso de credibilidade Z; escalar éptimo, obtido através da minimizacao da funcao de
perca esperada

J%E{@jM@D/Qj@jM%D} (128)

em que Ej ¢ o Estimador de Credibilidade do vector b(f;) tal como foi definido em H1, mas substituindo a
matriz de credibilidade Z; do modelo de Hachemeister por um escalar, e Q; uma matriz (r x r) definida
positiva. Além disso, para ser um Factor de Credibilidade z; (escalar) tem de ser um nimero compreendido
entre 0 e 1.

O seguinte teorema [De Vylder (1981b)] d4 solucdo ao problema proposto.
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Figura 4: Rectas de regressao por estado, j =5

Teorema 10 O factor de credibilidade escalar z;, obtido pela minimizagao de (128) vem,

tr [AQ;]
[ (A+0(YiP,Y) ') Q)

(129)

e é um numero entre (0 e 1. O simbolo “tr” significa trago da matriz.

Dem.

Seja z; escalar e Ej = z; éj + (1 — 2;)B, o estimador de credibilidade substituindo a matriz de credibilidade
Z; pelo escalar z;, e seja
como por (105) e (82) E[éj] = E[b(6;)] = B, entao

— b(0;) = z(b; — E[b]) — (b(8;) — E[b(6,)]) = 2;b; — b°(6;) (130)

by = b(6;) — E[b;] (131)
e QO(Oj) =b(0;) — E[b(#;)]. Como R é um escalar, entdo R =tr[R] e

R—tr [E[(b — b6 )) SHERC ))”

em virtude da propriedade do trago de um produto de matrizes matriz, e usando (130) pode escrever-se
(note-se que as matrizes continuam multiplicaveis),

R !
R=tr [E {(mb? —b°(0; )) (zjbg —QO(%)) Qj” :
Desenvolvendo a expressao obtém-se
Ro= [ [ — 2ibb(05) — =i (0,08 + E(6)1°(6;)'] Q]

tr [52B [bh] Qs — %F [55°65)] Qs — % [20,)b)'] Qs + B R (0,)6°(6,)] @; ] -

Tendo em atencdo (130) e utilizando (119), tem-se

B [bhy| = Cov [b;] = 6(¥jPY) 14 A
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Por outro lado,

E[°(6;)6°(8;)] =

rﬁ

8k -8) ]

= Elb(t;)b;') - Blb(0;)]' — BElb;] + B8’

Substituindo éj pela respectiva expressdo em (87) e E [é;} = ﬁ/ obtém-se

i%%m%ﬂ]=EMMXHWMVEW*wﬁ—@4@?
(Covle;) X,  EIu6,) ELX;)) PY(Y,P,) ! - 5
= (A +BBY')PY(Y/PY) @/:A,

na ultima expressao usando (106), (80) e (82). Além disso tem-se igualmente E {é? °(6;) ] e através de (131)

e (83)E [QO(G ) 0°(6;) | = Cov [b(6;)] = A. Encontra-se assim uma expressio mais tratavel para R:

-1
R= =20 (o (YPY,) ™ + A) Q5] — 22 tr[AQy] + tr[AQy].
Derivando R em ordem a z; e igualando a zero obtém-se

dR ' N
o~ 2at (6 (V5P Y =)™ + A) Q] —2tr[AQ,) = 0
donde

. tr(AQ;)

T T R[GOYPY ) A) Q)

Z;* é um minimizante pois a segunda derivada

d’R , N1
T =2t [(qﬁ (Y/P,Y —5) " + A) Qj] >0,

3
ja que o produto de duas matrizes definidas positivas tem traco positivo. Além disso z;* é um niimero entre
0 e 1, primeiro porque o numerador é positivo e segundo porque ele é inferior ao denominador pois o traco
da soma é igual & soma dos tracos. Il

No seu modelo, De Vylder propoe ainda fazer

Q; =Y (Cov[X;,]) 'Y, =Y (6P, + YAY)) Y,

Ir;
aplicando (91).

Para exemplificar , vai-se retomar o exemplo da seccao anterior.

Exemplo 15 Pretende-se calcular o estimador de credibilidade, substituindo a matriz de credibilidade pelo
factor z; escalar , calculado através de (129) , sendo a matriz Q calculada pela expressdo acima. Na expressio
vai-se substituir os parametros ¢ e A pelos respectivos estimadores obtidos no referido exemplo. As matrizes
Qj obtidas sao a sequir apresentadas.

Q) — [ 0,00002432382379  0,0001824298553 | Q, — [ 0,00002451629606 0, 0001874582326 |
te | 0,0001824298553  0,004797724836 |’ 2= | 0,0001874582326  0,005133815123 |’

Qs — [ 0,00002446778701 0,0001824756119 | Qi — [ 0,00002086191063 0,0001401324801 |
37 | 0,0001824756119  0,005082166008 |’ 1 | 0,0001401324801  0,002169972975 |’
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j 1 2 3 1 5
numerador 1,234 | 1,263 1,265 0,917 1,335
denominador 2 2 2 2 2
ZiN 0,617 | 0,632 | 0,633 | 0,458 | 0,667
b v 1809 | 1769 | 1539 | 1431 | 1578
4,961 | 19,213 | 30,657 | 21,899 | 10,139
m; N 1874 | 2019 1938 1715 1709

Tabela 8: Estimativas de credibilidade para o 130 periodo com factor escalar

_ | 0,0000248417541 0,0001944751301
> 71 0,0001944751301  0,005914996713

O

No quadro seguinte sio apresentados os wvalores de z; estimados, dado pela férmula (129), bem como os
respectivos valores do numerador e do denominador, e ainda as estimativas de b(6;) e do prémio puro para
0 13° periodo.

Nas Figuras 2-4 apresentam-se as regressées encontradas para este caso . A recta VC é a correspondente a
este caso. Como se pode verificar as estimativas parecem razodveis para os Estados 2, 3 e 5. Para o Estado 1
a estimativa sofre uma inflexao vindo a situar-se entre a E e P. Para o Estado 4, a recta VC vem bastante
deslocada da recta C, a que nao serd alheio o facto de este estado ter pouco peso no conjunto.

99



Referéncias

Andrade e Silva, J. M. S. (1991), Estruturas Tarifdrias No Ramos Reais Da Industria Seguradora, PhD
thesis, ISEG, Universidade Técnica de Lisboa.

Biihlmann, H. (1967), ‘Experience rating and credibility’, Astin Bulletin 4, 199-207.
Biithlmann, H. (1970), Mathematical Methods in Risk Theory, Springer Verlag, Berlin.

Biihlmann, H. & Straub, E. (1970), ‘Glaubwurdigkeit fur shadensatze’, Mitteilungen Vereinigung Shweiz-
erischer Versicherungsmathematiker 70, 111-133. translated into English by C.E. Brooks, Zurique,
“Credibility for loss ratios”.

Centeno, L. (2001), Teoria do Risco, CEMAPRE-ISEG, Rua do Quelhas 6, 1200-781 Lisboa.

Cordeiro, I. M. F. (1991), Constituicdo de reservas para sinistros ocorridos e ainda ndo participados ou
nao encerrados. andlise de alguns métodos de previsao, Master’s thesis, ISEG, Universidade Técnica de
Lisboa.

Dannenburg, D. R., Kaas, R. & Goovaerts, M. J. (1996), Practical Actuarial Credibility Models, IAE -
University of Amsterdam.

De Vylder, F. (1978), ‘Parameter estimation in credibility theory’, AB 10, 99-112.

De Vylder, F. (1981a), ‘Practical credibility theory with emphasis on optimal parameter estimation’, Astin
Bulletin 12, 115-131.

De Vylder, F. (1981b), ‘Regression model with scalar credibility weigths’, Mitteilungen Vereinigung Shweiz-
erischer Versicherungsmathematiker 1, 27-39.

Egidio dos Reis, A. D. (1987), Teoria da credibilidade. Uma sintese, Master’s thesis, ISEG, Universidade
Técnica de Lisboa.

Gerber, H. U. (1995), ‘A teacher’s remark on exact credibility’, Astin Bulletin 25(2), 189-192.

Goovaerts, M. J., de Vylder, F. & Hazendonck, J. (1984), Insurance Premiums. Theory and Applications,
North-Holland, Amsterdam.

Hachemeister, C. A. (1975), Credibility for regression models with application to trend, in P. M. Kahn, ed.,
‘Credibility Theory and Applications’, Academic Press.

Jewell, W. S. (1974), ‘Credible means are exact Bayesian for exponential families’, Astin Bulletin 8, 77-90.

Jewell, W. S. (1975a), Model variatons in credibility theory, in P. M. Kahn, ed., ‘Credibility Theory and
Applications’, Academic Press.

Jewell, W. S. (1975b), ‘Regularity conditions for exact credibility’, Astin Bulletin 8, 336-341.
Johnston, J. & DiNardo, J. (1997), Econometric Methods, McGraw-Hill International.
Johnston, J. & DiNardo, J. (2001), Métodos Econométricos, McGraw-Hill, Lisboa.

Lemaire, J. (1995), Bonus-Malus Systems in Automobile Insurance, Hueber International Series on Risk,
Insurance, and Economic Security, Kluwer Academic, Boston.

Longley-Cook, L. H. (1962), ‘An introduction to credibility theory’, Proceedings of the Casualty Actuarial
Society 49.

Murteira, B. J. F. (1988), FEstatistica: Inferéncia e DecisGo, INCM-Imprensa Nacional Casa da Moeda,
Lisboa.

Murteira, B. J. F. (1990a), Probabilidades e Estatistica, Vol. 11, 2a edn, McGraw-Hill de Portugal.

60



Murteira, B. J. F. (19900), Probabilidades e Estatistica, Vol. 1, 2a edn, McGraw-Hill de Portugal.

Norberg, R. (1979), ‘The credibility approach to experience rating’, Scandinavian Actuarial Journal pp. 181-
221.

Norberg, R. (1982), ‘On optimal parameter estimation in credibility’, Insurance: Mathematics and Economics
pp- 73-89.

Sundt, B. (1979), ‘A hierarchical credibility regression model’, Scandinavian Actuarial Journal pp. 107-114.
Sundt, B. (1981), ‘Recursive credibility estimation’, Scandinavian Actuarial Journal pp. 107-114.

Sundt, B. (1982), Parameter estimation in some credibility models, Technical report, University of Oslo.

61



