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Departamento de Matematica

Andlise Matematica III — 2° ano MAEG
1° Semestre 2008/2009

EXAME FINAL 15 Janeiro 2009
Duragao méaxima: 2 horas
Todas as alineas valem 2 valores

Sem consulta, sem calculadora

(1) Considere os conjuntos
M = {(x,y,z) € R*: z4log(z/z) —log(z/y) =0, x,y,z > 0} ,
N ={(z,y,2) € R*: 2° —¢* = z}.
(a) Mostre que M, N e M N N sao variedades diferenciais e
determine as suas dimensoes.

(b) Escreva os espagos tangente e normal de M NN num ponto
qualquer p € M N N.

(2) Calcule:

(a) o centréide de

A={(z,y,2) eR*: 2?2 +22<1,0<y <1}

/ e du.
R

(c) o ponto sobre a superficie esférica de centro (2,3,4) e raio

(b) o integral

1, mais préximo da origem.



(3) Considere a curva em R? dada por
I = {(z,y) € R?: 92° 4 4y* = 36}.

(a) Calcule o integral em I' da fungdo f: R?> — R dada por

f(z,y) = /8122 + 1692

(b) Seja
M ={(z,y,2) € R*: (z,9) €T, 2 € [0,1]}.

Determine o fluxo de g(z,y,2) = (0,0, 1) através de M.

(4) Considere o conjunto 2 = [0, 1] e o subconjunto das partes de
Q2 dado por A = {{0},{1}}. Indique a o-algebra F gerada por
A. Decida se

1, 06Aouled
n(A) = AeF,

0, caso contrario

¢ uma medida de probabilidade.

(5) (a) Calcule

1y )
lim —e U qt.
Vi

n—-400 0

(b) Mostre que

Sugestdo: Recorde que 1/(1 —y) = ,y" com |y| < 1.

Use o teorema de Beppo-Levi.
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EXAME FINAL 30 Janeiro 2009
Duragao méaxima: 2 horas
Todas as alineas valem 2 valores

Sem consulta, sem calculadora

(1) Seja F: R* — R? dada por
F<x7y72> = (SL’2 +y2 +Z2,$ _y>
(a) Mostre pelo teorema da funcao implicita que numa vizi-
nhanca de (1,1,0) o conjunto F~'({(2,0)}) é o gréfico de
uma funcao f: I — R? onde I é um intervalo aberto de R.

(b) Encontre uma parametrizacao de F~({(2,0)}) numa vizi-
nhanga U de (1,1,0).

2) Considere o caminho ~: [0, 27] — R? dado por
(2) 7: [0, p
v(t) = (e cost, e’ sint, e).

Calcule:
(a) o comprimento da curva I' = ([0, 27]).
(b) ointegral do campo vectorial f(x,y, z) = (e*siny, e” cosy, 1)

ao longo de 7.

(3) Decomponha a unidade num produto de trés nimeros positivos

cuja soma seja minima.



(4) Considere a superficie

3
M:{(w,y,z)eRS:x2+y2:zz,g<z<§}.

(a) Escreva uma representacao paramétrica de M e determine
o integral de f(x,y,2) = (x + y)sinz em M.

(b) Calcule o fluxo do campo vectorial g(x,y, 2) = (z2%,y2?%, 2%)
através de M segundo a normal unitaria com terceira com-

ponente negativa.

(5) Seja
Q= {w=(wi,wr) € N*: wy,wy € {0,...,9}}

e A = {we Q:w =i} parai € {0,...,9}. Determine a o-
algebra gerada pelo conjunto A = {Ay, A1}. Nestas condigoes,

construa uma medida de probabilidade.

(6) Calcule:
(a)

lim e~ @) gin(x + y) da dy.

n—-+o0o R2

) 2
lim {L + f(x”)} dz,
[0,1]

n—+o0 n? + 2

onde f € C°(]0,1]).
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EXAME FINAL 6 Janeiro 2010
Duragao méaxima: 2 horas
Cada alinea vale 2 valores

Sem consulta, sem calculadora

(1) Considere o conjunto
M ={(a,b,c,d) € R*: ad — bc = 1}
e a funcao ¢: R* — R dada por
o(a,b,c,d) = a® +b* + & + d°.

(a) Mostre que M é uma variedade diferencial e determine a
sua dimensao.

(b) Determine os espagos tangente e normal a M no ponto
(1,0,0,1).

(c) Prove que ¢ > 2 em M.

Sugestao: Encontre o minimo de ¢ em M.

(2) Calcule:

(a) os pontos de
A={(z,y,2) eR*: 2 =y* + 2%, 20 + 2 =2}

mais proximos e mais distantes da origem.
(b) o centréide de

A={(z,y,2) eR*: 2 +22<1,0<y <1}

(c) o integral

+oo +oo y
/ / e e ¥/ L dy dy.
0 0 z

Sugestao: Use o teorema de Fubini.
1



(d) o integral

| aivs

onde f(z,y,2) = (—ysin®(z +y),zsin’(z +y),z) e
V={(r,y,2) eR*:0<r—y<1,0<z+y<1,0<z<1}.

(3) Seja
Q={w=(w,wr) € N’: wy,wy € {0,...,9}}

e A;={w e Q:w =i} paraie{0,...,9}.
(a) Determine a o-algebra gerada pelo conjunto A = {4y, A1}
denotada por o(A).
(b) Considere a aplicagao p: o(A) — R dada por
u(a) =25,
onde #B indica o ntmero de elementos de um qualquer

conjunto B. Mostre que i ¢ uma medida de probabilidade.

(4) Dado ¢ €10, 1[, mostre que a fungao p definida em subconjuntos
A de N por
p(A) =3 (1—a)d" ",
neA
define uma medida de probabilidade em N.
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EXAME FINAL 27 Janeiro 2010
Duragao méaxima: 2 horas
Cada alinea vale 2 valores

Sem consulta, sem calculadora

(1) Para cada 6 € R considere o conjunto
Mg = {(a,b,c,d) € R*: ad —bc =0, a+d =0}
e a funcao ¢: R* — R dada por
o(a,b,c,d) = a® +b* + * + d°.
(a) Determine para que valores de 6 o conjunto My é uma
variedade diferencial e qual a sua dimensao.
(b) Determine os espagos tangente e normal a My no ponto

(0,—6,1,0) com 6 # 0.
(¢) Prove que ¢ > 20| em My com 6 < 0.

(2) Considere o caminho ~: [0, 7/2] — R3 dado por
V(t) = (¢',sint,t)

e o campo vectorial

f(l‘,y,Z) = (_ 20 2y 2)2,22) .

@ 7P @y
(a) Mostre que f é o gradiente de uma fungao escalar.

(b) Calcule o integral do campo vectorial f ao longo de .



(3) Considere o conjunto

S:{(:c,y,z)G]R3:O<x<1,x2—1<y<x2,x3<z<x3+2}.

(a) Decida se h(x,y,2) = (z,y — 2%, 2 — 2*) é uma mudanca de

coordenadas em S e determine A(S).

Sugestao: Recorde que h é uma mudanca de coordenadas

sse ¢ C, injectiva e det Dh(z,y, z) # 0.
(b) Indique o valor de

_ .3
/Z < dx dydz.
S 1+{L'2

(4) Seja f: E — R mensurdvel e F um conjunto mensurdvel tal

que m(E) < +o0. Considere a fungao w: R — R dada por

wx)=m{y e E: fly) >z}).

(a) Determine lim, ., w(x), lim, ., w(x) e a monotonia de
w.

(b) Qual a condigao para que w seja continua num ponto a € R.

(5) Dado A > 0, mostre que a fungao p definida em subconjuntos
A de N por

oA
pA) =) e =

neA

define uma medida de probabilidade em N.



