Teorema da funcao inversa

Teorema da funcao implicita

Contetdo

1 Teorema de ponto fixo

2 Funcgao inversa

3 Teorema da funcao inversa
4 Teorema da fungao implicita
Bibliografia

Indice remissivo

Manuel Guerra

12

16

17



Em numerosas situagoes encontramo-nos perante equagoes do tipo

f(x) =y, (1)

em que f: A CR™+— R™ é uma funcio "regular” (por exemplo, de classe C!) e seria desejavel obter
uma equacgao equivalente do tipo

z=g(y) (2)
(equivalente aqui significa que um ponto (z,y) € A x R™ satisfaz a equagdo (1) se e sé se satisfaz a
equacao (2)). Infelizmente, os casos em que a fungdo g pode ser obtida de forma ”explicita” (i.e.,
0s casos em que é possivel escrever uma expressao que permita calcular g em qualquer ponto do seu
dominio) s@o a excepcdo e nao a regra.

Exemplo 1 Para constatar a dificuldade do problema, considere os sequintes casos aparentemente
simples:

1. y=p(x), em que p € um polindmio de grau superior a 2;
2. y=x+e*;
3. y=cosr —x.

O chamado Teorema da funcdo inversa (Teorema 26) permite contornar parcialmente esta difi-
culdade. Embora nao nos permita obter a funcao g em forma ”explicita”, o Teorema 26 garante a
existéncia (pelo menos local) de g diferencidvel e permite calcular os diferenciais de g. Estes resul-
tados permitem algumas conclusoes no estudo das solugoes da equagao (1), mesmo em casos em que
nao estamos em condic¢oes de as determinar de forma exacta.

Uma situagdo um pouco mais geral é aquela em que encontramos uma equacao do tipo

f(a:,y) =0, (3)

em que f: A CR" x R™ — R™ é uma funcio "regular” (por exemplo, de classe C!) e seria desejavel
obter uma equagao equivalente do tipo

y=g(x).
A semelhanca do caso anterior, equagdes do tipo (3) para as quais se consegue obter uma expressao
que permita calcular a fungdo g em todos os pontos do seu dominio sdo a excep¢ao e nao a regra. O
Teorema da funcao implicita permite garantir a existéncia, regularidade e unicidade de fungoes g que
verificam f (z,g (x)) = 0 em pequenos dominios abertos.

1 Teorema de ponto fixo

O objectivo desta Seccao é apresentar o Teorema de ponto fixo de Banach que permite garantir a
existéncia e unicidade de solugoes para sistemas de equacoes que satisfazem certas condigoes. Este
Teorema sera usado na Seccao 3 para provar o Teorema da fungao inversa, mas a sua importancia e

interesse é bastante mais geral, encontrando aplicagoes em vérios ramos da matematica.

Definigao 2 Considere um conjunto nao vazio A C R™ e uma fun¢ao f : A — R™. Diz-se que o
ponto x € A € um ponto fixo de f se verificar

fz)=20



Exemplo 3 Considere a funcao f: R +— R, definida por
f(x)=a>-2, Vz € R.
Entao os pontos x =2 e x = —1 sdo os unicos pontos fixos de f.

Definigao 4 Considere um conjunto ndo vazio A C R™ e uma func¢do f : A— R™. Diz-se que f €

uma contracgao se forem satisfeitas as sequintes condigoes:
1. f(A) C A;

2. Eziste uma constante ¢ € [0, 1] tal que
If (@)= fWll <elle—yl,  Ve,yeAD

Teorema 5 (Teorema de ponto fixo de Banach) Considere um conjunto fechado nao wvazio
A CR"™ e uma fungio f: Aw— R™.

Se f for uma contracg¢do, entdo f tem um inico ponto fixo.]

Demonstragao. Suponha-se que f é uma contraccao e considere-se a sucessao de fungoes
{f’c cA— A ke N} definida pela seguinte regra de recursao:

L fl=f;

2. fF(z) = f(f*(z)), Ve € A.

Fixe-se um ponto xg € A e considere-se a sucessao {mk = fk (x0), k € N}. Vamos provar que
esta 6 uma sucessdo de Cauchy. Por hipétese, existe ¢ € [0, 1], tal que || f! (z) — f* (y)| < cllz —yl,

Vz,y € A. Considere-se um k € N, tal que ||fk () — fF (y)|| < ¥z —y|, Vz,y € A. Entdo,
554 @)~ @) = [ (74 @)~ 7 (@) S el ) £ )] < 77 e . Tto prova

que
/5 @) = W < Flle =yl Vo,ye AVEkeN. (4)

Considerem-se dois inteiros arbitrarios, k,m € N. Usando a desigualdade (4), obtém-se

lzxsm — 2kl = [|F* (@m) = £ (@0)|| < ¢ |2 — w0]| = c* fj (i — )| <
m . =1
< FY ol aieall = 3D o) = 1 o) =
i:l | | i—1 . i
- ; Hfz_l (z1) = f7 (xO)H < ;Cl_l lz1 — ol < 1-c¢ lz1 — ol -

Isto prova que {zk, k € N} é uma sucessao de Cauchy. Recorde-se que toda a sucessdao de Cauchy é
convergente em R”. Seja x € R™ o limite de {zy, k € N}. Tendo em conta que {z}} é uma sucessao

de pontos de A e que A é fechado, conclui-se que x € A. Além disso,

1f (z) — | 1f (@) = 2+ — x| < If (@) = 2xl| + [Jor — 2l =

1 (@) = f (@Dl + |z — 2xll < cllz =zl + lz — 2]



Fazendo k tender para infinito, conclui-se que || f (z) — z|]| = 0, ou seja, z é um ponto fixo de f.
Suponha-se que existem dois pontos fixos, z e y. Entao

e =yl = [If (&) = f )] < cllz—yll-

Tendo em conta que ¢ < 1, esta desigualdade implica x = y, pelo que o ponto fixo é tinico. m

Exemplo 6 Nalguns casos, o Teorema 5 pode ser usado para provar que a solu¢ao de um dado sistema
de equagoes eriste e € unica, sem que para 1Sso seja mecessdario resolvé-lo. A titulo de exemplo vai-se

provar que o sistema de equagoes

x = cos %
. (5)
y = sin ¥

admite uma unica solucao.

As solugoes do sistema (5) sio 0s pontos fizos da fungdo f : R? — R2, definida por

fz,y) = <cos$;_y,sin$;_y).

Note-se que

o\ 2 N2
||f(9€73/)_f($7y)||2:(cosx—’—y—cosx;y) +<Sinx;—y—sinx+y> .

3

Usando o Teorema de Lagrange, obtém-se

N2 N2
= : T+y THY T+y THY
If (@) = f @D = (sina)” - + (cos §)° - )
3 3 3 3
em que o e 3 sao numeros reais compreendidos entre %’_y e L—é—ﬂ A igualdade (6) implica que

— =\ 2
I - f@al <2 (S5 - TE0) <5 (@ - o+ -9,
isto €,

I @) = £ @D < 5 ) — @D

Logo, f é uma contraccdo em R2, pelo que o Teorema de ponto fizo de Banach garante a existéncia

e unicidade da solugdo do sistema.

2 Funcgao inversa

O problema de encontrar uma equagao do tipo (2) equivalente a uma dada equagao do tipo (1)
corresponde a determinacao de uma funcao ”inversa global” para a fungdo f. Como veremos na
Secgao 3, as hipdteses do Teorema da funcao inversa (Teorema 26) dizem respeito a diferenciabilidade
da funcgao f. Tendo em conta que diferenciabilidade é uma propriedade ”local” de uma fungao, nao
é surpreendente que o Teorema 26 garanta apenas a existéncia de ”inversa local”. Sao estes dois

conceitos que constituem a matéria desta secgao.



Definicao 7 Considerem-se conjuntos nao vazios X, Y, e uma funcdo f: X — Y.
Diz-se que uma funcio g : f(X) CY — X € a fung@o inversa de f (também chamada func¢éo

inversa global de f, para a distinguir de fungdes inversas locais definidas mais adiante) se verificar
g(f(x)) ==, Vo € X.

A funcdo inversa de f indica-se por f~1.00

Observagao 8 A funcao inversa, se existir € unica.

Uma fungdo admite inversa no sentido da Defini¢do 7 se e s6 se for injectiva. Considere-se uma
funcdo f: X C R" — Y. Se f nao for injectiva pode ainda existir um conjunto aberto A C R™ tal

que ANX #0eque f: ANX — Y seja injectiva. Este facto conduz a seguinte definicao.

Definigao 9 Considere-se uma fungio f: X CR"™ — Y e um ponto a € X.
Diz-se que a fungdo f € localmente injectiva numa vizinhanga do ponto a (ou, de forma mais breve,
f € localmente injectiva no ponto a) se existir ¢ > 0 tal que f: X N B (a,e) — Y € injectiva.l]

Uma funcao localmente injectiva admite inversa local no sentido dado pela seguinte defini¢ao.

Definigao 10 Considerem-se conjuntos nao vazios X C R™, Y.

Diz-se que a funcio f : X — Y admite inversa local na vizinhanga do ponto a € X (ou simples-
mente, admite inversa local no ponto a € X ) se existir um aberto, U C R™, tal que, a € U e a func¢do
f:XNU —Y admite inversa. Nesse caso, diz-se que a funcao inversa de f: X NU — Y € uma
funcao inversa local de f.

Funcdes inversas locais de f indicam-se também por 1.0

Exemplo 11 Considere-se a funcdo f : R — R, definida por f (x) = x2.

f admite inversa local na vizinhanga de qualquer ponto a € ]—o00,0[ U ]0,+00[, mas ndo admite

nenhuma inversa local na vizinhanca do ponto a = 0.

Exemplo 12 A fun¢io f(x) = sinz admite inversa local na vizinhanca de qualquer ponto
a € R\{(k—l—%) w,kEZ}. Nao admite inversa local na vizinhang¢a de nenhum ponto
ae{(k+i)m kez).

A existéncia de inversa global implica a existéncia de inversas locais em todos os pontos do
dominio. O exemplo seguinte mostra que existem fung¢oes que admitem inversa local na vizinhanca

de todos os pontos do seu dominio mas nao admitem inversa global.
Exemplo 13 Considere-se a funcdo f : R? — R?, definida por
f(2,) = (¢ cosy,e” siny)

Note-se que

[ (z,y) 1

= (e” cosy,e”siny) = (cosy,siny) .
Hf(x7y)|| \/BQ'T (COS2y+SiH2 y)




Fire-se b € R.  Entio, para cada (u,v) que verifique u? + v? = 1, existe um tnico
a(u,v) € [b,b+ 2w, que verifica cos (a(u,v)) = u, sin(a(u,v)) = v. Logo, a inversa da fung¢do
f:Rx]b—mb+m[— R2é

U i
VuZ + 02" Va2 + 02

fH(u,v) = (log(u2+v2),a< )) : VY (u,v) € R?\ {0} .
Isto prova que f admite inversa local na vizinhanga de qualquer ponto (a,b) € R%.  No entanto,

f(z,y) = f(x,y+27), V(z,y) € R?, pelo que ndo existe inversa global.

Nas Defini¢oes 7 e 10, o dominio da fungao inversa é f (X) ou f (X NU), respectivamente. Estes
conjuntos podem ser muito ”irregulares”, o que esta geralmente associado a dificuldades importantes
na caracterizacao e analise da funcao inversa. Por isso, é 1util considerar casos em que o conjunto
F (X NU) seja "regular” (por exemplo, aberto). Uma condigdo que garante uma tal regularidade é a
sobrejectividade da fungao f, no caso em que o conjunto Y coincide com R™ ou com um subconjunto
aberto de R™. E claro que uma funcgao que € injectiva e sobrejectiva admite inversa global cujo dominio
é o conjunto Y. Esta é uma situacao particularmente favordvel mas é também demasiado restritiva
para muitas aplicagbes. Por isso, introduzimos o conceito de sobrejectividade local, formulado na
seguinte definicao.

Definicao 14 Considere-se uma func¢ao f: X CR™ — R™ e um ponto a € X.
Diz-se que a funcgdo f é localmente sobrejectiva numa vizinhanga do ponto a (ou, de forma mais

breve, f ¢ localmente sobrejectiva no ponto a) se para cada € > 0 existir § > 0 tal que
Vy € B(f(a),d),dr € XNB(ae), f(z)=y.

Dito de forma equivalente, f € localmente sobrejectiva no ponto a se para cada € > 0 existir 6 > 0
tal que B (f (a),0) C f (B (a,¢)).00

A proposicao seguinte decorre imediatamente das defini¢bes acima apresentadas.

Proposigao 15 Considere-se um conjunto aberto, A C R™ e uma fung¢do continua f: A — R™.
Se f for simultaneamente localmente injectiva e localmente sobrejectiva no ponto a € A, entdao existem
abertos U C R™", V. C R™, tais que a € U, f(a) €V e f:U — V é uma bijecgio.r]

Demonstragao. Considere-se um ponto a € A, na vizinhaga do qual f é localmente injectiva
e localmente sobrejectiva. Fixe-se € > 0, tal que f : B(a,e) — R™ é injectiva. Fixe-se em seguida
§ > 0 tal que B (f (a),d) C f(B(a,e)). A continuidade de f implica que f~! (B (f (a),d)) é aberto.
Logo, os conjuntos U = B(a,e) N f~1 (B(f (a),d)), V = B(f (a),?) verificam a Proposi¢io. m

3 Teorema da funcgao inversa

O principal objectivo desta Secgdo é apresentar o Teorema da funcdo inversa (Teorema 26). O
caminho seguido para chegar a este objectivo consiste em obter condigoes que garantem a injectividade
local de uma fungdo (Teorema 17), condigbes que garantem a sobrejectividade local de uma fungéo
(Teorema 21) e garantem que a imagem de um aberto por uma dada func¢do é um aberto (Coroldrio

24). O Teorema da fungéo inversa surge entdo como um coroldrio da situagdo em que todas as



condicoes anteriores sao satisfeitas. Esta abordagem tem duas vantagens: por um lado, decompoe-se
a demonstragao do teorema principal numa sequéncia de demonstracoes mais simples. Por um lado
enunciam-se separadamente trés resultados que, contribuindo para o resultado final, sdo também
importantes quando considerados separadamente.

Os Teorema 17, 21, 26 e o Corolario 24 tém em comum o facto de deduzirem propriedades de uma
funcao de classe C! a partir das propriedades de uma aproximacao linear da funcdo. Para provar que

as propriedades da aproximacao linear se extendem & funcao, utilizaremos o seguinte Lema.

Lema 16 Considere-se um conjunto aberto, V.C R", uma funcdo de classe C*, f : V — R™, e um

ponto a € V.
Entao,
i sy W@ =S @ -DF @@=l _
e—0+ z,y€B(a,e) ||.’£ - y”
z#y

Demonstragao. Considere-se ¢ > 0, tal que B (a,e) C V. Para quaisquer z,y € B (a,¢),

verifica-se
d
f(x) = fly) = Df(a)(z —y) = /0 /Wt —y)dt = Df(a)(z —y) =

- / Df(y+t(z — y))(x — y)dt — Df(a)(x —y) = / Df(y+t(x — y)) — Df(a)dt(z — ).

Daqui se conclui que

If @) = F ) = Df @) @ =)l o DI+t — ) = Di@pe] o — vl _
Jo =l . Jo =l -

< sup [[Df(z) - Df(a)].
z€B(a,e)

Tendo em conta que as derivadas parciais de primeira ordem de f sao continuas, isto prova o Lema.
]

Teorema 17 (Aplicacao injectiva) Considere-se um conjunto aberto, V. C R™, uma func¢io de
classe Ct, f : V —R™, e um ponto a € V.

Se a aplicagdo v — D f (a)v for injectiva, entao existe € > 0 tal que f : B(a,e) — R™ ¢ injectiva e
admite inversa continua. Além disso, existe uma constante o € R, tal que

Hf_l (u) — f1 (’U)H <alu-—1v, Yu,v € f(B(a,¢e)).0 (7)
Observagao 18 Note-se que as sequintes condigoes sdo equivalentes:
1. A aplicagao v — Df (a)v € injectiva;

2. Df (a)v #£ 0, Yo # 0;

9fi(a)  Ofi(a) . Ofi(a)
oz Oxo Oy
Ofz(a)  Ofa(a) . Ofaa)
3. A caracteristica da matriz Df (a) = Oz, 92 Ozn, é igual a n (i.e., é
Ofm(a)  Bfm(a) . Ofm(a)
oz Oxo Oy,

igual ao nimero de colunas da matriz).



Para verificar que as duas primeiras condi¢oes sao equivalentes, basta notar que a aplica¢do
vi— Df (a)v € linear, pelo que Df (a)v — Df (a)w = Df (a) (v —w). Logo, Df (a)v=Df (a)w se
e s6 se Df (a) (v—w) = 0. Para verificar que as condi¢des 2 e 8 sdo equivalentes, basta notar que

n
Df (a)v é combinagdo linear das colunas da matriz, i.e., Df (a)v = %f—fﬁ)vi. Isto prova que a
i=1 ‘

condigdo 2 é satisfeita se e s6 se as colunas de Df (a) forem linearmente independentes.
Da equivaléncia entre a injectividade de v — Df (a)v e a condigio 3, conclui-se que a aplica¢ao

vi— Df (a)v s6 poderd ser injectiva se n < m.

Demonstragcao do Teorema 17. Suponha-se que a aplicagdo v — Df (a)v é injectiva.
A aplicagdo v — Df (a)v é continua. Logo o Teorema de Weierstrass garante a existéncia de
min {||Df (a)v|| : ||v|| = 1}. Tendo em conta a observacdo 18,  verifica-se que
min {||Df (a)v] : ||[v] = 1} > 0. Logo, existe ¢ > 0 tal que |Df (a)v] > c|lv||, Yv € R". O Lema 16
garante a existéncia de € > 0, tal que B (a,e) CV e

If @) = f@W) -Df @@=yl <5le—yl, VoyeBlae).

Entao, quaisquer que sejam z,y € B (a,¢), verifica-se

IS (@) = f W)l

[Df (a) (x —y)+ f(x) = f(y) = Df (a) (x —y)| =
c
2 |[Df(a) (@ =yl = [If (@) = f (y) = Df (@) (z =y)l > 5 llz =yl
o que prova que f : B(a,&) — R™ é injectiva.
Para provar que a aplicagao inversa é continua, basta provar que existe o € R que verifica a desigual-

dade (7). Counsiderem-se dois pontos u,v € f (B (a,¢)). Sejam z,y € B (a,¢€), os Gnicos pontos que
verificam f (z) = u, f (y) = v. Entdo, a desigualdade

If @) = F I > 5 e =yl

é equivalente a

)

fu=vl > 2|57 (w) = £ ()]
ou seja, )
1F74 ) = £ @) < = llu =l

Logo, o = 2 satisfaz a desigualdade (7). m

Exemplo 19 Considere-se a funcdo f : R? — R3, definida por

f(z,y) = (24 cosz)cosy, (2 + cosx)siny,sinx) .

Entao,
—sinzcosy —(2+cosz)siny
Df(z,y)=| —sinzsiny (2+ cosz)cosy
cos T 0

tem caracteristica igual a dois. Logo, o Teorema 17 garante que f € localmente injectiva na vizinhanga
de qualquer ponto (a,b) € R%. No entanto, facilmente se verifica que f : R? — R3 ndo € injectiva,
pois f (x,y) = f (z +2m,y) = f (x,y + 27), qualquer que seja (x,y) € R2.

O aluno interessado é convidado a verificar que a imagem f (RQ) € um torus.



O seguinte exemplo mostra que a injectividade do diferencial é condigao suficiente mas nao
necessaria para a injectividade local da funcao.

Exemplo 20 Considere-se a funcdo f : R — R, definida por
f(z) =a* — a3

Entdo, Df (x) = 42 — 322 tem caracteristica igual a um (i.e., é diferente de zero) em todos os pontos
excepto vt =0 e x = %. Logo, o Teorema 17 garante que f € localmente injectiva na vizinhanca de
qualquer ponto x € R\ {O, %

Em relacao aos pontos que nao satisfazem a hipdtese do Teorema, facilmente se verifica que existe
e > 0 tal que f € injectiva no intervalo |—¢,e[, mas f nao é localmente injectiva na vizinhanga do
ponto x = %.

Teorema 21 (Aplicacao sobrejectiva) Considere-se um conjunto aberto, V. C R™, uma fung¢do
de classe C', f : V = R™, e um ponto a € V.

Se a aplicagao v — Df (a) v for sobrejectiva entdo f € localmente sobrejectiva na vizinhanga do ponto

a.lJ
Observagao 22 Note-se que as sequintes condigoes sao equivalentes:

1. A aplicagdo v — Df (a)v € sobrejectiva;

9fi(a) Ofi(e) .. dfi(a)
Oxq Oxo Oz,
O0f2(a)  Of2(a) . Ofa2(a)
2. A caracteristica da matriz Df (a) = 9z Oz dzn € igual a m (i.e., é
Ofm (a) 6f1n(a) . afm(a)
oz, Oz Oxy,

igual ao numero de linhas da matriz).

z

Para verificar que as duas condigdes sao equivalentes, basta notar que a aplica¢io v — Df (a)v é

sobrejectiva se e so se o sistema
Df(a)v=>

admitir solucdo, qualquer que seja b € R™.
Da equivaléncia entre as condigdes 1 e 2, conclui-se que a aplicagio v — Df (a)v sd poderd ser

sobrejectiva se n > m.

Demonstragao do Teorema 21. Suponha-se que a aplicacdo v — Df (a)v é sobrejectiva.
Tendo em conta a observacdo 22, a caracteristica de Df (a) é igual ao nimero das suas linhas, que

nao excede o nimero das suas colunas. Este facto implica que a matriz Df (a) Df (a)” € R™*™

-1
admite inversa. Logo, a matriz M = Df (a)” (Df (a) Df (a)T> verifica
Df (a) Mh = h, Vh € R™.

Seja m = |\I}IL1\|aX [[MA]|. O Lema 16 garante a existéncia de € > 0 tal que B (a,e) CV e
=1

If (@) = f(y) = Df (a) (z —y)|| < ﬁllw—yllv Vr,y € B(a,e).



Seja 0 = 5. Vai-se provar que para cada z € B(f(a),0) existe x € B (a,¢), tal que f(z) = z.

Fixe-se z € B(f (a),d), e considere-se a funcao g : B (a,&) — R", definida por
g(x)=a+M(Df(a)(x—a)+z—f(z)).
Entao,

lg () =g W)l = 1M (Df (a) (x —y) + f (y) = f @) <m|[f (z) = f(y) = Df (a) (x — )|

Isto é,

lg@) =gl <gllz—yl  VayeBlae). Q

Além disso,

N

lg (@) ~all < llg(@) g @+ lg(a) ~al < 5 lle—all + Mz~ f @)] <
Sz —all +mllz— (@)

Logo

lg (@) —all <&, Vo e Blae).

Isto prova que g é uma contracgdo em B (a,¢). Entao o Teorema de ponto fixo de Banach (Teorema

5) garante que g tem um tnico ponto fixo. Seja x, este ponto fixo. Entéo

x = gl)erz—a=M(Df(a)(z—a)+z— f(z)) e
—1
& w—a=Df@" (Df(@Df@") " (Df(a)(—a)+ = (x)) =
= Df(a)(x—a)=Df(a)(x—a)+z—[f(x) & z=[(z).

QED.. =

Exemplo 23 Considere-se a funcdo f:R? — R, definida por f (x,y) = 22 (z — 1)2 + 2. Entao,

Df(z,y) =2z (z—1)(2z — 1), 2y)

tem caracteristica igual a um em todos os pontos de R?, excepto nos pontos (0,0), (%,O) e (1,0).

Entao, o Teorema 21 garante que f € localmente sobrejectiva na vizinhanga de qualquer ponto de
R\ {(0,0), (3,0),(1,0)}. Facilmente se verifica que os pontos (0,0) e (1,0) sio minimizantes locais
1
29
vizinhanga do ponto (

de f, enquanto ( 0) € um ponto de sela. Daqui se conclui que f € localmente sobrejectiva na

1

5 O) mas ndo € localmente sobrejectiva na vizinhanga dos pontos (0,0) e (1,0).

Coroldrio 24 (Teorema da aplicacdo aberta) Considere-se um conjunto aberto, V.C R™ e uma
funcao de classe C*, f:V — R™, tal que, para todo x € V a aplica¢io v — Df (z)v é sobrejectiva.

Entao a imagem por f de qualquer conjunto aberto é um conjunto aberto.l]

Demonstragao. Seja A C V', um conjunto aberto. O Teorema da aplicacao sobrejectiva garante
que para cada x € A existem e, d, > 0 tais que B (f (x),0,) C f (B (z,e,)). Entéo,

FA) = B(f(2),8),

z€A

ie., f(A) é aberto. m
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Exemplo 25 Considere-se a fungio do exemplo 23: f(x,y) = 2% (x —1)° + y2. O Teorema da
aplicagdo aberta garante que qualquer que seja o conjunto aberto A C R*\{(0,0),(3,0),(1,0)}, o
conjunto f(A) € aberto.

Estamos agora em condi¢oes de formular e provar o Teorema da fungao inversa.

Teorema 26 (Funcao inversa) Considere-se um conjunto aberto, V. C R™, uma funcao de classe
Cl, f:V —R", eum ponto a €V, tal que Js (a) # 0.
Entao existe um aberto U C V' tal que

1. ac U;
2. f(U) é aberto;

3. f7Lif(U)— U éde classe C' e

Df ' W,y = (Df (@), VzeUD

Demonstragao. Suponha-se que J; (a) # 0. Tendo em conta que f é de classe C', a aplicagio
x — Jy (x) é continua. Logo, existe ¢ > 0 tal que Jy (x) # 0 sempre que ||z — a|| < . A condicao
J¢ (z) # 0 garante que a matriz D f («) admite inversa, ou seja, a aplicacdo v — D f (x) v é bijectiva.
Entao, o Teorema da aplicagdo injectiva (Teorema 17) garante que existe uma vizinhanca de a na
qual a fungdo f é injectiva. Seja U, uma tal vizinhanga. Pelo Teorema da aplicacao aberta (Coroldrio
24), f (U) é aberto.
Considere-se um ponto qualquer y € f (U) e seja x, o Gnico ponto de U que verifica y = f (). Entao,

para todo ||h|| suficientemente pequeno, verifica-se y + h € f (U). Entéo

|/ w+m =17 @) = (0f @) h| = |(0f @) (DF @ (P ) - £ ) 8-
Logo, existe uma constante ¢ € R, tal que
lrrw+m =11 - of @) hH <c ||Df (@) (f 7 (y+h) — f1 () —h]| =
=c|y+h) —y=Df (@) (f w+h) - W) =
=c|f(Fw+h) - f(x)—Df(x)(f— (y+h) —=)]|.

Fixe-se § > 0. Tendo em conta que f~! é continua, o Lema 16 garante que para todo h suficientemente
pequeno se verifica

[ ) = @) = f @) R <8l ) =l =8l ) - £ Wl

Entao, o Teorema da aplicagdo injectiva (Teorema 17) garante que para todo h suficientemente
pequeno se verifica

|77 +m =77 @) — (DF @) " b < alinll.

em que « € uma constante que nao depende de y nem de h. Tendo em conta que d pode ser escolhido

arbitrariamente pequeno, isto prova que

e - ) - @7 @) e
=0 1A ;
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ou seja, f~! é diferenciavel e Df~! (y)|y:f(w) = (Df(z))"", Yz € U. A continuidade da

aplicagdo z — D f (z) implica a continuidade da aplicagdo = — (Df (w))fl. Logo, f~! é de classe
Cl. m

Exemplo 27 Considere-se a fungao do exemplo 13
f(z,y) = (e® cosy, e”siny).
Entao,
e“cosy —eTsiny

J¢ (x,y) = det =e" £0, Y (z,y) € R2.
e’siny e®cosy

Logo, o Teorema 26 garante que a fung¢do f admite inversa local nalguma vizinhanga de qualquer
ponto (z,y) € R%.

A condicao Jy (a) # 0 é suficiente mas nao necesséaria para que a fungdo f admita inversa local.
Para verificar que existem fungbes que admitem inversas locais em vizinhancas de pontos que sao

zeros do determinante Jacobiano basta considerar o seguinte exemplo:

Exemplo 28 Considere-se a funcio f : R — R, definida por f (x) = x®. Facilmente se verifica que
Df (0) =0 mas f admite inversa global.

No entanto, é possivel provar a seguinte Proposicao:

Proposicao 29 Considere-se um conjunto aberto, V.C R™ e uma funcdo de classe C1, f : V — R,

tal que f (V) € aberto e f admite inversa de classe C*. Entdo
Jy (z) #0, Ve e V.O

Demonstragdo. Suponha-se que existe a € V tal que J; (a) = 0. Entao existe v € R™\ {0} tal
que Df (a) v = 0. Tendo em conta que f~1o f(z) =z, Vo € V, entdo D (f~' o f) (a) = Id, ou seja,
D (f*1 o f) (a) v =v. Mas, pela regra de derivacdo da fungdo composta, temos

D(f~'of)(@v=Df"(f(a)) Df(a)v=Df"(f(a))0=0,

o que é uma contradicao. m

Exemplo 30 A funcdo do Exemplo 28, f(x) = a2, admite a inversa global f~!(y) = &y, cuja
. . —1\/ 1 . . —1\’ - .

deriwada € (f 1) (y) = Yo Facilmente se verifica que (f 1) € continua em todos os pontos de

R, excepto no ponto y = f(0) = 0.

4 Teorema da funcao implicita

Para compreender mais facilmente a natureza do Teorema da fungao implicita, vejam-se os exemplos.31

e 33.
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Exemplo 31 Considere-se a equacdo

% —y
+ax=0. 9
Tty ©)
A equagdo (9) pode ser resolvida em ordem a vy, obtendo-se a equagdo equivalente
212
= 0,1}. 10
y=r— g {01} (10)

A equivaléncia entre as equacdes (9) e (10) significa que a fungao g (x) = % € a unica fung¢do cugjo

dominio é R\ {0,1} que verifica
2 — g (@)

=0.
x4+ g(x) o

A ideia principal a reter do Exemplo 31 pode ser formalizada na seguinte definigao.
Definicao 32 Considere-se uma equacao da forma

flz,y)=0 (11)

em que z € R”, y € R™.
Diz-se que uma fungio g : X C R" — R™ € definida implicitamente pela equagao (11) se verificar

f(z,g(x) =0, VreXO

A equagéo (9) do Exemplo 31 define implicitamente uma tnica fun¢do y = g () com dominio igual
a R\ {0,1}. No entanto, em geral, fungoes definidas implicitamente néo sdo tinicas, como podemos

ver no seguinte exemplo, referente & mesma equacao.
Exemplo 33 A equagdo (9) pode também ser resolvida em ordem a x. Nesse caso, obtém-se

. —y+\y*+8y
e

pelo que a fungao x = h(y) definida implicitamente pela equagao (9) ndo € dnica. Com efeito, dado
um conjunto qualquer A C R, a funcdo

—y+Vy*+8y —y— VY +8y
h(y) = fX(]—oo,—S]u[O,—o—oo[)ﬂA (y) + #X(]—oo,—é&]u[O,—i—oo[)\A (v)
verifica };Z((yy);_;yy + h(y) = 0. Existem entdo tantas fungées x = h(y) definidas implicitamente

pela equagao (9) quantos os subconjuntos de |—oo, —8] U [0, +oo[. Se considerarmos apenas fungoes

continuas no seu dominio, entdo as fungoes y = h(x) definidas implicitamente pela equagao (9) sdo

apenas 4:
—y+y?+38
hi(y) = W, y € |]—o0, =8| U [0, +o0l;
—y— /¥ +8
haly) = ——YF— ye]-oo,—8Ul0,+ol;
w7 sey € |—00, —8§]
S
——, sey € [0,4+o00[;
W 7—3;—@, sey € ]—o0,—8]
h4 Yy =
i VA i W7 sey € [0,+00.
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Considere-se um ponto (T,Y) que verifique a equagdo (9) com y € |—o0, —8[U]0,+oc[. Entao, para
todo € > 0 suficientemente pequeno, existe uma Unica fungdo continua x = h(y) cujo dominio é
19 —e,7+ ¢, que verifica
2
h(y)” —y

h(g):f, e m‘Fh(y):O, Vy€}§—€,§+5[.

O aluno € aconselhado a representar grdaficamente a fun¢do definida por (9) para melhor compreender

este exemplo.

Notagao 34 Um ponto de R® x R™ = R"™™ serd indicado por (x,vy), sendo entendido que x € R,
y € R™. Considere-se uma funcdo de classe C1, f : R™ x R™ — R*. A matriz Jacobiana de f serd

indicada por

Df (w,y) = ( Duf (29) Dyf (@) )

em que
Ofi(zy)  Ofilzy) ..  Ofi(zy)
oy Ozo OTn,
Of2(zyy)  Ofe(zy) .. Of(zy)
Dof(wy)=| " | e R,
Ofu(zy)  Ofu(zy) ..  Ofu(zy)
Oz Oxo Oy,
Ofi(zyy) Ofai(zy) .. Ofi(zy)
Jy1 Y2 OYm
afgf’x,y) afg(”z,w P4
Dyf (z,y) = " v um | e RExm,
Ofu(zy)  Ofu(zy) .. Ofu(zy)
ayl Oy2 OYm

Teorema 35 (Funcao implicita) Considere-se um conjunto aberto, A C R™ x R™, uma fun¢do de
classe C1, f : A R™, e um ponto (T,%y) € A, tal que f (Z,7) = 0.
Se det (D, f (Z,7)) # 0, entdo existem abertos U C R™, V. C R™ tais que

1.zeU, gev, UxV CA;
2. Eziste uma dnica aplicagao g : U — V definida implicitamente pela equagio f (x,y) = 0.
Além disso, a funcdo g é de classe C' e verifica

9@ = 7
Dg(x) = —(Dyf(x,9(2))" Duf(2,g(z)), VoxeUD (12)
Demonstragao. Considere-se a aplicagao h : A — R™ x R™ definida por
h(z,y) = (z, f (2,)).
h é de classe C! e

1d, 0

Jn (Z,7) = det =det (D, f (Z,7)).

D.f(®,y) Dyf(T,9)

Entao, o Teorema 26 garante a existéncia de abertos U C R", V C R™ taisquez € U,y € V,UXV C
A, h(UxV)éabertoeh™ : h(U x V) — U xV éde classe C'. Note-se que h~! se pode representar
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na forma h=! (u,v) = (u,n (u,v)), ¥V (u,v) € h (U x V), em que n : h(U x V) +— V é uma funcio de
classe C. Seja g (x) = n(z,0). Entdo, g é de classe C*, g (T) = 7 e, por construcio, f (z,g(x)) =0,
Vz € U. Suponha-se que existe uma outra funcao g : U — V definida implicitamente pela equacao
f(x,y) = 0. Entéo h(z,g(x)) = (z, f (z, 9 (x))) = (2,0) = (z, f (z,9(2))) = h (2,9 (z)), pelo que a
injectividade de h implica g = g.

Para provar a igualdade (12), considere-se a funcio ¢ (z) = f (z, g (z)). E claro que ¢ (z) = 0, Vz € U,
o que implica D¢ (z) = 0, Vz € U. Por outro lado,

D¢ () = Do f (x,9 () + Dy f (2,9 (x)) Dg (x),

pelo que a equacao
Dy f (2,9 (x)) + Dy f (2,9 (x)) Dg () =0

é satisfeita em todos os pontos € U. Tendo em conta que D, f (z, g (z)) admite inversa, esta equacao
é equivalente a igualdade (12). m

O exemplo seguinte mostra como podemos usar o Teorema 35 para obter alguma informagao sobre
uma fungao definida implicitamente, num caso em que a funcao implicita nao pode ser obtida em

forma explicita.
Exemplo 36 Considere-se a equagao
sin(z +1logy)+2=0 (13)

Facilmente se verifica que o ponto x =0, y =1 € solugcao desta equacdo. No entanto, existem outras
solugoes.
A fungao f (z,y) = sin (z + logy) +x € infinitamente diferencidvel em R x 0, +oo[. Um breve cdlculo
mostra que

of

_ of
5g (&y) = cos(z +logy) +1, 7

Logo, o Teorema da fung¢do implicita garante que existem €,6 > 0 tais que existe uma unica func¢do
g : =g, e[ — |1 —0,1+ [ que verifica sin(z +logg(x)) +x = 0, Vo € ]|—e,e[. Essa fungao
verifica g(0) =1 e

1
(z,y) = ;cos (x4 logy).

1 of

9'(0) = —57——7=
g—g (0,1) Oz

(0,1) = —2.
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