ANALISE MATEMATICA 11
EXERCICIOS

1. Estude quanto a convergéncia as seguintes séries:
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k=1

(8) > k71
k=1

(h) > o 0<qg<p
k=1

(1) > arcsin \/LE;

k=1

(m) ]ilog (1 + %),

(n) ]i (1 — cos %),

2. Calcule a soma das seguintes séries:

o 1 )
(8) 2 ey’



00 ) .
®) X e ©> 0

23k

(d) > (2 +3) -2

o0

3. Considere a série Y a,, em que
n=1

c" se n é par,

< se n é impar.

(a) Mostre que a série é convergente quando |¢| < 1 e é divergente quando
le| > 1.

(b) Mostre que o critério da razao nao permite concluir sobre a convergéncia da
série no caso |c| € [3,1].

(c) Calcule a soma da série no caso |c| < 1.

(o] o0
4. Chama-se subsérie de ) a, a qualquer série do tipo Y a,,, em que a,, uma
n=1 k=1

subsucessao de a,,.

(a) Mostre que uma série é absolutamente convergente se e s6 todas as suas
subséries forem convergentes.

(b) Dé um exemplo de uma série convergente que admita uma subsérie diver-

gente.
o0 o0
5. Mostre que uma série Y a, é absolutamente convergente se e s6 se a série » | a,b,
n=1 n=1

for convergente sempre que {b,} for uma sucessao limitada.

oo o0
6. Diz-se que uma dupla série > > a,; ¢ absolutamente convergente se a
n=1k=1

o0 o0
dupla série Y > |a,x| for convergente.
n=1k=1

an, for absolutamente convergente, entao
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(a) Mostre que se Y
n=1k=1

o
n=1 k=1 k=1 n=1



10.

11.

12.

o0 e.9]
(b) Apresente um exemplo de uma série convergente > > a,x que verifique
n=1k=1

00 oo
i # DD nie

k=1 k=1 n=1

oo 00
n=1 k=

o0
(a) Considere uma sucessao {a, > 0}. Mostre que se a série Y a, for conver-
n=1

2

- é também convergente.

o)
gente, entao a serie Z
n=1

(b) Mostre que a proposigao da alinea anterior nao é em geral verdadeira se a
hipdtese de nao negatividade do termo geral for omitida.

o0
(a) Suponha que a sucessdo da somas parciais da série »_ b, é limitada.
n=1
Mostre que se {a, } for uma sucessao monétona convergente para zero, entao

o
a série > a,b, é convergente.

n=1
L sin ¢ sin LEDI
(b) Prove que ) sin(kr) = —2——%2—, x#0, neN.
k=1 2
o) .
(c) Use os resultados anteriores para provar que a série ), ®2% ¢ convergente.
n=1

Apresente um exemplo de uma sucessao {a, > 0}, convergente para zero, tal que

a série Y (—1)"a, seja divergente.
n=1

Determine o limite das seguintes sucessoes de fungoes (caso exista). A con-
vergéncia € pontual ou uniforme?

(a) fult) =kt(L—1)*,  tel01];

tQk

(b) fu(t) = {r, tER

(©) fult) =2k ¢>0,

Considere uma funcao g : [a,b] — R e uma sucessao fi, uniformemente conver-
gente para f : [a,b] — R.

Serda que gf; converge uniformemente para gf? Caso contrario, formule uma
condicao que, sendo satisfeita por g, garanta a convergéncia uniforme de g fj.

Determine o raio de convergéncia de cada uma das seguintes séries. Nos casos
em que 0 < r < +o00, estude a convergéncia da série em x = +r.

(a) > klxk;
k=1

(b) i o,



o0

(a) Y Mear,
(e) 2 (Eaaea
(t) z il
(2) kgﬁ

oo
13. Considere a série > k.

n=0
(a) Determine o raio de convergéncia da série.
(b) Determine a soma da série.

Sugestao: note que k* = k(k — 1) + k.

14. Considere a série

o0

ala—1D)(a—2)...(a—n+1
$hol= D=2 (a=n+l),,

n=0

(a) Determine o raio de convergéncia da série.

(b) Mostre que para qualquer a € R\ Ny e qualquer z €] — 1, 1] se verifica.

(1+2)* =

Z ala—D(a=2)...(a=n+1 n
;( Yo =2).. ) o

(c) Utilize os resultados anteriores para obter representagoes de cada uma das
segintes funcoes sob a forma de séries de poténcias. Indique o intervalo em
que tais representacoes sao validas.

i. f(x) =log(1+ z);
ii. f(z) = arcsinz;
ili. f(z) = arctanx.

&0 sin(ﬂt)

15. Prove que a série ) —5— converge uniformemente para uma fungao diferen-
k=

ciavel em R.

o0
16. Prove que a série ((z) = > k™" converge para uma fungao continua em |1, +00]

(a chamada fungao zeta de Riemmann).

17. Estude as seguintes séries quanto a convergéncia uniforme.
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o
18. (a) Mostre que s(x) = > m converge uniformemente em R.

(b) Mostre que s é diferenciavel em qualquer ponto x # 0 mas s'(0) nao existe.

19. Mostre que

Z / cos cos =
e Sy i
20. Sendo A e B dois subconjuntos abertos de R™, mostre que

(a) int(AN B) =int(A) Nint(B);

(b) int(AUB) D int(A) Uint(B). Mostre com um exemplo que ha casos em que
esta inclusao é estrita;

(c) AC B= AC B. Sera que a implicacio reciproca é verdadeira?

21. Determine e represente graficamente o dominio de cada uma das seguintes funcgoes.
Diga, justificando se o dominio é aberto, fechado ou nem aberto nem fechado.

(a) flx,y) = Yorvs2,

— log(zty) 7’
(b) f(x,y) =log 5=,

1

(c) f(z,y) = sin\/m.

22. Considere a funcao
fay) = { (@) #(0,0)

0 (z,y) = (0,0)

Mostre que x — f(z,0) e y — f(0,y) s@o fungdes continuas na origem mas
(z,y) — f(z,y) nado é continua no ponto (0,0).

23. estude quanto a continuidade a seguinte fungao

[y
1 ¥
ytle™s x # 0;

)

— 241
fey) { 0 z = 0.




24. O angulo entre dois vectores x,y € R™ \ {0} pode ser definido como

(z,y)

@ = arccos .
(z,7) (y,y)

Sera que x,, — x implica que o angulo entre x,, e x converge para zero? Justifique.

25. Considere a fungao f(x,y,2) = 22%y — 3y?z. Calcule fla15(1,2,-1).

26. Considere a fungao f(z,y) = +/|zy|.
mostre que f é continua, as derivadas parciais g—i(()), 3—5(0) existem mas f nao é
diferenciavel na origem.

27. Estude quanto a diferenciabilidade a funcao

A x,y) # (0,0);
flany) = { /e (z,y) # (0,0)
0, (x,y) = (0,0).

28. Considere a funcao

2?2+ y?)sin ——, (z,7) # (0,0),
f(w):{( y)sin—m—, (5,y) #(0,0)
07 (xvy) - (0,0)

a) Mostre que f é continua.

(a)

(b) Caleule 5£(0,0), 3£(0,0).
(c) Determine g—i(m, y) e mostre que esta derivada é uma funcdo descontinua.
)

(d) Mostre que f é diferenciavel na origem.

29. Considere a funcao

2 2

e = ) Ve (@) #(0,0),
ey {0, (2,9) = (0.0).

(a) Mostre que a derivada f{, ,(0,0) existe, qualquer que seja o vector (u,v) €
R*\ {(0,0)}.
(b) Estude a continuidade de % na origem.

(¢) Mostre que f nao é diferenciavel na origem.

30. Considere a funcao

o FhE @y £0,0),
f(z,y) {07 o) (0.0)

Estude f quanto a continuidade e diferenciabilidade no ponto (0,0), em funcao
den € Z.



31.

32.

33.

34.

35.

36.

Escreva a férmula de Mc-Laurin de segunda ordem para as fungoes

(a) flx,y) ="t
(b) f(z,y) = tryss
(c) flz,y) = (2° + 2zy, we?,y + ”*Y);

Seja f : R? — R uma funcao de classe Cs, seja u : R? — R? a funcao
u(p,2) = (poose, psina),

e considere-se a fungao g = f o u.

Prove que
o? 0? 0? 10 1 0
OF SN, 99 109 107
ox?  Oy? 0p®>  pdp  p?0a?
Considere uma func¢ao duas vezes diferenciavel, f : R — R e seja u(z,y) =

f(x — ay) + f(z + ay). Mostre que u satisfaz a equagao

,0%u  O*u

a%—a—yz

Considere uma funcao de classe Cy, f(u,v), e seja

_ y
-
(a) Mostre que
ow ow of
i 2w = 272
Tor TV T TG

(b) Calcule 2%

Oy?
Seja f : R? — R uma funcao diferenciavel satisfazendo a condicao
IVf(zyll=1,  Y(zy) R
Considerando a fungao g(u,v) = f(2uv, u* — v?),

(a) mostre que
IVg(u, o)l = 4(u* + %), V(u,v) € R

(b) Calcule Vg(1,1) supondo que Vf(2,0) = (£, 3?).
A fungao f:R?*\ {(0,0)} — R definida por

fz,y) = —2

- 22 1 g2

tem algum extremo? Justifique.



37.

38.
39.

40.

41.

42.

43.

Determine e classifique os extremos das seguintes fungoes:

(a) flv,y) = 2t (2,y) € R2\{(0,0)};

(b) flz,y) =S54, (v.9) e R2\{(0,0)};

€ fle,y)=@@-Dy-DE+y-1), (v,y) eR?
(d) flz,y) =@y —-2*)(y—1), (z,y) € R

(e) flz,y) =my(zy —2),  (2,y) € R%

() flz,y) = (zy+22)e ™V (2,y,2) € RS,

Mostre que uma funcao continua f : [a, b] — [a, b] tem pelo menos um ponto fixo.

Mostre o sistema de equacgoes

_ y
{ o

—9_ _z
y - 2 4+l’2+y2
admite uma tnica solucao em R2.

Seja f : R™ — R", uma funcao diferenciavel para a qual existe a < 1 que verifica
If5 (@) < afvll, Vo € R", Vo € R™

(a) Prove que existe um tnico ponto x € R" que verifica x = f (z).

(b) Dé uma interpretacao geométrica do resultado obtido na alinea anterior, no
cason = 1.

Seja f : R™ — R™. Mostre que a condicao ||f (z) — f ()| < ||z — y|| Vo,y € R"
sé por si nao é suficiente para garantir que a equacdo f (z) = x admite alguma
solucao.

Seja f : R™ x R™ — R", uma funcao continua para a qual existe @ < 1 tal que,
quaisquer que sejam z € R™, y € R", z € R", verifica-se || f (z,2) — f (z,y)] <
alz =yl

(a) Prove que existe uma unica fungao g : R™ — R" que verifica g (z) =
[ (.9 (2)), Vo € R™

(b) Prove que a funcao g é continua.

Considere uma funcao f : R" — R", e considere a sucessao de funcoes f* : R" —
R", definida por f!(z) = f (z), f**' (z) = f (f*(z)), k =1,2,3, ...

Prove que se existir algum o < 1 e algum k € N, tais que !fk (z) — f* (y)} <
alr —yl|, Vr,y € R" entdo a equacao f () = = admite uma unica solugao em
R™.



44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

ol.

52.

23.

2 +a?sinl, sex #0,
Considere a fungao f (z) =
0 se x = 0.

Mostre que f é diferenciavel em todo R, f'(0) # 0 mas f nao é injectiva em
nenhuma vizinhanca de 0. Porque é que este resultado nao contradiz o Teorema
da funcao inversa?

Seja f : R? — R?, a fungao definida por f (z,y) = (e® cosy, e”siny). Mostre que
f admite inversa local na vizinhanca de qualquer ponto mas nao admite inversa
global.

Discuta a existéncia de funcao inversa nos seguintes casos:

(a) f(z,y) = (2% — 9, y);
(b) f(z,y) = (2* +y?, xy).

Seja f : R" — R", uma funcao diferenciavel que admite inversa numa vizinhanca
do ponto a. Mostre que se J; (a) = 0, entdao f~' ndo é diferencidvel no ponto

f(a).

Considere a fungao f(z,y) = (2® +2zy + y?, 22 +y). Mostre que f admite
inversa numa vizinhanga do ponto (1,1). Calcule Df~! (4,2) e escreva a férmula
de Taylor de primeira ordem para f~! na vizinhanca do ponto (4, 2).

Mostre que a equacao 2%y + y3r — 2 = 0 define implicitamente uma funcio
y = f () numa vizinhanca do ponto (1,1). Calcule a derivada de f no ponto 1.

Mostre que a equacao z? + 2y? + 322 = 1 define implicitamente uma funcio
z = f(z,y) na vizinhanca do ponto (\/ié, \/Lé, \%) Determine o plano tangente

ao grafico de f nesse ponto.

Considere a equagao (z + 1)2y — zy? = 4. Determine se esta equacao define
implicitamente uma fungao y = f (x) na vizinhanga de algum dos pontos (—1,2),
(2,1), (1,2).

(a) Deterrpine 20 €R,yp € R~tais que a equacao log \/. x? +y? = qarctg% define
implicitamente uma fungao y = y (x) com dominio numa vizinhanga de zg
e conjunto de chegada numa vizinhanca de .

(b) Calcule ¥/ (z9) e y" ().

Considere uma funcao de classe Ct, f : R+ R,.e sejam «, 3, v ntimeros reais
(fixos mas arbitrarios).

(a) Mostre que se existir um ponto (zg, yo, 20) € R® que verifique a equagao

?+yt+ 22 = fax+ By +z), (1)

e verifique zg # 3 f' (awo + Byo + 720), entdo a equacao (1) define implicitamente

uma funcao z = z (z,y) com dominio numa vizinhanga de (xg, 3o) e conjunto
de chegada numa vizinhanca de z.

9



ostre que a funcao definida implicitamente na alinea anterior verifica
b) Most funcao definida implicit t 1i teri ifi
0z 0z
—0z) — + (az —vx) — = bx — .
(vy = B2) 5+ ( vz) o B Y

54. Seja f : R?%— R, uma funcio de classe C*.

(a) Sejam «, [, nimeros reais (fixos mas arbitrarios). Mostre que se existir um
ponto
(w0, Yo, 20) € R? que verifique a equagio

f(-T_OéZ,y—ﬁZ)ZO, (2)

0 0
e satisfaca oza—f (o — @20, Yo — (20) + ﬁa—f (o — azo,yo — Bz0) # 0, entao
U v
a equagao (2) define implicitamente uma fun¢ao z = z (z,y) com dominio
numa vizinhanga de (xg, yo) e conjunto de chegada numa vizinhanga de z.

0 0
(b) Mostre que a funcao da alinea anterior verifica Oéa—z + a_z =1.
x Y

(c) Mostre que se existir um ponto (zg, yo, 20) € R® que verifique a equagao

(9 =0 (3)

of of

: " y . .

e satisfaga Tog, (ﬁ—g, ﬁ) + Yo (’;—g, i) # 0, entdo a equagao (3) define
implicitamente uma funcao z = z (x,y) com dominio numa vizinhanca de

(x0,%0) e conjunto de chegada numa vizinhanga de z.

0 0
(d) Mostre que a funcao da alinea anterior verifica 2z + y—z = z.
ox dy
. . rz—yt=1 . L.
55. (a) Mostre que o sistema de equagoes define implicitamente
xyzt = 20
uma funcao
(z,t) = f (z,y) numa vizinhanca do ponto (z,y, z,t) = (1,2, 5, 2).
0 0
(b) Calcule a—; e 8_; no ponto (1,2).

(¢) Mostre que as mesmas equagoes nao definem implicitamente nenhuma fungao
(x,z) =g (y,t), em qualquer vizinhanga do mesmo ponto.

56. Seja f : R? — R, uma fungao de classe C; e suponha que a equagao f (z,y,2) =0
define implicitamente qualquer uma das variaveis como uma funcao de classe Cy

o 0y 0z Ox
das restantes variaveis. Mostre que ——— = —1.
Ox 0y 0z

y
x =«
. . ~ 22442
57. Considere o sistema de equagoes { ey

x _
Yy— 2+x2+4y2 ﬂ
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(a) Mostre que, para cada (a, 3) € R?, o sistema admite uma tnica solucao.

(b) Prove que a funcao que faz corresponder a cada par (a,(3) a respectiva
solucao do sistema é de classe C'*° numa vizinhanca do ponto @ = 3 = 0.
Calcule o seu diferencial nesse ponto.

58. Mostre que existe € > 0 tal que, se |y — 1| < € a equagao
ztan (zy) + 2 +sin(y—1) =0
tem uma solucgo z =z (y) talque 1 < y < l+e=>2<0,l—-e<y<1l=2z>0.

59. (a) Pode a equagao xy — zlogy + €™ = 1 ser resolvida em ordem a z na vizin-
hanga do ponto (0,1,1)?

(b) Idem, em ordem a y.

60. Seja f: R? — R, uma fungao de classe C' que verifica f (0,0) = 0, Df (0,0) =
( 2 3 ) e seja g : R? — R, a funcao definida por

g(@,y,2) = f (v +2y+32— 1,2° + > — 27).

(a) Mostre que existe uma fungao v : R? — R tal que v(—2,3) = —l e 2z =
v (z,y) resolve a equagao g (x,y,z) = 0 quando (z,y) é um ponto préximo
de (-2, 3).

(b) Determine D~y (—2,3).
61. Considere um modelo para o mercado de um determinado bem de consumo
S=5(P), D=D(PY),

em que S, D, P, Y sao respectivamente, a quantidade procurada, a quantidade

oferecida, o preco do produto e o rendimento médio dos consumidores. P +—

S(P)e (PY)+— D(P,Y) sao fungoes de classe C' com dominio em |0, +oo[ e
. oD oD

10, +00][ % ]0, +00], respectivamente, com 9P > 0, 7P <0e v > 0.

Suponha que o mercado tem um equilibrio na situacao P = Fy, Y = Y,y. Mostre

que, pelo menos para valores do rendimento médio préximos de Yy, o ponto
de equilibrio do mercado é uma funcao de classe C' do rendimento médio dos
consumidores.

922 + 4y + 42% = 41;

222 — y? + 322 = 10,
uma curva diferenciavel que passa pelo ponto (1,2,2).

62. (a) Mostre que as equagoes definem implicitamente

(b) Determine a recta tangente a essa curva nesse ponto.

(c¢) Determine o plano normal & curva nesse ponto.
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