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Duração máxima: 2 horas
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Justifique todos os cálculos

(1) (a) Parametrize uma curva no plano que descreva a letra “J”.

(b) Calcule o integral do campo vectorial X(x, y) = (1, 0),

(x, y) ∈ R
2, ao longo da curva da aĺınea anterior.

(2) Considere uma superf́ıcie M em R
3 parametrizada em torno do

ponto p = (1

2
, 1

2
,
√

2

2
) por φ : V → R

3,

φ(θ, ϕ) = (cos θ cos ϕ, cos θ sin ϕ, cos θ),

com V =]0, π

2
[×]0, π

2
[.

(a) Determine os espaços tangente e normal a M em p.

(b) Dada a função f(x, y, z) = y em R
3, calcule o integral de

f em φ(V ).

(3) Calcule:

(a) a distância média à origem dos pontos em R
2 contidos num

ćırculo com raio R centrado na origem.

(b) os pontos em M = {(x, y, z) ∈ R
3 : x2 + y2 = z} mais

próximos de (0, 0, 1).

(c) o centróide de

A = {(x, y, z) ∈ R
3 : r ≤ x2 + y2 + z2 ≤ R, x, y, z ≥ 0},

onde 0 < r < R.
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(4) Considere a medida de contagem µ(A) = #A com A ⊂ N, e a

função mensurável f(n) = n2, n ∈ N.

(a) Definindo ν(A) = µ(f−1(A)), calcule ν({1, 2, . . . , 10}) e

mostre que ν é uma medida.

(b) Calcule
∫

A

1

n
dν(n) onde A = {1, 2, . . . , 10}.

(5) Considere Ω ⊂ R
n e o espaço de medida (Ω,F , µ). Seja Ak,

k ∈ N, uma sucessão de conjuntos mensuráveis com medida

total. Mostre que a sua intersecção também tem medida total.


