Matematica I

1° semestre — 2012/13

Licenciatura em Economia

Exercicios com solucoes

1 Algebra Linear

Vectores e Matrizes

1.1. Sejam
1 2 -3 3 —1 2 4 1 2
A=1|5 0 2 1|, B=|4 2 51, C=10 3 2
1 -1 1 2 0 3 1 -2 3
Determinar as matrizes:
a) A+ B; b)A—B; c¢)AB; d) BA; e) (AB)C; f) A(BC)
Solucao:
4 1 -1 —2 3 —5 5 3 3 0 4 -9 23 8 25
a) | 9 2 7 | b) 1 =2 -3¢ 19 =5 16 |d) |19 3 =3 |e)| 92 —28 76
3 -1 4 -1 -1 -2 1 -3 0 5 1 -3 4 -8 —4
f) idem
1.2. Sejam

3 2 0 2
S S I
Determine A7, BT, (A + B)T, AB, (AB)T, BT AT, AT BT ¢ identifique as propriedades da transposicio de

matrizes que os calculos ilustram.

Solucao:
3 —1 0 2 3 1 4 10 4 10
T _ . T _ . T _ . _ . T _ .
& _[2 5}’3 _[2 2]’(A+B) _[4 7}’AB_[10 8]’(AB) _[10 8]’
-2 4
TpRT _
AB_[lO 14]



1.3. Determine os valores de a para os quais a matriz seguinte é simétrica

a a2 -1 -3
a+1 2 a?+4
-3 4a -1

Matriz inversa

3 0 1) 11 -3 -1 1 0

1.4. Prove que a inversa de é | 3 eainversade | 2 1 -3 | ¢é g 1 &
2 -1 £ -1 5 7

3 2 2 1 -z 0 3

1.5. Determine os valores de a e b tais que a matriz A é inversa de B, sendo A =

o= QN
Ol o =
@

00| ==

I
—_ O =
W = N
DN D

Page 2



1.6. Usando operacgoes elementares, determine as matrizes inversas de

2 3 4 5 3 1 0 2] [ 1 0 0
a) | 4 3 1 b)[45} c)|2 -1 0 d) | -3 -2 1
1 2 4 |0 2 -1 | 4 16 8
1 92 1 2 3 [ 3 2 1] (1 3 37
e)[34} fy 12 4 5 g | -1 5 8 h) | 1 3 4
356 | -9 —6 3 | |1 4 3]
4 9 1 4 2 7
Solugao: a) _32 —gé —31—4 b) [_g %] c) g —§l 2 d) —11 —Ol 2
° 5 —1 9 g 9 8 4 32
1 6 4 1 5 1 1
-1 5 3 " L9, 79 o i 2 16
2 2 2 -1 0 ;0 3 -1 1 0

Dependéncia e independéncia linear. Caracteristica de uma matriz

1.7. Determine, nos espacos vectoriais respectivos, se os vectores seguintes sao linearmente independentes:
a) (3,1) e (4,2) de R2.
b) (3,1), (4,-2) e (7,2) de R2.
c) (0,-3,1), (2,4,1) e (—2,8,5) de R3.
d) (-1,2,0,2), (5,0,1,1) e (8,—6,1,—5) de R*.

- . . . =22
Solugao: a) Linearmente independentes; b) Linearmente dependentes: { Zl 10620[ , ag € R;
3 = —10asg
. . . a1 = 3013
c¢) Linearmente independentes; d) Linearmente dependentes: o o 7 O3 € R.
2 — —Q3

1.8. Discuta, em funcdo do parametro real «, a independéncia linear dos vectores a = (1, —2) e b = («, —1)
de R2.

Solugao: Se o # % — Linearmente independentes; se o = % = Linearmente dependentes: z; = —%,
T9 € R.
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1.9. Determine a caracteristica das seguintes matrizes

1 2 1 3 4
Y18 16 P l2 01
1 2 -1 3 1 3 0 0
c) 2 4 -4 7 d|2 4 0 -1
| -1 2 -1 -2 |1 -1 2 2
2 1 3 7 1'? i 1
e) | -1 4 3 1 f)
3 2 5 11 Lo b-l3
L 2 5 2 0

Solugao: a) r(M)=1; b) r(M)=2; ¢) r(M)=2; d) r(M)=3; e) r(M)=2; f) r(M)=3.

1.10. Determine a caracteristica das seguintes matrizes, em funcao dos valores dos parametros.

z 0 a22-2 t+3 5 6 (1) j Z} (1)
)| 0 1 1 by | -1 t-3 -6 o .
1 =z x-1 1 1 t+4 vy
0 2z w 1
Solugao: a) Se x = —1 ou = = 2, entdo r(M) = 2. Nos restantes casos, r(M) = 3;

b) Se t = £2 ou t = —4, entao r(M) = 2. Nos restantes casos, (M) = 3;
c) Se z=0e w =0, entao r(M) = 2. Nos restantes casos, (M) = 3.

1.11. Encontre um exemplo, com matrizes 2 x 2, que ilustre o facto de em geral se ter r(AB) # r(BA).

~ 0 0 0 0 0 0 0 0
Solugao: A—[l 0],B—[0 1],AB—[0 0},BA—[1 0],T(AB)—0757’(BA)—1.
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Determinantes

1.12. Sejam
1 2 3 4
A_[3 4} e B_[5 6].
Calcule |A|, |AT|, |AB|, |B|, |BT|, |AT BT| e identifique as propriedades que os célculos ilustram.

Solucdo: |A| = -2 = |AT|; |B| = |BY| = —2; |AB| = 4 = |ATBT|;

1.13. Calcule os determinantes seguintes.

o (D2 B e
a)| 1 3 9 b) c) d)|0 b 0
14 16 2 -1 0 3 130 9 c 0 0
-2 0 -1 3 2 4 1 12
booa| [00001 2o 5
00 b 0 04 0 0
e) f)] 0 0 3 1 2 g)
0 ¢c 00 040 3 4 01 -1 2
d 0 0 0 6 2 3 1 2 3 2 5 -3
Solugao: a)2 b)30 «¢)0 d) —abc e) abed f) 360 g) 4.
1.14. Mostre que os determinantes seguintes sao nulos.
1 2 3 1 a b+c r—y v—y x°—y>
a)| 2 4 5 b)|1 b c+a c) 1 1 T+y
3 6 8 1 ¢ a+b Y 1 x

Solugao: a) Cy = 2C4 b) (a+b+c¢)C; =C2+ Cs ¢) (x—y)Ly =Ly

1.15. Considere as matrizes A = [ i ; g }, B = [ (2) ? (1) } e C = AT x B. Determine o determinante

da matriz C.

Solugao: |[C|=0
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2 3
1.16. Sendo A = [ (1) (2) (1] } eB=1|0 1|, calcule o determinante da matriz C = (B x A)” .
10
Solugao: |C|=0
a 1 2
1.17. Determine os valores de a para os quais a matriz A = | 0 1—a a | tem como determinante o
0 3 0

valor —12.

Solugao: a = £2

Sistemas de equagoes

1.18. Usando a Regra de Cramer, resolva os sistemas de equacoes

r+2y—2z=-5 rry=3
TH+z=2
a)q 20 —y+2=26 b)
y+z+u==6
r—y—3z=-3
y+u=1

¢) Determine p de forma a que o sistema seguinte tenha solugao. Encontre as solugoes.

pr+y=1
rT—y+2=0
20—2=3

Solugao: a) x =1,y =—-2,2=2 b)x=-3,y=6,2=5u=-5

. ~ p < 9 _ 3p—1 _ _ 3p+l
c¢) O sistema tem solugao se e sé se p # 1. A solugdo é x = — Y= S 2= T

1.19. Prove que o sistema seguinte tem solugdo tnica quaisquer que sejam by, b2, b3 e determine-a

3x1 + 22 = by
x1 — T2 + 223 = by
2x1 + 319 — x3 = b3

Solugao: A matriz do sistema é invertivel, pelo que o mesmo admite solucdo unica, qualquer que seja o
segundo membro. A solucao é x; = %bl — 1—10b2 — %bg,xg = —%bl + l%bg + %bg,a:g = —%bl + 1—7062 + %bg.
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1.20. Mostre que o sistema homogéneo

ar +by+cz=0
br+cy+az=0
cx+ay+bz=0

tem solucdes nao triviais se e sé se a® + b3 4 ¢ — 3abe = 0.

Solugao: Um sistema homogéneo sé pode ter solugoes nao triviais (ndo nulas) se a matriz de sistema nao
for invertivel, isto é, se o seu determinante for zero. Neste caso o determinante da matriz de sistema é
justamente a® + b® + ¢ — 3abc, donde se segue o resultado pretendido.

1.21. Discuta as solugoes do sistema
z+2y+3z2=1
—z+ay—21z=2
3xr+Ty+az=0>

em funcao dos parametros a e b.

Solucao: Se a # 0 A a # 7 o sistema tem solugao unica independentemente do parametro b. Se a = 0, o

sistema apenas tem solucao se b = %. Se a = 7, o sistema tem solucao apenas se b = %.

1.22. Considere o sistema
x1 + 22 + 23 = 2¢
2%1 — 3%2 + 2:53 = 4q
3z — 2z2 + pr3 = ¢

onde p e ¢ sdao constantes arbitrarias. Determine para que valores destas constantes o sistema possui: a)
uma unica solugao; b) varias solugbes; ¢) nenhuma solugao.

Solugao: a) p # 3 b)p=3Aqg=0 c)p=3Aqg#0

1.23. Mostre que o sistema

20+ 3y =k

r+cy=1
tem uma unica solugdo, excepto para um valor particular ¢* de ¢. Determine essa solucao. Mostre também
que para ¢ = c¢*, o sistema nao tem solucoes excepto para um valor particular k£* de k. Encontre a solucao
para k = k*.

Solucao: O determinante da matriz de sistema sé é zero quando ¢ = % Assim, para ¢ # %,o sistema tem
0

uma e uma so solucao que é y = —_163;_1_226,.’1,‘ = :gi’;g Quando ¢ = % sistema sé tem solucao se k = 2,

neste caso a solucdo ¢ da forma (z, %(1 —-x)).
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1.24. Encontre os valores de a e b para os quais o sistema

minado.

Solugao: O sistema é possivel e indeterminado (com 1 grau de liberdade) para a = %

1.25. Discuta a natureza do sistema, em funcao do parametro «

3r—y—2=0

—r+2y—2=20

¢é possivel mas indeter-

—r—y+az=>b-3

r+2y+z+w=0

20 +4y+2z2+3w=1

T+2y+z4+2w=a

Ab=3

Solugao: Se a = 1, o sistema é possivel e indeterminado (com 1 grau de liberdade).

Se o # 1, o sistema é impossivel.

1.26. Discuta a existéncia de solucoes para os sistemas que se seguem, determinando, sempre que possivel,
o numero de graus de liberdade e as solugoes.

2z —-3y+z2=3
dr +6y —2z=1

T+Yy+2z4+w=>
20 4+3y — 2z —2w=2
drx+5y+32=7

r+2y—z=1
-z —y+2z=0
r+y+2z=1

r+yt+z=1
r—y—+z2z=0
y+2z=1
204y + 4z =2

z—y+z2=0
y—z+w=2
r+y+z+w=-1
y+w=23

r—y+z4+2w=1
—r+2y+tz—w=1
Yy+2z4+w=2

2z =3y +3w =0

b){

z+y—z4+w=2
20 —y+z—-3w=1

r—y+2z2=0
z+2y—2z=0
20 +y+32=0

z+y—z4+w=1
z—y+z—w=0
r+2y—z=0
r—y—2z=1

z+y+2z+w=1
y+3z+3w=2
—r+z4+2w=1
20 +y+z—w=0

x+2y—z+w=1
2+ y+z—w=-2
r+z+w=1

20 4+5y—324+5w=>

rTH+y—z4+w=2
2r+y—z+w=1
r+2y—2z+2w=>5
r—y+z=1
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r—y+2z4+w=1
2r+y—2z+3w=3
r+5y—8z+w=1
dr+0y—Tz+Tw="7

z+y+z4+w=0
z+3y+2z24+4w =0
2r4+y—w=20

20 +y—z+w=1
3r —2y+2z—3w=2
x+y—z+2w=-1
20 —y+z—3w =4

2r+y+3z—w=1
dr —y+ Tz —Tw = -5
r4+2y+z+2w=3

y—z+w=414
—r+y+2z+w=1
—r+2z+2w=-2
2r+y+T7z—w=-3

r—y+2z4+w=1
3z+22+2w=2
2r+y+w=1

4+ 8y — 10z — 2w = -2
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1.27. Discuta, em funcao dos parametros a,b e ¢, os seguintes sistemas lineares:

r+y+z=3 y+az=0
r—y+z=1 c)¢ z+by=0
20 — 2y +az =2 by+az=1

rT+y+z2=3
a) ¢ r—y+z=1
rT—y—z=a

ar+y—z4+aw =0
(a+1ly+z+w=1
—z+y+(a+Dw=0>

d) z—y+2z=a 3x+2y+2=0 f)
204+ bz =2 rHay+z=2
ar+y+(a+1)z =

g){ z4+ay+z=1
ax +y—2=0

T+ 2y = a?
r+ 3y = a’

b>{
r+y+z=1 2 +y=">

e)

b
h){ ar+2z=2 i)
3x+y+32=6

20 +4y+bz2=2
r+(a+2)y=1
r+by+az=1
rT+2y=c

r—y+2z=1

r+az=1

THy+2:=5b n)
2r—y+(a+2)z =2

—2r+ (a+3)y — bz = -3
i) z+bz=1 m)
20 +4y + 3bz = —b

r+y+z=2 {$+ya
Solucgao:
a) Qualquer que seja a: sistema possivel e determinado.

b) Se a # 2 sistema possivel e determinado; Se a = 2, sistema possivel e indeterminado (com 1 grau de
liberdade).
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