Licoes de Matematica

Maria do Roséario Grossinho, Joao Paulo Janela
Universidade Técnica de Lisboa

Versao proviséria vpl






Capitulo 1

Matrizes e Determinantes

Versao proviséria (1)

1.1 Generalidades

Definicao 1 Dados dois nimeros inteiros positivos m e n, chama-se ma-
triz sobre R de ordem m x n a tabela formada por mxn nimeros reais,
dispostos em m linhas (horizontais) e n colunas (verticais)

ail ai2 A1n

a1 a2 a2n
A=

Gml Oml " OGmn

Obs: Cada elemento da matriz ¢ indicado por a;;, onde ¢ indica a linha
e j a coluna em que o elemento se situa. A matriz A pode também ser
representada de forma abreviada A = [a;], .., ou simplesmente A = [a;;]

O conjunto das matrizes de ordem m X n sobre R tem como notacao
M, 5n (R) ou simplesmente M, xp, .

Definicao 2 Igualdade de Matrizes Duas matrizes sao iguais se, e so-
mente se, tiverem mesma ordem e todos os elementos na mesma posicao
forem iguais, isto €, sendo A = [a;j] e B = [bj;], A e B sao iguais se
ajj = bij, parai=1,...mej=1,..n.

Matrizes Especiais
Maitriz-Linha

E uma matriz m xn onde m = 1, ou seja, a matriz-linha possui apenas uma
linha.
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Matriz- Coluna

E wma matriz m X n onde n = 1, ou seja, a matriz-coluna possui apenas
uma coluna.

Matriz Quadrada

E uma matriz m x n onde m = n, ou seja, numa matriz quadrada o niumero
de linhas € igual ao numero de colunas. E dita simplesmente matriz de or-
dem ‘n”.

Matriz Diagonal

E uwma matriz quadrada em que todos os elementos que nao pertencem a
diagonal principal sao nulos.

Matriz Triangular Superior

E uma matriz quadrada em que todos os elementos que estao localizados
abaizo da diagonal principal sdo iguais a zero.

Matriz Triangular Inferior

E uwma matriz quadrada em que todos os elementos que estao localizados
actma da diagonal principal sdo iguais a zero.

Matriz Identidade

E uma matriz diagonal em que todos os elementos da diagonal principal sdo
iguais a 1. Tem por notagdo I, ou simplesmente 1.

Matriz Nula

E uma matriz m x n cujos elementos sao todos nulos. Tem por notacdo
Omxn, ou simplesmente O

1.2 Operacoes com matrizes

As operagoes possiveis envolvendo duas ou mais matrizes sao a Adi¢do, Mul-
tiplicagao e Transposicao. Referiremos ainda a Multiplicagdo de uma matriz
por um escalar

1. Adicao de Matrizes:

A soma de duas matrizes efectua-se somando os respectivos elementos
homdlogos (os elementos que se encontram na mesma posigao); isto é, sendo
A= [aiﬂ e B= [blj] , tem-se A+ B = [aij + bl]]

S6 podem ser somadas matrizes da mesma ordem e a matriz obtida tera
a mesma ordem das matrizes somadas.

Propriedades

a) A+ B = B+ A (propriedade comutativa)

b) (A+ B)+C = A+ (B + C) (propriedade associativa)

c) A+ O =0+ A= A (existéncia de elemento neutro - a matriz nula)

d) A+ (—=A) = (—A) + A = O (existéncia de elemento simétrico), onde
— A é matriz formada pelos simétricos dos elementos de A na mesma posicao.
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2. Multiplicagao de uma Matriz por um nimero real

A multiplicacdo de uma matriz por um nimero real é efectuada mul-
tiplicando cada elemento da matriz pelo niimero real em questao, isto é,
k.A=k. [aij] = U{?aw]

Propriedades

a) k.(c.A) = (k.c).A

b) (k+c¢)A=kA+cA

c) k(A+B)=k.A+k.B

d)1.A=A
e) 0LA=0
f) kO =0

Obs: A subtraccdo de matrizes, da mesma ordem, A — B, nao é mais
que a soma de A com —B, isto é, com a matriz simétrica de B.

3. Multiplicacao de Matrizes

Para que o produto de duas matrizes, A e B, seja possivel, o niimero de
colunas de A tem de ser igual ao niimero de linhas de B. Sendo A = [a;j], .
e B = [bij]nxq, define-se AB como a matriz de ordem m X ¢ de elemento
geral na linha 7 e coluna j dado por a;1.b1j + a;2.b2j + - - - + @in.by;, isto é,

n
Z aik.bkj
k=1

AB =

mXq

Propriedades:
a) A.B é em geral diferente de B.A, isto é, o produto nao é comutativo
b) (A.B).C = A.(B.C) (propriedade associativa)
¢) C.(A+ B) = C.A+ C.B (propriedade distributiva a direita)
d) (A+ B).C = A.C + B.C (propriedade distributiva a esquerda)

) Al =1.A= A (existéncia de elemento neutro - a matriz identidade)
f) A.O = O (existéncia de elemento absorvente - a matriz nula)

)

4. Matriz Transposta

Dada uma matriz A, define-se como matriz transposta de A, e representa-
se por AT a matriz cujas linhas sdo as colunas de A, e reciprocamente. Mais
precisamente se A = [a;;] entdo AT = [aj;].

2o ) 52 o

Por exemplo: Sendo A = tem-se AT =3 0 -9 40
2 —9 2 7 8 22 -3
0 40 -3

Observe que a ordem da matriz A é 4 x 3 e a ordem da matriz transposta
AT 63 x 4.

Com efeito, se a matriz original possuir ordem m Xn, a matriz transposta
tera ordem n x m.
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Propriedades da matriz transposta:
a) (AT = A

b) (A+ B)T = AT + BT

c) (k.A)T = k.AT

d) (A.B)T = BT. AT

No caso de matrizes quadradas, se A = AT | entdo dizemos que a matriz
A é simétrica e se A = —AT, dizemos que a matriz A é anti-simétrica.

1.3 Matriz Inversa

Uma matriz A quadrada, de ordem n, é invertivel se existir uma matriz
B, também de ordem n, tal que multiplicada por A quer a direita quer a
esquerda , da como resultado a matriz identidade de ordem n. Isto é,

AB=1=BA

Diz-se entdo que B é a Matriz inversa de A e usa-se como notacdo B = A1
Uma matriz invertivel também é designada por matriz nao singular.

Teorema 3 Se uma matriz A for invertivel, entdo a matriz inversa de A é
unica.

Demonstragao: Suponhamos que existem duas matrizes A’, A” € M, «n(R)
tais que
AA =T=A4A"A e AA =T=A"A.

Entao
Al=AT=A.(A4")=(A.A).A"=1A"=A".

Logo A’ = A”, 0 que mostra que a inversa é tinica.ll

Teorema 4 1. Sejam A e B duas matrizes invertiveis de ordem n. Entao
. , , . -1 4

a matriz produto A.B € invertivel e a sua inversa (A.B)”" € o produto das

inversa de A e B por ordem inversa, isto €,

(A.B) '=B"1A7!

2. Seja A uma matriz invertivel. Entdo:
(i) a sua inversa também € invertivel e tem como inversa a matriz A, isto é

(A7) =4

(ii) a sua matriz transposta também € invertivel e tem como inversa a matriz
transposta da inversa de A, isto €

() = ()
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Método de calculo da matriz inversa

Principio geral - Dado o produto de duas matrizes AB, todas as al-
teracOes feitas na matriz A por meio de operacoes elementares afectam do
mesmo modo o produto AB.

Mas o que sao operacoes elementares? Sao as seguintes operagoes
sobre linhas de uma matriz:

1. Multiplicacao de uma linha da matriz por um numero real diferente
de zero

2. Soma a uma das linhas da matriz uma outra linha multiplicada por
um numero real

3. Permutacao de quaisquer duas linhas da matriz

Uma matriz que resulta de matriz identidade por meio de uma operacao
elementar chama-se matriz elementar.

Exemplo 5 Vejamos exemplos de matrizes elementares que ilustram as
operacoes elementares anteriores efectuadas na matriz identidade de ordem

4.

1. Multiplicacao da linha 3 pelo numero real 5

100 0
0100
Ds®G)=14 o 5 ¢
000 1

2. Soma da linha 4, previamente multiplicada por —6, a linha 2

10 0 O
01 0 -6
B2a(=6)=19 o 1 o
0 00 1
3. Permutacao das linhas 2 e 4
10 00
0 001
Pra=19 01 0
01 00
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Voltemos entao ao processo para calcular a inversa, caso exista, de uma
matriz quadrada A, de ordem n. Pretendemos determinar uma matriz X
tal que

AX =1,

O método consiste em

- efectuar operactes elementares sobre as linhas da matriz A, de forma
sucessiva, até obter a matriz identidade I,

- simultaneamente, efectuar as mesmas operagoes elementares sobre as li-
nhas da matriz I,,.

Efectuados os passos anteriores,

- a matriz A d4 origem & matriz identidade I,

- a matriz identidade d4 origem a A~1.

Nota 6 Registamos aqui, sem demonstracdo, que a realizacao de wma operacao
elementar numa matriz A € equivalente a multiplicar essa matriz pela ma-
triz elementar que se obtém da identidade pela operacdo elementar em causa.
Alids € este facto que justifica o principio geral enunciado no inicio desta
seccao

Exemplo 7 Vejamos com um exemplo, como se utiliza o método anterior.

2 6 1

Seja A= 1| 0 2 3 |, e procuremos a inversa de A, isto €, a matriz X tal
1 3 5

que:

AX =1

Tem-se entao o erxemplo sequinte, em que indicamos, na primeira coluna,
as matrizes elementares que, multiplicando ambos os membros da igualdade,
realizam as operagoes elementares descritas na sequnda coluna. O resultado
dessa operacoes elementares aparece na terceira coluna
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Matrizes Operacgoes Resultado das operagoes
elementares elementares elementares
[2 6 1] [1 0 0]
023 (X=]01P0
|1 3 5 ] | 0 0 1 |
[1 3 5] [0 0 1]
e a
Pis fgﬂ?ﬁgﬁm dal 023[X=|010
| 2 6 1 | | 1 0 0 |
Adicao da 1%linha, (1 3 5 ] [0 0 1
Es1(-2) multiplicada por -2, 02 3 |X=|010
a 3%linha |0 0 —9 | |1 0 -2
1 Multiplicacao da 2¢ L3 g 0 (1) 1
D (3) ) i 01 5 [X=]035 0
2 linha por % 2 2
2 | 0 0 -9 | |1 0 -2
1 Multiplicacao da 3¢ L3 § 0 (1) L
Ds (75) linha por —1 0 15 | X= 0 3 0
PO Ty 00 1 | -1 0 2
Adicao da 3%linha, 1 3 57 0 0 1 7
Es 3 (—%) multiplicada por 01 0|X= % % —%
—3, 4 2%inha | 0 0 1] -3 0 2% ]
Adicdo da 3%linha, (1 3 0] i % 0 —é i
E13(-5) multiplicada por 01 0|X=]| 5 3 —3
—5, & 1%linha | 0 0 1 -5 0 2 ]
Adigdo da 2°linha, (1.0 0] [ % -3 &
Ei2(-3) multiplicada por 010 |X= % % —%
—3, & 1%linha | 0 0 1] -5 0 2
1 3 8
T —3 3§ 2 6 1
Entdio X =| § 3 —3 | éamatrizinversade | 0 2 3
-5 0 2 135

Tendo em conta a observagao anterior, podemos escrever a sequéncia de
alteracoes efectuadas, em termos de produto de matrizes elementares, bem
como o seu resultado, do seguinte modo:

— no primeiro membro

e 9 (3) o () [ (oo
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=IX=X

— no segundo membro

a9 [ [ () [ () [ g) s o ]

— AL

Observemos que podemos escrever o processo anterior do seguinte modo

condensado
2 6 1 100 1 35 00 1
[AEI]:OQ?) 01 0| — 2 3 010
135 .001|™]261 100
13 5 00 1 13 5 00 1
5 o2 3 1 - L3 105 0
Esi(=2) | o o0 _9 1 0 —2 |23 | o -9 1 0 -2
135 0 0 1 1 35 0 0 1
N 1 3 0 1 0 — 10 : 3 -3
2 2 6 2 3
Ds(=s) oo 1 . -t 0 2|®(32)]001 -1 0 2
5 1 1 3 8
1 30 ] (1J —y 100 s 29
El,:_5) 8 ! 2 5 8 _2§ El,j—?)) 8 (1) (1) 5 8 _2§
-3 9 —3 9

Observemos que primeiramente obtivemos uma matriz triangular supe-
rior e, em seguida, por eliminagao “ascendente”, foram anulados os elemen-
tos acima da diagonal principal. Este processo, conhecido por algoritmo de
Gauss-Jordan, permite calcular a inversa de uma matriz “manualmente”.
Computacionalmente, o cdlculo da inversa de uma matriz faz-se a partir
de uma factorizacao com matrizes triangulares. Este topico estd, contudo,
fora do ambito do presente curso. No mercado existe software adequado a
inversao de matrizes.
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1.4 Equacgoes Matriciais

Uma igualdade que envolve matrizes é designada por Equagao Matri-
cial. Resolver uma equagao matricial consiste em determinar uma matriz
incognita X que satisfaca a igualdade em causa. As propriedades das matri-
zes, estudadas nas secgoes anteriores, constituem os meios disponiveis para
a utilizacao dos principios fundamentais das igualdades conducentes a trans-
formar, por passos sucessivos, a igualdade inicial numa igualdade final em
que X fique isolada no primeiro membro. O valor de X serd pois dado pela
expressao do segundo membro.

Com efeito, sejam A e B duas matrizes quadradas de ordem n. Sabendo que
B ¢ invertivel, pretendemos determinar a matriz X tal que

2A+ BX =3B.

Ora, aplicando sucessivamente as propriedades referidas nas sec¢oes anteri-

ores, passamos da equacao dada para outra equivalente. Vejamos, de forma
muito pormenorizada, os passos dados e as justificacOes respectivas:

- por adicao da matriz simétrica de 2A a ambos os membros
—2A+ (2A+ BX)=—-2A+3B

- pela propriedade associativa da adicdo de matrizes
(-2A+2A)+ BX = -2A+3B

- pela definicao de matriz simétrica

O+ BX =-2A+3B
- como a matriz O é o elemento neutro da adicao de matrizes
BX =-2A+3B

- multiplicando ambos os membros por B~! (multiplica-se do mesmo lado,
uma vez que o produto de matrizes ndo é comutativo)

B™'(BX)=B"!(-24+3B)
- pela propriedade associativa da multiplicacao de matrizes
(B7'B)X =B~ ' (-24 +3B)
- pela definicdo de matriz inversa
I.X =B ' (—24+3B)
- como a matriz I é o elemento neutro da multiplicacao de matrizes
X =B"1(-24+3B).

Na pratica, efectuam-se varios passos ao mesmo tempo, desde que isso
nao origine confusao.
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1.5 Caracteristica de uma Matriz

Vectores

Consideremos o conjunto R" = {(x1,x9,...,2y) : 1,%2,...,T, € R} onde
n € N. Os elementos de R™ designam-se por vectores reais. Usa-se como
notagdo T = (x1,x2,...,x,). Em R™ podem definir-se as seguintes operagoes

de soma e produto por escalar o € R:

(37173727---79371)+(ylay27-~ayn) = ($1+y17332+y27~-7$n+yn)
a-(x1,22,...,2y) = (ax1,0z9,...,08,)

Tomando quaisquer vectores de R", T, § e Z, e quaisquer escalares, o, 8 € R,
sao satisfeitas as propriedades seguintes,

- relativamente a soma

: (propriedade comutativa)

+
Sl

y
e T+y)+z=7+ (y+72): (propriedade associativa)
0 = 7. (existéncia de elemento neutro)

(—Z) = 0 (existéncia de simétricos)

-relativamente ao produto por escalar
e T4y =a-T+a -y
o (a+p) T=a-T+5-T
* (af)-T=a-(f-7)
o 1-

T=z

O facto de em R"™, as operacoes de soma e produto por escalar definidas
acima satisfazerem as propriedades anteriores, traduz-se dizendo que R"
possui uma estrutura de espacgo vectorial sobre R (o corpo dos escalares).

Combinacgoes lineares

Um vector ©w € R™ é combinagao linear dos k vectores x1, T3, ..., Tk,
se existirem k escalares aq, aa, ...,a pertencentes a R tais que

U=o1-T1 +ay- - To+ i +ag - Tg.
Os escalares aq, ao, ..., sao designados por coeficientes da combinacao li-
near.



1.5. CARACTERISTICA DE UMA MATRIZ 13

Definicao 8 Diz-se que um sistema de vectores [T1,...,Tg] € linearmente
independente (abreviadamente l.i.) se

a1 - T1+ Qo - To+ i +ak~fk:6:>a1:oz2:-~:ozn:0,

isto €, se qualquer combinacgdo linear nula dos vectores Ty, To, ..., Tx SO for
possivel com os coeficientes o, o, ...,ax todos nulos.
Caso contrdrio, diz-se linearmente dependente (abreviadamente l.d.).

Teorema 9 Um sistema de vectores [T1, ..., T de R™ € linearmente depen-
dente se e s6 se algum dos vectores for combinacao linear dos restantes.
Dem:

Em alguns casos, o teorema anterior permite reconhecer de imediato a
dependéncia linear. Por exemplo:

Teorema 10 Consideremos um sistema de vectores [Ty, ..., T]
1. Se algum dos vectores T; for o vector nulo; entao o sistema € linearmente
dependente.

2. Se o sistema tiver dois vectores iguais, ou multiplos, entdo € linearmente
dependente.

Dada uma matriz A de ordem m x n, cada uma das m linhas da matriz
A podem ser encarada como um vector de R™. Analogamente, cada uma das
n colunas pode ser encarada como um vector de R”. Podemos entao pensar
se as m linhas da matriz A, ou as n colunas, constituem um sistema de vec-
tores linearmente independente. Ou, se tal nao acontecer, qual é o niimero
maximo de linhas, ou colunas, que constituem um sistema de vectores li-
nearmente independente. E nesse caso, se ha diferenca entre raciocinarmos
sobre linhas ou sobre colunas. Estas perguntas levam-nos ao seguinte:

Definigao 11 Chama-se caracteristica da matriz A, de ordem m X n, ao
numero mdzximo de linhas que constituem um sistema de vectores deR"™ li-
nearmente independente. Representa por r(A).

Teorema 12 A caracteristica de uma matriz A nao se altera quando se
efectua em A qualquer das operagoes elementares definidas anteriormente.

Teorema 13 Dada qualquer matriz A, nao nula, de ordem mxn sdo validas
as sequintes afirmacoes
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1. Por aplicacdo sucessiva de um numero finito de operagoes elementares,
A pode ser transformada numa matriz da forma

I, Okn-k
Om-k,k Om-k;n-kz

2. O nimero mdzimo de linhas da matriz linearmente independentes é igual
ao numero mdzrimo de colunas linearmente independentes.
3. r(A)=k

Nota 14 Tendo em conta os teoremas anteriores, € facil concluir que a
caracteristica de uma matriz A ndo se altera se for efectuada qualquer das
operacies elementares sobre colunas, em vez de ser sobre linhas. Isto mostra
que podem efectuar-se sucessivamente operacdes elementares sobre linhas ou
colunas sem que haja alteracdo da caracteristica de A. Observa-se ainda que

(4) = r(47)

Teorema 15 Uma matriz quadrada A de ordem n € invertivel se e s6 se a
sua caracteristica for igual a ordem, isto €, r(A) =n

1.6 Determinantes

A toda a matriz quadrada pode ser associado um nimero, de uma forma
que veremos em seguida, a que chamamos determinante. Trata-se de uma
quantidade muito 1til, em especial pelas informacoes que fornece. Nomea-
damente,

e diz-nos se uma matriz é invertivel ou nao
e permite saber se um sistema de equagoes lineares tem solugao ou nao

e ¢ 1til na determinacao dos valores préprios de uma matriz.

Para introduzirmos o conceito de determinante temos primeiro de definir
permutacao e sinal de permutagao, bem como produto elementar de uma
matriz.

Permutacgoes

Sejan € N. Uma permutagao do conjunto {1,2,...,n} é uma aplicacao
bijectiva do conjunto nele préprio, que podemos interpretar como uma re-
ordenacao dos n nimeros (sem repetigoes ou omissoes). Denota-se por S, o
conjunto de todas as permutagdes do conjunto {1,2,...,n}.
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Dada uma permutagdo o € Sy, e pondo o (1) = 01,0 (2) = 02,0 (3) =

03,...,0(n) = o, podemos representa-la por
1 2 3 . n
g =
o1 09 o3 e On
ou, mais simplemente, ¢ = ( o1 09 03 ... Op ) Pensemos agora

em “desfazer” a permutacao, ou seja, no nimero de trocas necessario para
voltar & ordenacao inicial 1,2, ..., n. Este nimero nao é tinico, todavia, tem
sempre a mesma paridade. Dai podermos definir paridade da permutacao.
Diz-se que uma permutagao o é par se o nimero de trocas para voltar a
ordenacao inicial for par e impar se o nimero for impar. Entao define-se
sinal de ¢ do seguinte modo

+1, se o for par

sgn(o) =
—1, se o for impar.

Produto elementar

Dada uma matriz quadrada A, de ordem n, consideremos os varios pro-
dutos de n dos seus elementos escolhendo um em cada linha sem repeticao
de coluna. Por exemplo

a11.022.033 . . . App

a13.0424.4371 . .. An2

ou, genericamente, usando a notacao de permutacao

Q101 -A209-Q303 - - - Angy, -

A cada produto deste tipo chama-se produto elementar da matriz
A. Reparemos que a permutacao nos indices das colunas permite escolher
em cada linha um elemento sem que haja repeticao de escolha na coluna.
Afectemos cada produto elementar do sinal da permutacao o, isto é,

sgn(0).a10, 02540304 - - - Ano,

A soma de todos os possiveis produtos elementares afectados do sinal da
permutacao associada aos indices de coluna, chama-se determinante da
matriz A e representa-se por det(A) ou |A|. Mais precisamente,

det(A) = Z sgn(0).a16,-0254-0305 - - - Uno, -
O'ESn
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Vejamos a que conduz a aplicagao desta féormula em alguns casos particu-
lares.

Determinante de ordem 1

A = [a11] e tem como determinante
det A = all
Determinante de ordem 2

all a2 .
A= tem como determinante
a21 a22

det A = ay1.a99 — a19.a91

Determinante de ordem 3

a1 a2 ais
A= | az1 aze a23 | tem como determinante, det A, a expressao se-
a3z agz ass
guinte:

a11.022.0433 +Q31.0412.0423 +A13.G21.432 — A31.022.0413 — A21.012.033 — G11.023.032.

Esta expressao fornece uma regra pratica de cédlculo a que se chama regra
de Sarrus

Determinante de uma matriz triangular (superior ou inferior)

Seja A uma matriz triangular de ordem n. Entao o seu determinante é
dado pelo produto dos elementos da diagonal principal, isto é

det(A) = 11.0422.033. .. .. Ap -
Tem-se como casos particulares:

1. Se A for uma matriz diagonal entao det(A) = aj;.a922.a33. . ... nn,.-
2. O determinante da matriz identidade é 1, isto é, det (I,,) = 1.

3. O determinante da matriz nula é 0, isto é, det (O) = 0.

Propriedades dos Determinantes:
Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Entao:

1. det (A) = det (AT)
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2. Se uma linha, ou coluna, de A é composta apenas por zeros, entao o
determinante de A é zero.

3. Se duas linhas, ou colunas, de A forem iguais, ou proporcionais, entao
o determinante de A é zero.

4. O determinante de A é nulo se uma linha, ou coluna, de A for com-
binacao linear de outras linhas, ou colunas.

5. Se olharmos para uma linha de A como decomponivel na soma de duas
linhas tem-se

ail a2 e Q1in
. / . / PP . /
det | aj1 + ajy g2+ ajy ajn + aj,
L Gnl An2 T Ann i
a1 a2 - Qlp ail a2 - Aip
_ . i . . / / /
= det | aj1 ajo ajp | +det aj o Wi
L Anl dn2 - dnp | L Gnl An2 -+ Qdpp |
e, analogamente para colunas,
ain ccc e tal, - ain
agi ccc Gk tay, oo agp
det .
/
L apl -+ Qpkg T+ G " Qnn
B /
all DR alk ... a/ln all o .. alk DR aln
/
a21 DY a/2k “ e a2n a21 DY a/2k PECEY a2n
= det ] . . + det )
!/
L a/nl PEEY a‘nk PR ann anl .« .. ank DY ann
E ainda

1. Se a € R entao det (0A) = a" det (A4) .
2. Se B for uma matriz de ordem n, entao det(A x B) = det(A) x det(B).

3. Se a matriz A for invertivel, entdao det(A~!) = (det A)~L.

Atencao: o determinante da soma de matrizes nao é a soma dos deter-
minantes de cada uma
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Proposicao 16 Seja A uma matriz quadrada de ordem n.
1. Entdo sao equivalentes as afirmacgoes sequintes:

(i) A matriz A € invertivel.

(i) det(A) # 0.
(iii) r(A) =n
2. Se A for invertivel entio det(A~!) = #(A)

Calculo de determinantes através de operacoes elementares

Vejamos que alteracoes sao provocadas no determinante de uma matriz
quando nesta sao efectuadas operacoes elementares:

1. A multiplicacao de uma linha da matriz por um nimero real 5 diferente
de zero afecta o seu determinante multiplicando-o por 3, isto é,

ai a12 Q1n ailp a2 A1n
det 5.6L]’1 /B.ajg ,B.ijn = [.det a1 a;2 Qjn
L Onl an2 Ann | L Gnl Qan2 Ann |

2. A soma, a uma das linhas da matriz, de uma outra linha multiplicada
por um nimero real nao altera o valor do determinante

A permutacao de quaisquer duas linhas da matriz afecta o determinante
multiplicando-o por (—1), isto é, trocando as linhas d e k,

all a12 ------ aln a/]_l a12 ------ a/]_n
adl adz ------ adn akl akz ...... akn
det o : = (—1)det : o :
akl a/k2 ...... ak"n, adl a/d2 ...... adn
L anl an2 ------ ann ] L a/n]_ an2 ------ a/nn ]

O que acabdamos de ver fornece-nos um processo de célculo do determinante
de uma matriz quadrada. Com efeito, usando operagoes elmentares sobre
linhas podemos reduzir o determinante da matriz dada a um determinante
de uma matriz triangular superior, registando em cada operacao a alteragao
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determinada no determinante. Depois, para calcular o determinante da ma-
triz triangular, basta, como vimos anteriormente, multiplicar os elementos
da diagonal principal.

As afirmagbes dos pontos 1., 2. e 3. permanecem validas se, no seu
enunciado, substituirmos “linhas” por “colunas”.

Calculo do determinante pelo Teorema de Laplace

Consideremos uma matriz quadrada de ordem n. Retiremos-lhe a linha
i e a coluna j. Obtemos entao a submatriz quadrada

ail ai2 T a1(j—-1) a1(j+1) T Aln
-1 Aea-1)2 " A6-1)(-1)  Q>6-1)(G+1) T Ai-1)n
AG+1)1 A6+1)2 0 AG+1)(-1) Q6+ (G+) T Q@i+D)n
| Gnl an?2 e An(j—1) An(j41) T Ann

O determinante desta submatriz chama-se menor (i, j) e representa-se por
A;j;; note-se que o indice 7j indica precisamente a linha i e a coluna j, que
sao retiradas. Ao valor (—1)"*7A;; chama-se complemento algébrico de

Ajj.

Teorema 17 - Teorema de Laplace - Seja A = [a;j] wma matriz quadrada
de ordem n.

(i) Seja k uma das linhas de A. Entao det(A) = Z?Zl(—l)kﬂaijkj (De-
senvolvimento ao longo da linha k)

(ii) Seja | wma das suas colunas. Entdo det(A) = > " (—1)"a; Ay (De-
senvolvimento ao longo da colunal)

Nota 18 :

1. Na aplicagao do Teorema de Laplace convém escolher a linha, ou co-
luna, da matriz com o maior ntimero possivel de zeros, pois isso permite
anular algumas das parcelas em (i), ou (ii), o que simplifica os célculos.

2. No célculo de determinantes é frequentemente efectuado pela com-
binacao dos varios métodos estudados, bem como das propriedades
enunciadas, como a pratica ilustrara.



