Capitulo 2

Sistemas de Equacoes
Lineares

2.1 Generalidades

Chamamos equagao linear nas varidveis (incognitas) z1,z2, 3, ..., T, a
uma igualdade da forma
a1.x1 + ag.x9 +asz.x3 + ... + an.x, = b.

Os elementos a1, a9, as, ..., a, ¢ b sao ndmeros reais e sao denominados coe-
ficientes da equacao; b é denominado termo independente.
Temos como exemplos:

1) 7x1+922=5
2) —2x+4+5y—T72=20

3) x—5y—2z+3w=10

Chamamos solugao de uma equagao linear a todo o vector (s1, s2, ..., Sp)
que, ao serem feitas as subsituicoes x; = s;, nas incégnitas z;, com 1 <1 < n,
origina uma proposicao verdadeira.

Por exemplo, a equacao

z—5y—2z4+ 3w =10
tem como solucao (1,0, 0, 3) uma vez que, substituindo na equacao os valores
x=1,y=0,z=0ew = 3, obtem-se a igualdade 1 -5x0—-2x0+3x3 = 10.

Contudo, esta nao é a unica solugao. Por exemplo, (0,—2,3,2) é também
solucdo, uma vez que 0 — 5 x (—=2) —2 x 3+ 3 x 2 = 10. Com efeito, existem
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infinitas solu¢des (um niimero infinito de vectores de R*) que satisfazem &
equacao dada.

Definimos como sistema de equagoes lineares um conjunto de duas
ou mais equagoes lineares. Genericamente, representa-se da seguinte forma
um sistema de m equagoes a n incognitas

a11.x1 + a12.¢2 + a13.23 + ... + a1p.Tn = b1
ao1.21 + a99.29 + a93.¢3 + ... + aon.Tyn = bo

(2.1)
Am1-T1 + Qm2.T9 + @m3.T3 + ... + Q- Ty, = by,
onde
T1,T9, T3, ..., Ly SA0 as N incognitas
ai,as,as, ..., a, sao os coeficientes
b1, bs, b3, ..., b, sao os termos independentes.
O sistema (2.1) pode ser escrito na forma matricial
A-X =B,
onde
ail a2z o Qg 1 by
as;  az - Ay T2 ba
A= , X = e B= (2.2)
aml Aml - Omn Tn bm

A matriz A é a matriz do sistema, X é a matriz-coluna das incognitas e
B é a matriz-coluna dos termos independentes.

Resolver o sistema nao é mais do que determinar os valores das incégnitas
que satisfazem simultaneamente todas as suas equacoes, isto €, determinar
os vectores de R", (x1,w2,x3,...,7y,) que, ao serem feitas as subsituigoes
xr; = s;, nas incognitas x;, com 1 < ¢ < n, originam proposicoes verdadeiras
simultaneamente em todas as equacoes.

Por exemplo, dado o sistema de equagoes:

2z 4+ 3y = 12
rz+y+22=15
T —2z2=-7

o vector de R? (3,2,5) é solucio uma vez que subsituindo z = 3, y = 2 e
z =5, se tem:

2x3+3x2 = 12
3+2+2x5 = 15
3—2x5 = -—T.
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Um sistema de equagoes lineares diz-se possivel se tiver, pelo menos,
uma solugao, sendo:

- sistema possivel e determinado - se a solugao for tnica.

- sistema possivel e indeterminado - se tiver mais do que uma
solucao.

Caso nao tenha nenhuma solucao o sistema diz-se impossivel.

Ao conjunto de todas as solugoes de um sistema de equactes lineares
chama-se solucao geral ou conjunto solugao.

2.2 Discussao e classificagcao de sistemas lineares

Atentemos na forma matricial do sistema (2.2)
A-X=B8B

Observemos que se a matriz A for invertivel, a solucdo do sistema pode ser
dada por
X=A"'B.

A matriz do sistema, A, também se chama matriz simples, em contraponto
com a matriz [A|B]

air a2 ccc G | b1

a1 a2 - a2, bo
[A’B] - : : .. : ; : ’

Aml aml - (mn ’ bm

designada matriz ampliada do sistema.

Quando dois sistemas possuem a mesma solugao geral dizem-se sistemas
equivalentes.

Pelos principios das igualdades, sabemos que obtemos um sistema equi-
valente ao de partida se:

1. Multiplicarmos ambos os membros de uma equacdao por um numero
real diferente de zero.

2. Somarmos a uma das equagoes uma das restantes multiplicada por um
numero real

3. Permutarmos quaisquer duas equacoes.

Mas estas operacoes correspondem precisamente a fazermos na matriz
ampliada do sistema as seguintes operagoes elementares

1. Multiplicagdo de uma linha da matriz por um ntimero real diferente
de zero
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2. Soma a uma das linhas da matriz uma outra linha multiplicada por

um numero real

3. Permutacao de quaisquer duas linhas da matriz,

As operagoes acima enumeradas sugerem um modo de resolver o sistema

dado. Com efeito, partindo do sistema

a11.x1 + ai2.x2 + a13.23 + ... + a1p.Tn = b1
ao1.21 + a99.29 + a93.x3 + ... + aon. T, = bo

Am1-T1 + Am2.T9 + Am3.23 + ... + Amn - Ty, = by,

escrevamos a matriz ampliada

aii ai2 T Aln

a21 a2 e A2n
[A|B] =

am1l Aml - Amp

| b
| b2
|

| b

Em seguida fagamos nela as operacoes elementares necessarias até trans-

formé-la numa matriz do tipo

(1.0 0 - 0 ey
o100 --- 0 C2(j+1)
o0 1 -- 0 C3(j+1)
CPI=10 00 Ci(j+1)
000 --- 0 0
(000 -~ 0 0

Cin

| d
Con ’ d2
C3n ’ ds
S
cin | dj
0 | din
c
o | dm

Como referimos anteriormente, estas operagoes elementares sobre a matriz
ampliada correspondem no sistema a aplicacao dos principios de igualdade
que o transformam num sistema equivalente. Neste caso, no sistema se-

guinte, correspondente & matriz [C|D] :

1+ 022 + 023+ ... + 0.215 + c1(j 1) T(j41) +- - -
2+ 0.23 4 ...+ 0.225 + co(j11)-T(j41) + - - -
r3+ ...+ 0.$3j + C3(j+1)-T(j+1) + ...

Tj+ G+ T Tt

+ Cin-Tn
+ con.-Tn

+ C3n- T

+ Cjn-Tn

0.2,

0.z,

dq
do
ds
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Varias conclusoes podem ser tiradas de imediato:

- se algum dos termos independentes d;y1,...,d,, for diferente de 0, o
sistema é impossivel
-se djt1 = ... = dp, = 0, entao o sistema é possivel e equivalente ao
sistema
T1 = —Ci(j4+1)-L(j+1) — -+ — Cln-Tn +d; (2.3)
T2 = —C(j4+1)-L(j+1) — -+ — C2n-Tn + dy
T3 = —C33j+1)-L(j+1) — --- — C3n-Tn + ds
Tj = —Ci+1)-L(j+1) — -+~ Cin-Tn + dj,

0 que mostra que o sistema possui n — j variaveis independentes e j variaveis
dependentes, que correspondem exactamente aos j elementos da diagonal
que nao se anularam no processo das operagoes elementares (condensacao).
O nimero n — j de varidveis independentes chama-se grau de indeter-
minacgao.

Vamos olhar para estes factos em termos das caracteristicas das matri-
zes simples e ampliada do sistema, r(A) e r(A|B), respectivamente. Como
sabemos, o processo de condensagao nao altera o valor das caracteristicas,
pelo que podemos determinar r(A) e r(A|B) olhando para [C|D]. Tem-se
entao:

- se algum dos termos independentes d;j41,...,d,, for diferente de 0, isso é
equivalente a dizer que r(A) < r(A|B) (pois r(A) = r(C) < r(C|D) =
r(A|B)). Como vimos nesse caso o sistema ¢ impossivel.

- sedji1 = ... =dp =0, isso é equivalente a dizer que r(A) = r(A|B) (pois
r(A) = r(C) = r(C|D) = r(A|B)). Como referimos anteriormente,
nesse caso o sistema é possivel

Neste tultimo caso, poderemos ainda averiguar se o sistema é possivel e
determinado ou possivel e indeterminado. Com efeito, a matriz [C|D] pode
assumir um dos dois tipos:

- tipo A

"1 00 --- 0 Cl(j+1) " Cln | dl_
1o 0 Ca(j+1) " C2n ‘ ds
00 1 «+ 0 cyg41) ~** C3n | ds

N S

C|D] =

0 00 0 0 0 | O

: |
(000 -0 0 o | 0]
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se no processo de condensagao houver elementos com indice de linha e coluna
iguais, isto é, (j,7), que se anulem, o que equivale ao sistema (2.4) possivel
e indeterminado, com grau de indeterminagao n — j ou

- tipo B

100"-0‘(11

oOo10 --- 0
001 .. 0| ®
| ds

I P
CIPI=10 00 . 1| d |
000 -+ 0] 0

:::::‘
_000...0‘0_

no caso de nenhum elemento da diagonal se anular, e o sistema (2.4) assume
a forma

r1 = d1 (2.4)
Tro = d2
r3 = d3
.’L‘j = dj

: (2.5)
Tn = dp, (2.6)

donde o grau de indeternimagao é 0 = n — n, isto é, a solucao é tnica. Em
termos de caracteristicas, tem-se, no primeiro caso, r(A) = r(A|B) < n
(n é o numero de incégnitas) visto que 7(C) = r(C|D) < n; e no segundo
r(A) =r(A|B) =n.

Resumindo:

Um sistema é:

e impossivel se e s6 se 1(A) < r(A|B)
e possivel e determinado se e s6 se 7(A4) =r(A|B) =n
e possivel e indeterminado se e s6 se r(A) =r(A|B) <n
(o grau de indeterminacao n — r(A))
Nota 1 Uma vez que a classificacdo do sistema pode ser feita através das

caracteristicas das matrizes simples e ampliada, ndo € preciso que no pro-
cesso de condensagao cheguemos a uma matriz na forma de [C|D]. Basta
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que cheguemos a wma matriz em escada, isto €, da forma

Bin Pz Bz - By Bigry o Pin

1)
0 P Baz - Boj Bog+1) -+ B ; 5;
0 0 B33 -+ B3 B3+ - Bon >
S
0 0 0 - B Big+y - Bin | G
O 0 0 -~ 0 0 0 | o
0 0 0 - 0 0 ... 0 | Om]

pois jd dd informacdo sobre caracteristicas.

2.3 Resolucao de sistemas lineares

Chama-se sistema homogéneo a todo o sistema da forma AX = 0. Um
sistema homogéneo é sempre possivel pois tem pelo menos a solugao nula.
Se for indeterminado tera outras solugoes.

Teorema 2 Seja AX = B um sistema de equagoes lineares, possivel, e Y
uma solucao particular. Entao qualquer outra solucdo Z do sistema € soma
de'Y com uma solugao do sistema homogéneo associado.

Tem-se portanto que a solucdo geral de sistema AX = B € obtida pela
soma de uma sua solucdo particular com a solucdo geral do sistema ho-
mogéneo associado.

Dem. Seja Y uma solugao do sistema dado e U uma solucao do sistema
homogéneo. Entao

AY +U) = AY + AU = AY + 0 = AY,

o que mostra que Y + U também é solucao de AX = B. Reciprocamente,
se Z for solugao de AX = B, consideremos U = Z —Y. Entao, Z =Y +U e

AU=A(Y - Z)=AY —AZ=B—-B=0,

o que mostra que Z é soma da solugao particular do sistema Y com uma
solucao do sistema homogéneo associado.ll

Consideremos novamente o sistema introduzido na secgao anterior

a11.¢1 + a12.¢2 + a13.23 + ... + a1p.Ty = by
a91.21 + a99.22 + a93.23 + ... + aop. Ty = by

Am1-T1 + Am2.T9 + am3.T3 + ... + Qmn- Ty, = by,
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e suponhamos que ele é possivel. Como vimos, através da condensacao da
matriz ampliada, obtemos o sistema equivalente

1+ 0.29 +0.23+ ...+ O..%'lj + C1(j+1)-T(j+1) +...+cnxy, = di
o+ 0.x3+...+ O.J)Qj + Co(j+1)-T(j+1) +...+cop.Tn = do
I3 + ...+ OZL‘3J + C3(j+1)'$(j+1) 4+ ...+ C3n. Ty — d3
0z, = 0
0.z, = 0,

ainda equivalente a

T1 = —Ci1(j+1)-Zj41 — -+ — Cln-Tp +d;
T2 = —C>j+1)-Lj4l — -+ — C2n.Tp + do
T3 = —C3(j+1)-Tj+l — --. = C3n-Tn + d3
Tj = —Cj(j+1)-Tj+1 — .- — Cjn-Tn + dj,

0 que mostra que as j primeiras variaveis vém em funcao das restante n — j.
Logo a solucgao geral do sistema sera, representando em vector coluna,

—Cl(j+1).xj+1 — ... — Clp-Tp + d1
—62(j+1).xj+1 — ... — Cop. Ty + d2
—C3(j+1)-Lj4+1 — -+ - = C3p-Tp + ds
—Cj(j+1)-Tj4+1 — -+ — Cjn.Tp + dj P41, L4255, T € R
Tj+1
Lj+2
L Tn m /

A solugao geral pode ser reescrita como soma de uma solugao particular com
a solucao geral do sistema homogéneo associado. Nao apresentaremos no
caso geral mas ilustraremos esta afirmacao com os seguintes casos praticos.

Exemplo 3 Consideremos os trés sistemas sequintes:
1)
T+ 229 + 323 = 14
4x9 + bxg = 23
—x1 + 219 + 223 =9
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Utilizando a condensacdo da matriz ampliada tem-se

1 2 3 | 14] (1 2 3 | 14 123 | 14
0 45 ] 23| - |045 | 23| =045 ] 23|
-1 22| 9 | 0 4 5 | 23 00071 0
12 3 | 14 ] [1 0 1/2 | 5/2
0 1 5/4 | 23/4| — |0 1 5/4 | 23/4 (2.7)
00 0 | 0 (00 0 | 0

donde, r(A) = r(A|B) = 2 < 3 = n° incognitas. Daqui se conclui que o
sistema € possivel e indeterminado com grau de indeterminagdo 1. De (2.7)
obtemos o sistema equivalente ao inicial

1 5
I + §l'3 = g
5! 3
To + 711'3 =7

ou seja

1 5
{ x1:_§$3+§

Logo, a solucao geral do sistema dado é

1 +5 5 +23
—=x3+ =,—~T3+—,T
9 3 27 4 3 4’ 3

5 23 1 5
0 o2
(27 4,0>+£L'3< 2 4 >

que corresponde exactamente d soma de uma solucdo particular do sis-
tema (%, %,0) com a solugdo geral do sistema homogéneo associado e que é
A (f%, 72, 1), A € R. Observe-se que a cada subsbitui¢cao do parametro xs
obtém-se uma solucdo do sistema, e vice-versa. A existéncia de um inico
parametro a substituir estd ligado ao facto de o grau de indeterminacgdo ser

1.

isto €,

2) Dado o sistema

r+y+z+2w=1
20 —y+z—w=-1
—3y—z—bdw=-3
20 — 4y — 6w = —4
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tem-se por condensac¢ao da respectiva matriz ampliada

11 1 2 | 1 11 1 2 | 1
2 -1 1 -1 | -1 |0 -3 -1 -5 | -3/
0 -3 -1 -5 | -3 0 -3 -1 -5 | -3
2 4 0 -6 | —4 | 0 -6 -2 —10 | -6

11 1 2 | 1] 1101 2 | 1]
0 -3 -1 =5 | =3 _ |01 1353 1]

00 0 0 | 0 00 0 0 |0

000 0 0 | 0| 00 0 0 | 0]

710 2/3 1/3 | 0]

01 1/3 5/3 | 1

“loo 0 0 |0

00 0 0 | 0]

Logo r(A) = r(A|B) = 2 < 4 = n° incognitas, donde se conclui que o

sistema € possivel e indeterminado com grau de indeterminacdo 2. Obtemos
o sistema equivalente

2 1
T+ -z+-w=0

?
ou seja
2 1
r=——=z—-w
31 35
yzl—gz—gw

2 1 1 5
——z——w,l——-z— = :
{( 3z 3w, 3z 3w,z,w> Z,W € R},

isto €,

2 1 1 5
{(0,1,0,0) 4+ z <_37—3,170> —+ w <_3,—3,0, 1> AN S R}

que corresponde exactamente a soma de uma solucao particular do sistema
(0,1,0,0) com a solug¢do geral do sistema homogéneo associado e que é
{/\1 (—%, —%, 1,0) + Ao (—%, —%,0, 1) T AL, A € R}. Observe-se que a cada
subsbituicao dos parametros A1 e A2, obtém-se uma solucdo do sistema, e
vice-versa. A existéncia de dois parametros resulta do facto de o grau de
indeterminacao ser 2.



2.4. SISTEMAS DE CRAMER 11

3) Como terceiro exemplo, seja

1+ 2z9 4+ 323 =14

4x9 + bxg = 23
201 +x3 =17
Entao
1 2 3 | 14 1 2 3 | 14 1 2 3 | 14
045 ] 223|—-]10 4 5 | 23 | =045 | 23
201 | 7 0 -4 -5 | =21 000 | 2

donde, 7(A) =2 < r(A|B), o que mostra que o sistema € impossivel.

2.4 Sistemas de Cramer

Chama-se sistema de Cramer a um sistema de n equacoes a n incognitas,
x1,T2,..., T, cUja matriz simples tem caracterisitca n, ou seja, é invertivel,
ou ainda, tem determinante nao nulo.

A sua solucao pode ser dada pela regra de Cramer que diz o seguinte:

- O valor de cada incdgnita x; é dado pela fraccao cujo denominador é o
determinante da matriz simples A e o numerador é o determinante da matriz
que resulta de se substituir na matriz simples a coluna dos coeficientes da
variavel x;, pela coluna dos termos independentes, ou seja, pondo

ayr - arg—1 b a1 - ain
asy -+ agi—1 by agiy1 - agy,
Ai == )
anl - QAng—1 by, Qni+1 *°°  Ann
tem-se
A;
mz——’A‘,z:l,Z ,N

Exemplo 4 Consideremos o sequinte sistema

20 —y+ 2z =12
dr + 52 =6
rx+3y—2z2=3
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Temos

Al

A,

0 6 |=114

SN ORI Y
w
|
o

Portanto, pela regra de Cramer, teremos:

Logo, o sistema tem como soluc¢do <

A, —189 189
1Al =31 31
A, 108 108
1Al ~ =31 31
A, 114 114
1Al T =31 31

189 108 114
317 317 31 )



