Matematica I
1° semestre - 2012/13
Licenciatura em Economia

Exercicios

Analise Matematica

2 Numeros reais. Breves Nocoes topologicas

2.1. Demonstre pelo principio de inducao matematicas:
a)1+243+...+n= @, para todo o natural n > 1,
b) Desigualdade de Bernoulli: Sendo a > —1 e n € IN,

(I+a)">1+na.

¢) Binémio de Newton:

(a+b)”:z<n >a”pbp, Vo eN,  VapeR.

p=0 P

n!
Recorde que < " > = ——— e que desta igualdade se tira imediatamente que
p pl(n —p)!

(5 )-Gl)=G)

2.2. Considere as seguintes igualdades
1=1; 1-4=—-(1+2) 1-44+9=1+2+43; 1-449—-16=—(1+2+3+4).

Tire daqui uma lei e tente demonstra-la por inducao.

2.3. Interprete geometricamente os seguintes conjuntos:

a) {z:|z| <1},

b) {z : |z| < 0},

c){z:]xr—a|l <e},ondee>0

d) {z : |z| > 0},

e) {z:(x—a)(x—>b) <0},ondea<b



f) {z: 23 > 2},
g) Lo o —1] > [z}

2.4. Resolva as equagobes seguintes
a) r+2 =4z +13
b)|lz+2=v4i—=x
c)x? —2|z|-3=0

2.5. Sejam A e B dois subconjuntos de IR tais que A C B e suponha que A é nédo vazio e B é majorado.
Justifique que existem os supremos de A e B e prove que se verifica sup A < sup B.

2.6. Mostre que
a) |z +y| < |z| +[yl,
b) |z = [yll < |z —yl.

2.7. Resolva as inequacodes seguintes e indique o conjunto das solugoes:

a) |3 —2x| <1, k)|2—-3z| <1

b) [1+2z| <1 ) |z —3]>2

c) |z —1]>2 m) |3 -z <1
d)|lz+2]>5 n) |z —4| < |z + 2|
e) |5 —x71 <1 0) |[z? —5| <2

f) |z —5| < |z + 1] p) z <x?—12 < 4x
g) |22 -2 <1 q) ]237—1\—3;22
h) 2z —1|=5 1) T <

1

)
52 —6]+3=10 s)x— 2>(|xy—1)2
|20 — 1| = |4z + 3] t)

J

2.8. Determine em IR o conjunto dos majorantes, dos minorantes, o supremo, o infimo, o maximo e o
minimo (caso existam) dos seguintes conjuntos:

a) {1,sin 1,sin 2} e) {2+ L :m,nelN}

b) {(-1)"1 :n € N} £) {n(=D" :m,n € N}

¢){% :neN}comaeRtal quea| <2 d) {m+L:mneN}

2.9. Determine o interior, o exterior, a fronteira, a aderéncia, o derivado, o conjunto dos minorantes, o
conjunto dos majorantes, o supremo, o infimo, 0 maximo e o minimo (caso existam) dos seguintes conjuntos:
a) A=[2,3[U4,10], c¢) C=1]0,1]\Q,
b) B =5, 7[U{15}, d) D=1[2,3]nQ.

2.10. Determine o interior, o exterior, a fronteira, o derivado e a aderéncia dos seguintes conjuntos:

a) A= {r € R: 2% <49},
b) B = {x : x é irracional e z? < 49}.
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2.11. Considere o conjunto

A:{xEIR:ajzl—i—(_l),nelN}
n

a) Determine o interior, o exterior, o derivado, a fronteira e a aderéncia de A.

b) Averigue se o conjunto A é aberto ou fechado.

2.12. Determine o exterior, o interior, a fronteira e o derivado do conjunto:

A:{:UGQ:|;U—|—3|<5}U{x:méirracional/\—\/§§x§\/13}.

2.13. (Exame) Sao dados os conjuntos

2
A:{melR: ‘31}
T — 2
¢ 1
B:{yGIR:y:(—l)" (2+n> /\nE]N}.
Determine:
a) int(AU B),
b) (AU B)'.

2.14. (Exame) Dados os conjuntos
1)1 1
A:{xEIR: ‘1—”4—1' <2}
x| |z x

14 2n

B—{yelR:y— /\nE]N}

a) Determine A sob a forma de intervalos de nimeros reais.

b) Determine, caso existam, o supremo e o infimo de AN B.

3 Sucessoes numéricas

3.15. Calcule o limite de cada uma das seguintes sucessoes:
2

n n
As=o =iy 9=y
b)sn=13 =g Dea="5"

3.16. Sejam () € IR uma sucessao, T, — oo, P(z) = apxh + ... + ap_17, + ap e Q(x) = boxh + ... +
bg—1n + by duas fungoes polinomiais de coeficientes reais, p, g € IN, ag # 0, by # 0. Mostre que
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a) lim P(x,) = lim aga},.

a

b) 1 P(zy) i apzh b PTD
11m = 11m =

Q(l'n) box% oo sep>q,

0 sep<aq.

3.17. Calcule, se existir, o limite de cada uma das seguintes sucessoes:

) 1—n f) 2n+3
a) U, = —— Uy = —— =
" 4n+3 " 3n—1
n2+2 n?—1
b = - -~
Jun = gy Bl un =i
3n 2" 4+ 1
2 v g b un = o=y
—n3+2 nd+1
d = —— 1 =
Jin = g ) un = o1
n?+3n n?-1 (—1)"n3 +1
e)un: n+2 o J)un: n2 42
~1(n -2
k)un_n(n )(n —2)

3.18. Calcule os limites das seguintes sucessoes:

a) cos(n) sin <le>

n(n—1)(n = 2)(n - 3)
(n+1)(n+2)(n+3)"
c) (cos(z))", x € R,

1 1 1

d =4+ ——+... + —,

)\/ﬁ vn—+1 v2n

) L, 1 L !

e et —,
Vn2+1 Vn2+2 vVn24+2n+1
2 (n+1)2 T (2n)2

n n n

g) + cet

Vni+1l Vnfi+2 vVt +n’
h) vn+1—-+vn

3.19. Calcule os limites de cada uma das seguintes sucessoes:
n+3\*" n+5\" 3\"
a)un:(n+1> b)un:<2n+1) ¢) tn = l_ﬁ )

3.20. A sucessdo s = {s,}nen+ definida por s; = 1 e s, = v/sp,—1 + 1 é convergente. Explique porqué e
calcule o seu limite.
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4 Séries numéricas e de poténcias

4.21. Diga se sao convergentes as séries seguintes. Em caso afirmativo, determine a sua soma.

SS(ONT SO

n>0 n>1 n>0
)y (i) &) Y 5
n>3 n>0

4.22. Determine para que valores de x convergem as séries e calcule a sua soma.

)Y () wx(®) O (—fa) ) S(e+ 1

n=0 n=0 n=0 n=0
= " = " 2\ "2 = " (1= |z
)2 0+ () e my
n=0 n=0 n=2 n=0
i nZ:;) (n+3)! ) nZ::Q n

4.23. Utilize a teoria das séries geométricas para calcular os racionais correspondentes as dizimas:
a) 3,666. ..

b) 1,571428571428571428 . ..
c) 1,181818. ..
d) 0,999 ...

4.24. Calcule o raio de convergéncia e indique o maior aberto onde as seguintes séries de poténcias sao
absolutamente convergentes:

> " 2 n(z 4 1)%"
2) ; n(n+1) ) 7;1 3n

(e o] o0

T 2n+1
b) Z (24;/1”») d) Zn!nfnx”

n=1 n=1

Page 5



