Analise Matematica II1

LISTA 10

(1) Indique se, para uma funcao mensurdvel f, o conjunto de nivel

f~*({a}) é mensuravel para qualquer a € R.

(2) Considere a o-dlgebra M(RR) dos conjuntos mensuraveis a Lebesgue
em R. Determine se qualquer fungao monétona f: A — R com

A € M(R), é mensurével.

(3) Seja f: E — R mensuravel a Lebesgue com E € M tal que m(E) <

+00. Considerando a fungao w: R — R dada por

wxz)=m{y e E: f(y) >x}),

determine:
(a) o contradominio de w.
(b) a monotonia de w.

c) se w é uma fungao mensuravel.

(
(d) limg— oo w(z).
(
(

f) lim,_,,+ w(z).

hmx—>a (l’)

se m(f~1({a})) = 0 implica que w é continua em a.

(g

)
)
)
e) limy o w(x).
)
)
(h)

(4) Indique quais as fungoes simples e para essas calcule os seus integrais
relativamente & medida de Lebesgue:
(a) f = X[1,400[ T X]=00,—1]
(b) f = 2X(0,4+00[ — 3X]1, 400

z7!, zeN
(c) flz)=
0, c.C.
z, x 'eN
(d) f(z) =
0, c.c.
1, 0<x<1/2,0<y<1
-3, 12<2<1,0<y<1/2
(e) flz,y) =

2, 1/2<z<l,1/2<y<1

0, c.c.

() £ =2 ken(=D"E X0,1/x]

INote que [z] ¢ a parte inteira de z, i.e. [z] = sup{k € Z: k < z}.
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(g) f(z) = [ZL‘]X[—loo,loo]
() f(z,y) = ([z] + [V])X[0,21x[0,2) (%, ¥)
(i) f(z,y) = ([1%} X}0,2[(y) - [1_%} X]0,3[($)) X]O,+oo[><]0,+oo[(xvy)

(5) Para a € R™", A € P(R"), considere a medida de Dirac

5.(A) = {1, a€A

Prove que:

(a) &4 é uma medida em R™.

(b) [gn @ dda = p(a) onde ¢ é uma funcao simples.
(¢) [gn fddy = f(a) onde f > 0.



