Analise Matematica II1

LISTA 11

(1) Demonstre as seguintes proposicoes para f,g € L'(E, ) usando a

defini¢ao de integral de Lebesgue:

(a) Se f < g q.t.p., entdo [, fdu < [rgdpu.
(b) Se A C E com A mensuravel, entao [, |f|du < [ |f|dp.

)
(c) Se u(A) =0, entao [, fdu=0.
(d) Se A, B sao mensuraveis e disjuntos, entao fAuB fdu= fA fdu+

Jp fdp.
(e) Se f =0 q.t.p., entdo [ fdu=0.
(2) Usando o teorema da convergéncia mondtona, mostre que:
(a) Se f,g€ LY (E,p) e a, 3 € R, entdo af + Bg € L'(E, ) e

/E(aerﬂg)dﬂza/Efdquﬂ[Egdu.

(b) Se f > 0 é mensurével, entdo pu(A) = [, f dm define uma me-
dida.

(3) Calcule, recorrendo ao teorema da convergéncia dominada, os se-

guintes limites

lim fjoo |””| cos" () dx
limf e~ (@) gy dy
(e) lim [po %ﬁl)y) dx dy

(4) Mostre que para > 1 temos

+oo —t _ _—uat
/ £ T a= log x.
0 t

Sugestdo: Use a regra de Leibnitz.

(5) * Podemos escrever um nimero x € [0, 1] em base 3 como
ag
Tr = (0.@1@2@3...)3 = 37

keN

onde aj, € {0,1,2}. Considere a fungao de Cantor f: [0,1] — [0, 1]
dada por



onde N =inf{k: ap =1} e by =ax/2se k < N eby =any =1, com
x = (0.a1a2a3 . ..)3 (note que podemos ter N = +00).
Ou seja, consideramos os algarismos da representacao em base

3 de x até aparecer um 1. Por exemplo, se z = (0.02002212001)s3,
entdao N = 7 e temos os algarismos 020022. Dividimos por 2 cada um
de forma a obter os by’s 010011 e definimos by = 1. Finalmente, f(z)
¢ dado como o nimero cuja representacao em base 2 ¢ (0.0100111)s.
(a) Mostre que:

(i) f(0)=0, f(1)=1.

(ii) f é crescente em [0, 1] e constante em cada subintervalo

de [0,1] \ A, onde

A= {:ZZ = (0.0,1(12...)3 S [0,1]: ar € {0,2}}.
(iii) ** f é continua em [0, 1].

(iv) f' =0 m-q.t.p. Sugestao: Calcule a medida de A.
(v) fA—2z)=1-f(z)e2f(z/3) = f(x).

(b) Uma fungao g: [a,b] — R é absolutamente continua sse ¢’ existe

q.t.p. e é integravel a Lebesgue satisfazendo

/ " () dt = g(x) — g(a)

para qualquer z € [a,b]. Determine se a fun¢ao de Cantor f é

absolutamente continua.



