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Resumo

Estas notas destinam-se & disciplina de Teoria da Probabilidade
e Processos Estocasticos do Mestrado de Matematica Financeira do
ISEG do ano lectivo 2012/2013. Parte do material aqui apresentado
foi retirado dos textos [1] e [2].
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Nesta primeira parte do curso, faremos uma breve introdugao a teoria
da medida e integral de Lebesgue. Os resultados que iremos apresentar



sao fundamentais para o desenvolvimento da teoria da probabilidade.

Em teoria da medida, pretende-se construir fungoes que a cada sub-
conjunto de R associam um valor positivo, uma medida que generalize
o conceito usual de comprimento de um intervalo. Como motivagao,
relembremos brevemente o integral de Riemann. O integral de Rie-
mann de uma fun¢ao f : [a,b] — R pode ser aproximada por somas do
tipo

> f(ai)comp(E;)
=1

onde E; sao intervalos disjuntos cuja unido ¢é [a, b], z; € E; e comp(E;)
¢ o comprimento do intervalo F;. Em teoria da probabilidade, o inte-
gral de Riemann é insatisfatorio, uma vez que existem fungdes simples
nao integraveis, como é o caso da fungao (variavel aleatoria) definida
no intervalo [0, 1] que atribui 1 aos racionais e 0 aos irracionais. Com o
objectivo de generalizar o integral de Riemann, o matematico francés
Henri Lebesgue procurou uma medida m que tivesse as seguintes pro-
priedades:

1. m(@) =0.

2. m(A) > 0 para qualquer A C R.

3. m(I) = comp(I) para qualquer intervalo I C R.
4

- m(U2, Ai) = Y02, m(A;) para quaisquer 4; C R, i =1,2,...,
disjuntos dois a dois.
5. m(A+ x) = m(A) para todo A C Rez € Ronde A+ 2z =
{a+z:a€ A}

No entanto, para que estas condigoes fossem compativeis entre si,
teve-se que restringir o cilculo da medida a certos subconjuntos de R,
denominados por conjuntos mensurdveis.

1 Espacos de medida

1.1 o-algebras

Definigao 1.1. Seja X um conjunto nao vazio e P(X) a colec¢ao de
todos os subconjuntos de X. Uma subcolecgao F C P(X) é uma
o-algebra sse

1. 0 e F,
2. se A € F entao A° € F,
3.se A, € F,i=1,2,...entao | J;2, Ay € F
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Ao par (X, F) chamamos espago mensuravel e os elementos de
F sao os conjuntos mensuraveis.

Exemplo 1.1. Alguns exemplos de o-algebras:

1. F={0,X}
2. F={0,X,A, A}
3. F=P(X)

Exercicio 1. Seja (X, F) um espa¢o mensuravel. Mostre que
1. X e F.

2. se Ay e F,i=1,2,... entdo | J; A; € F.

3.se A, € F,i=1,2,... entao ;2 A; € F.

4. se A, € F,i=1,2,...entao (., Ay € F

5. se A,B € F entao A\ B € F.

Proposigao 1.2. Sejam X um conjunto e C uma colecgdo de subcon-
juntos de X. Entdo existe uma unica o-dlgebra F* que contém C tal
que se F € uma o-dlgebra que contém C entao F* C F.

Demonstragao. Seja § o conjunto de todas as o-dlgebras que con-
tém C. Note-se que § é nao vazio uma vez que P(X) € §F. Seja F* a
interseccao de todas as o-dlgebras pertencentes a §, ou seja

F*={AcPX):AcF, VYFe3}.

E claro que C C F*. Resta apenas mostrar que F* é também uma o-
algebra. Iremos demonstrar que F* é fechado para unides numeréaveis,
deixando a verificagao das restantes condi¢bes ao cuidado do leitor.
Sejam A; € F*, i = 1,2,.... Por defini¢do, temos que A; € F para
todoo F e §Feti=1,2,.... Segue do facto de F ser uma o-algebra que
U; Ai € F para todo o F € §. Logo |J; Ai € F* como pretendiamos
mostrar. 0

A og-algebra F* obtida na Proposigao 1.2 é designada por o-algebra
gerada por C e denota-se por o(C). Num certo sentido, o(C) é a
“menor” o-algebra que contém a coleccao C. Uma aplicagao relevante
deste resultado é a seguinte. Seja X um espago métrico ou mais geral
um espago topoldgico. A o-dlgebra B(X) = o(abertos de X) gerada
pelos abertos de X ¢é designada por o-algebra de Borel e os seus
conjuntos mensuraveis designados por Borelianos. Note-se que B(X)
contém também os fechados de X, unides numeraveis de abertos de
X, interseccoes numeraveis de abertos de X, etc.



Exercicio 2. Mostre que a interseccao numeravel de o-algebras é uma
o-algebra. Serd a unido numeravel de o-dlgebras também uma o-
algebra?

Exercicio 3. Seja A C X. Determine o({A}).

Exercicio 4. Seja X um espago topologico. Mostre que B(X) =
o(fechados de X).

Exercicio 5. Mostre que se A° é numeravel entao A é Boreliano.

1.2 Medidas

Defini¢ao 1.2. Dado um espago mensuravel (X, F), uma fungao p :
F — [0, 00] é€ uma medida sse
L. u(0) =o0.
2. para qualquer sucessdo de subconjuntos A; € F, i = 1,2,...,
disjuntos dois a dois A4; N A; =0, i # j tém-se

M(U Ai) = ZM(Ai) ;

A segunda condig@o é conhecida por g-aditividade. Ao tripleto
(X, F,p) designamos por espago de medida

Exemplo 1.3. 1. Seja X um conjunto qualquer, 7 = P(X). Para
qualquer A € P(X) define-se a medida de contagem como

oo se A é infinito.

#A se A éfinito,
pu(A) = {

2. Considere-se o espaco mensuravel no exemplo anterior. Dado
x € X e A€ F define-se

0z (A) =

1 se xz€A,
0 se z¢A.

Esta medida designa-se por medida de Dirac ou massa unitaria
concentrada em x.

Proposicao 1.4 (Propriedades da medida). Seja (X, F, u) um espago
de medida. Entao

1. (aditividade finita) Sejam Ay,..., A, € F, disjuntos dois a dois,
entio (A1 U---UA,) = pu(Ar) + -+ u(Ay).



2. (monotonia) Sejam A, B € F tal que A C B entao pu(A) < u(B).
3. (continuidade inferior) Sejam A; € F, i =1,2,... tal que

A1CA2CA3C"‘,

entao

p(lJ A) = lim pu(An).

n—oo
i=1
4. (continuidade superior) Sejam A; € F tal que u(Ay) < oo e
A13A23A33"’,

entao

() A)) = lim p(Ay).

' n—00
=1

Demonstracao.

1. Sejam B; = A; parai=1,...,ne B; = () parai > n. E claro
que u(B;) = p(A;) parai = 1,...,n e u(B;) = 0 para i > n.
Pela o-aditividade obtemos que

AU UA,) =l Bi) =) w(Bi) = (A1) + -+ p(An) -
=1 =1

2. Uma vez que B = AU(B\ A) e AN (B\ A) = 0, segue da
propriedade anterior que pu(B) = p(A) + p(B\ A). Logo p(A) <
1(B).

3. Sejam By = Aj e B; = A;\ A;_1 parai = 2,3,.... Note-se que o0s
conjuntos B; sao disjuntos dois a dois. Mais, (Ji=; 4i = Uiy Bi-
Logo, pela o-aditividade obtemos que

p(lJA) =nJB) =D wB).
=1 =1 =1

Por outro lado, u(B;) = u(A;)—p(A;—1) (mostre esta igualdade).
Logo

S u(B) = p(Ay).
=1

Fazendo n — oo tém-se Y .0 pu(B;) = limy, 00 A;,, de onde segue
o resultado.

4. Deixa-se como exercicio.
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Exercicio 6. Seja (X, F, ) um espago de medida. Mostre que para
qualquer A, B € F tal que A C B tem-se u(B\ A) = u(B) — pu(A).

Exercicio 7. (o-subaditividade) Sejam (X, F, u) um espago de me-
dida e (Ap)nen uma sucessao de elementos de F. Mostre que

,U(U Ap) < Z,U(An)-
n=1 n=1

Exercicio 8. Sejam p; e po duas medidas do espago mensuravel
(X, F). Mostre que p1 + po definida por (p1 + p2)(A) = u1(A) + p2(A)
para todo o A € F é uma medida de (X, F).

Exercicio 9. Demonstre a propriedade (4) da proposigao anterior,
isto é, a continuidade superior da medida.

Exercicio 10. Mostre que a condigao pu(A;) < oo nao pode ser re-
tirada do enunciado da propriedade (4). (Dica: construa um contra-
exemplo considerando um conjunto infinito X e a medida de contagem

p-)

1.3 Conjuntos de medida nula

Seja (X, F,u) um espago de medida. Um subconjunto A C X é um
conjunto de medida nula se existir B € F tal que A C Be u(B) = 0.
Do ponto de vista da teoria da medida, os conjuntos de medida nula
sao desprezaveis. No entanto, é conveniente que todos os conjuntos de
medida nula sejam também conjuntos mensuréveis, isto é, elementos
de F. Um espaco de medida com esta propriedade diz-se completo.

Proposigao 1.5. A uniao numerdvel de conjuntos de medida nula é
um conjunto de medida nula.

Demonstracao. Deixa-se como exercicio. ]
A diferenca simétrica entre dois conjuntos A e B é o conjunto
AANB=(A\B)U(B\A)=(AUB)\(ANB).

Se A A B é um conjunto de medida nula entao A e B sdo u-
equivalentes. Se adicionalmente, A e B sdo mensuraveis entao u(A) =
u(B) = n(AN B) = u(AU B) (porqué?).

Exercicio 11. Seja (X, F, 1) um espago de medida e A, B C X dois
conjuntos. Mostre que sao equivalentes
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1. A é p-equivalente a B.

2. existe um conjunto N C X de medida nula tal que A N N¢ =
BN Ne€.

3. existe C € F, u(C)=0talque B\C C AC BUC.

Seja F a seguinte coleccao de subconjuntos de X,
F={AcP(X): Aé p-equivalente a algum B € F}

et : F — [0,00] a funcdo definida por 7i(A) = u(B) para algum
B € F p-equivalente a A. E claro que F C F (porqué?).

Proposigao 1.6. (X, F, 1) ¢ um espaco de medida completo.

Demonstracao. Em primeiro lugar verifica-se que F é uma o-
algebra. Demonstramos o terceiro axioma, deixando como exercicio
a verificacdo dos restantes axiomas.

Sejam A; € F, i = 1,2,.... Por definicdo existem B; € F pu-
equivalentes a A;. Logo, pelo Exercicio 11 existem N; C X conjuntos
de medida nula tal que A; N N = B; N N;. Segue que

(942 (0n) <O

Como F ¢ uma o-algebra temos que |J;2; B; € F. Por outro lado, do
Exercicio 1.5 temos que [ J;2; N; é um conjunto de medida nula. Logo
U2, Ai é prequivalente a | Ji2; B; € F, ou seja, (Jiog 4; € F.

De seguida, mostra-se que i é uma medida. E claro que 7i(0) =
u(?) = 0. Para mostrar a o-aditividade, sejam A4; € F, i = 1,2,...
conjuntos disjuntos dois a dois. Como anteriormente, existem con-
juntos B; € F p-equivalentes a A; tal que |J;o, 4; é p-equivalente a
U2, Bi. Note-se que os conjuntos B; sao disjuntos dois a dois. Entao

alJ A =u(U B) = > (B = > A
=1 =1 =1 =1

Resta provar que (X, F, 71) é completo, ou seja, se A é um conjunto
de medida nula entdo A € F. Mas por defini¢ao de conjunto de medida
nula, existe um B € F tal que A C B e u(B) = 0. Logo AA B ¢
um conjunto de medida nula. Portanto A é p-equivalente a B, isto é,
AeF. O

A o-élgebra F é designada por pu-completacao da o-algebra F.



1.4 Medidas de Lebesgue-Stieltjes

Nesta secgao iremos estudar uma classe especial de medidas no espacgo
mensuravel (R, B(R)) onde B(R) é a o-algebra de Borel, ou seja, a
menor o-algebra de partes de R que contém os abertos de R. Estas
medidas desempenham um papel essencial em teoria de probabilidades,
como veremos mais a frente.

Definigao 1.3. Uma fun¢ao F' : R — R é uma fungao de dis-
tribuicao sse

1. F é nao decrescente, isto é, se x < y entao F(z) < F(y).
2. F & continua a direita, limxﬁwg F(x) = F(xo).

Uma medida p definida em (R, B(R)) diz-se localmente finita sse
w([a,b]) < oo para quaisquer a,b € R.

Proposicao 1.7. Seja i uma medida em (R, B(R)) localmente finita
e dado a € R seja F': R — R a funcao definida por

Flz) = {u(]a,w]) sexr>a
—u(]z,a]) sex<a

Entao F é uma funcao de distribuicao.

Demonstragao. De facto, F' é nao decrescente uma vez que para
x < a <y (os restantes casos sao deixados como exercicio) tem-se

F(y) — F(z) = p(la, y]) + p(Jx, a]) = p(Jz,y]) > 0.

Quando a continuidade & direita para zp > a (o caso xg < a é deix-
ado como exercicio), tome-se uma qualquer sucessao decrescente x,
e convergente para xo. Pela continuidade superior da medida p (ver
Proposigao 1.4) e do facto de u(]a, z,]) < oo segue que

DL

F(o) = plla, zo]) = (Vo 2a)) = lim pu(la 2a]) = lim F(a).

n=1

O]

Vimos na proposigao anterior que qualquer medida localmente finita
define uma fungao de distribuigdo. Agora consideremos o problema in-
verso, ou seja, dada uma funcao de distribuicao F' seré possivel associar
uma medida mp? O seguinte teorema responde positivamente a esta
questao.



Teorema 1.8. Dada uma fungao de distribuicao F' existe uma medida
mp em (R, B(R)) tal que

mp(]a,b]) = F(b) — F(a), VYa,beR.

A construgdo da medida mp é reminiscente da construgao da me-
dida de Lesbegue em R. A sua demonstragao pode ser vista em [1].

Observagao 1.9. Note-se que os intervalos considerados sao abertos
& esquerda e fechados & direita, garantindo assim que mpg é aditiva,
isto &, mp(Ja,b]) = mp(la,c]) + mp(]e, b]) para todo a < ¢ < b e por
outro lado garante que mpg é continua superiormente, ou seja, dada
um sucessao decrescente b, \, b tem-se

mp ([ |]a,bal) = mr(la, b)) = F(b) — F(a)

1 ¢

= nlggoF(bn) - F<a) = nlggo mF(]“? bn]) :
Observagao 1.10. Note-se que nem sempre o conjunto unitario {a}
tem medida nula. De facto, usando a continuidade superior da medida
mp temos que

o0

mi({ay) = me((YJa=1/n.a]) = lim mp(la=1/n.a)) = F(a)~F(a").

n=1

Portanto, se a ¢ um ponto de descontinuidade de F' entao mp({a}) é
igual ao “salto” de F' no ponto a.

A medida mp designa-se por medida de Borel-Stieltjes. Denote-
se por Mg a mp-completagao de B(R). Entao (R, Mp,mp) é um es-
pago de medida completo e mp designa-se por medida de Lebesgue-
Stieltjes.

Exemplo 1.11. Sejam a € Re F : R — R a fungédo de distribuicao
definida por F(z) = 1sex > ae F(z) = 0se z < a. A medida de
Lebesgue-Stieltjes mp = 0, onde §, é a medida de Dirac, ou seja, para
todo A C R tem-se

5a(A) = 1 se a€A,
U 0 se ad A

Nao é dificil verificar que Mp = P(R). De facto, dado A € P(R) tal

que a € A (o caso contrario deixa-se como exercicio) pode-se escrever
A={a}U(A\{a}). Note-se que {a} € B(R) C Mp. Por outro lado,
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A\ {a} C] — 00, alU]a, c0[€ B(R) onde d,(] — 00, alU]a,oo[) = 0. Logo
A\ {a} é um conjunto de medida nula e portanto A é mp-equivalente
a {a}. Como Mp é a mp-completagao de B(R) tem-se A € Mp.

Em geral dada qualquer distribuicao F' constante por trogos e com
pontos de descontinuidade {a1,...,ay,}, a medida mp é igual & soma

n

me =3 [Flas) = Fla;)])oa,

=1

e todo o subconjunto de R é Lebesgue-Stieltjes mensuréavel, ou seja,

Mp = P(R).

Exemplo 1.12. No caso em que a fun¢ao de distribuigao ¢ F(x) = z,
Vz € R entdao (R, Mp,mp) escreve-se apenas (R, M, m) e designa-
se m por medida de Lebesgue. Quando restringida aos Borelianos
designa-se por medida de Borel. A medida de Lebesgue satisfaz
algumas propriedades adicionais, em particular:

1. Dado um conjunto E Lebesgue mensuravel, ou seja £ € M,
entdo para qualquer x € Ro conjuntox+FE ={z+y:y € E} ¢
Lebesgue mensuravel e m(x + E) = m(E).

2. Dado um intervalo I C R entao m(I) = Comp([).

Segundo o Teorema 1.8 tem-se que B(R) C M C P(R). De facto é
possivel provar que
B(R) ¢ M S P(R)

Na proposi¢ao que se segue, provamos que a segunda inclusao é de facto
estrita. Ou seja, que existem subconjuntos de R ndo mensuraveis no
sentido de Lebesgue. Para provar a primeira inclusdo veja-se [1].

Proposicao 1.13. Eziste um conjunto V. C [0,1] denominado por
conjunto de Vitali tal que V nao é mensurdvel no sentido de Lebesque,
ou seja, V ¢ M.

Demonstragao. Define-se a seguinte relagdo de equivaléncia no in-
tervalo [0, 1]. Dois ntimeros x, y € [0, 1] dizem-se equivalentes e escreve-
se x ~ y sse y—x for um ntmero racional. Esta relacdo de equivaléncia
particiona [0, 1] em classes de equivaléncia disjuntas A, do tipo a,+Q
para algum a, € [0, 1]. E claro que existem um ntimero nio numerével
de classes de equivaléncia. Seja V' C [0,1] o conjunto formado por um
e um s6 elemento de cada classe de equivaléncia A, (porque se pode
fazer esta escolha?). Seja g, uma enumeragao do racionais em [—1, 1]
e seja V,, = ¢, + V uma translacao do conjunto V.

Os conjuntos V;, sdo disjuntos dois a dois. De facto, se z € V,, NV},
entao r = an + ¢, = ag + ¢, para algum a,,ag € V. Logo, an —ag =
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gm — qn € Q o que implica que a, ~ ag. Como V contém um e um s6
elemento de cada classe A, segue que a, = ag, logo n = m.

Portanto, se V' for mensuravel entao V,, também é mensuravel e
para além disso m(V;,) = m(V) (porqué?). Por outro lado,

0,1 c |V cl-1,2.
n=1
Logo pela o-aditividade e monotonia da medida m tem-se
1=m([0,1) <m({J Vo) =D m(Va) =m(V) +m(V)+-- < 3.
n=1

n=1

A desigualdade anterior é claramente impossivel visto que se m(V) =0
entdo 1 < 0 < 3. Por outro lado, se m(V) > 0 entao 1 < co < 3. Logo
V' nao é mensuravel. O

Exercicio 12. Mostre que se A C R é um conjunto finito ou numeravel
entdao A tem medida de Lebesgue nula.

Exercicio 13. Seja F' uma funcao de distribui¢ao continua. Mostre
que se A C R é um conjunto finito ou numeravel entdo mp(A) = 0.

Exercicio 14. Dé um exemplo de uma funcao de distribuicdo F' tal
que mp({1}) = 1.

Exercicio 15. Considere a funcao,

0 se x<0,
2 se x>0.

1. Prove que F' é uma funcao de distribuig&o.

2. Seja p amedida de Borel-Stieltjes associada a F'. Calcule p(]3,9]).

Exercicio 16. Considere a medida p = 369 + 263 em R. Determine a
fungao de distribuigao F' tal que p = mp.

Exercicio 17. Mostre que uma funcao de distribui¢ao tem no maximo
um conjunto numerével de pontos de descontinuidade.

2 Integracao

Na seccdo anterior definimos medidas que tomam valores na semi-
recta estendida, ou seja, [0,00]. A introdugao do infinito é necessaria
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porque existem conjuntos de medida infinita, como é o caso da me-
dida de Lebesgue de R. Portanto, no desenvolvimento da teoria de
integragao temos de ter algum cuidado com a aritmética em [0, oo].
Assim, definimos para a adicao

a+oo=00+a=o00, Vac][0,o0,
enquanto que para a multiplicagao

oo sea € 0,00
aX00=00Xa=
0 sea=0

Com estas convengoes estendemos as leis usuais ao conjunto [0, 0o],
com excepc¢ao da lei do corte para o infinito, como demonstra o exem-
plo: 0o =0+ 0o =1+ o0 e no entanto 0 # 1.

2.1 Funcgoes mensuraveis

Seja (X, 7) um espago topoldgico, isto ¢, uma topologia 7 C P(X)
cujos elementos, designados por conjuntos abertos, satisfazem as
seguintes condigoes:

1. 0,X er.
2. se Ay,..., A, eTentao Vi N---NV, €T
3. se {A,} C 7 entdo J, Aa € 7.

Ao complementar dos conjuntos abertos designamos por conjun-
tos fechados, ou seja, se A C X é aberto entdo A€ é fechado. Uma
vizinhanga de x € X é um qualquer conjunto V' C X tal que existe
um aberto A C V' que contenha z.

Exemplo 2.1. Verifica-se facilmente que P(X) e {0}, X } sdo topologias
de X, a topologia discreta e indiscreta, respectivamente.

Exemplo 2.2. Sejad: X x X — [0, 00] uma distancia de X, ou seja,
uma funcao que satisfaz

1. d(z,y) =0 sse x =y.

2. d(z,y) = d(y,z) para todo =,y € X.

3. d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) para todo z,y,z € X.

A terceira propriedade é conhecida por desigualdade triangular. O
par (X,d) designa-se por espago métrico. Dado r > 0, o conjunto
B(z,r) ={y € X : d(z,y) < r} designa-se por bola aberta de centro
T e raio 7.
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Um espago métrico é um caso particular de um espago topolégico
onde a topologia é formada por unides arbitrarias (podem ser nao nu-
meraveis) de bolas abertas. Como exemplo, tome-se o espa¢o métrico
(R™, d) onde

dz,y) =z —yll = V(@1 —y1)2 + -+ (@0 — yn)?-

A topologia em R™ induzida pela distancia anterior é conhecida por
topologia usual ou Euclidiana.

Observagao 2.3. Regra geral, nestas notas a topologia subjacente a
R™ sera sempre a topologia usual.

Exemplo 2.4. A recta estendida R = [—o00, c0] é um espaco topoldgico
com a topologia formada por unioes arbitririas de intervalos do tipo
[—00,al, Ja,o0] e ]a, b|.

Sejam X e Y dois espagos topologicos. Uma fungao f: X — Y é
continua sse f~1(A) é aberto de X para qualquer aberto A de Y.

Definigao 2.1. Sejam (X, F) um espaco mensuravel e (Y, 7) um es-
paco topoldgico. Uma funcdo f: X — Y é mensuravel sse f~1(A) €
F para todo o aberto A € 7 de Y.

Exemplo 2.5. Seja ' C X e tome-se a fungao caracteristica de F,
xg : X — R definida por

(2) 1 sexeFl
€Tr) =
XE 0 sex¢ E

A funcao xg é mensuravel sse F é mensurdvel. De facto, dado um
aberto de A C R tem-se: se 0 ¢ Ae1¢ Aentdo y,' (A) =0;se0€ A
el ¢ Aentdo x5z (A) = E%se0¢ Ael€ Aentio x5 (A) = F; se
0€Aele Aentio xz'(4) = X.

De seguida enunciaremos duas proposigoes que permitem estab-
elecer a mensurabilidade de uma grande classe de fungdes. Antes de
continuar convém relembrar as propriedades da imagem inversa, isto
é, quese f: X - Y éuma funcao e A, B C Y entao

FTHAUB) = FHAUSTHB) e fTHY\A) =X\ [T1(4).

Note-se que a primeira propriedade por ser estendida a unioes nu-
meraveis usando indugao.

Proposicao 2.6. Sejam Y e Z espacos topoldgicos e X um espaco
mensurdvel. Se f: X —Y € uma fungdo mensurdvel e g : Y — Z €
uma funcao continua entdo go f: X — Z € uma fungdo mensurdvel.
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Exercicio 18. Demonstre a proposigao anterior. (Dica: use as definigoes
de continuidade e mensurabilidade)

Proposigao 2.7. Sejam X um espago mensurdvel, Y um espago topoldgico,
u,v : X = R duas fungées mensurdveis e ¢ : R? = Y wma funcao
continua. Entao h : X —'Y definida por h(zx) = ¢(u(x),v(x)) é uma
funcao mensurdvel.

Demonstracao. E suficiente demonstrar que a funcdo f : X — R?
definida por f(z) = (u(z),v(x)) é mensuravel. De facto, como h = ¢o f
e ¢ é continua, basta aplicar a Proposicao 2.6.

Resta entdao provar que f é mensurdvel, ou seja, para qualquer
aberto A C R? tem-se que f~!(A) é mensuravel. Procedemos em dois
passos:

1. Considere-se primeiro abertos do tipo A = I x J (rectangu-
los) onde I,J C R sao dois intervalos abertos. Entao, segue
da definicao de f que

A=< =u()nvt(J).

Como u e v sio mensuraveis, logo u~!(I) e v=!(J) sdo conjuntos
mensuréveis de X, tal como sua interseccio. Logo f~1(I x J) é
mensuravel.

2. Como todo o aberto A C R2 pode ser escrito como uma uniao
numeréavel de rectangulos abertos I, X J,, n = 1,2,... (porqué?)
entao

FHA) = £ Tnoxdn) = | £ Taxdn) = [ v )™ () -
n=1 n=1 n=1

Como u~Y(I,,) Nv~Y(J,) é um conjunto mensuravel (pelo argu-
mento do ponto 1.) e a uniao numeréavel de conjuntos mensuraveis
é mensuravel, segue que f~1(A) é mensurével.

O]

Exercicio 19. Mostre, usando a proposicao anterior, que se f,g :
X — R sdo duas fungdes mensuraveis entao

1. f+ g é mensuravel.

2. f-g & mensuravel.

Observagao 2.8. Do exercicio anterior conclui-se que o conjunto das
fungoes mensuraveis f : X — R é um espago linear.
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Enunciamos mais dois resultados, que fornecem condigoes equiva-
lentes de mensurabilidade de funcoes.

Proposigao 2.9. Sejam X um espago mensurdvel, Y um espaco topoldgico
e f: X =Y. Sao equivalentes:

1. f € uma funcao mensurdvel.

2. f7Y(A) é mensurdvel qualquer que seja o Boreliano A de'Y .

Demonstracao. Uma vez que os abertos de Y sao também Bore-
lianos de Y entao é claro que 2. implica 1. Mostremos entdo que 1.
implica 2. Considere-se a colec¢ao de conjuntos

C={ACY:f'(A) éum conjunto mensuravel } .

Quer-se provar que B(Y) C C. Uma vez que f é mensuravel entao C
contém todos os abertos de Y. Por outro lado, usando as propriedades
da imagem inversa mostra-se sem dificuldade que C é uma o-algebra
de Y. Como a o-algebra de Borel B(Y) é a “menor” o-algebra que
contém C segue que B(Y) C C. O

Proposicao 2.10. Seja X um espaco mensurdvel e f : X — R. Sdo
equivalentes:

1. f € uma fungdo mensurdvel.

2. f~Y(a,c]) € mensurdvel qualquer que seja a € R.

Demonstragao. Como |a, 0] é aberto de R segue que 1. im-
plica 2. Para demonstrar a implicagao inversa, considere-se (como
na proposigao anterior) o conjunto

C= {A CR: f}A) éum conjunto mensurével} .

Quer-se mostrar que C contém todos os abertos de R. Por hipotese
sabe-se que ]a,o0] € C, ou seja, f~!(Ja,oc]) é mensuravel. Por outro
lado

e [—00,b] € C, Vb e R. De facto,
FH([o0,b]) = X\ f7H(]b,o0]).

Como f~1(]b, 00]) é mensurével temos que X \ f~1(]b, cc]) é men-
suravel.

e |a,b] €C, Va,beR. De facto,
F(a, b)) = fH([=o0, blNa, 00]) = f7H([—o0, b)) N £ (Ja, 00)).

Como f~Y([~00,b]) e f~'(Ja,00]) sdo mensuraveis, segue que
f~'(Ja,b]) é mensuravel.
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e |a,ble C, Va,b € R. De facto, tome-se uma sucessao crescente by,
e convergente para b. Entao

(G

F74(as0) = 7 (Ulasbal) = | £ (asba) -
n=1

1

n

Como f~!(Ja, by]) ¢ mensuravel para todo n = 1,2, ... segue que
f~*(Ja,b]) é mensuravel.

Finalmente, como todo o aberto A C R pode ser escrito como uma
unido numeravel de intervalos abertos do tipo |ay,b,[ com a, < by,
(porqué?) temos que

FHA) = - (JJans o) = U £ Qans 0al)
n=1 n=1

de onde segue que A é mensuravel. Logo C contém todos os abertos
de R. O

Exercicio 20. Seja X um espago topologico e (X, ) o espago men-
suravel onde B é a o-dlgebra de Borel. Mostre que se f : X — R é
uma fungao continua entao f é mensurével.

Exercicio 21. Dado ¢ € R, mostre que a fungao constante f(x) = ¢
para todo x € R é uma fungao mensurével.

Exercicio 22. Seja f: X — R uma fungao e defina-se
v ) f(@) se f(x)>0 N se f(z) >0
[ = {o wfy<o & W= {—f(:v) e f(z) <0

a parte positiva e negativa de f, respectivamente. Mostre que f é
mensurével sse f* e f~ sao mensurdveis. (Dica: f* = f - xg onde
E={zeX: f(x)>0})

Exercicio 23. Mostre que se f : X — R uma fungdao mensurével
entao |f| também é mensuravel.

Exercicio 24. Seja f : X — R uma funcio mensuravel. Dado a € R,
mostre que o conjunto de nivel {z € X : f(z) = a} é mensuravel.

Exercicio 25. Considere um espago mensuravel (X, F) e um espago
topologico Y. Seja f : X — Y uma funcao mensuravel. Prove que a
coleccao de conjuntos C = {A cY:f Y4 e ]-"} ¢ uma o-algebra.
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De seguida veremos que limites de fungdes mensuraveis resultam
em fungOes mensuraveis, ou seja, a passagem para o limite nao destroi
a mensurabilidade. Convém relembrar as seguintes defini¢gdes. Dada
uma sucessdo a, € R, n = 1,2,..., o limite superior de a, é o
ndamero

lim sup a,, = inf supa,, .
n—o0 k>1 n>k
Ou seja, o maior dos pontos de acumulagado da sucessao a,. Analoga-
mente, o limite inferior de a, é o nimero

liminf a,, = sup inf a,, .
n—00 k>1n2k

Nao é dificil verificar que limsup,,_, . a, = — liminf,,_,(—a,). Note-
Se que uma sucessao a, é convergente sse o seu limite superior e inferior
coincidirem.

Considere-se agora uma sucessdo de funcdes f, : X — R, n =
1,2,.... Para cada x € X, tem-se que f,(x) é uma sucessdo em
R. Logo podemos definir as funcdes sup f,, e limsup f, da seguinte
maneira

(sup fn)(x) = sup fn(‘r) € (lim sup fn)(x) = limsup fn(‘r) :
n>1 n—00
Define-se de forma analoga as funcgoes inf f,, e liminf f,,. Diz-se que
fn converge pontualmente sse liminf f,, = limsup f,,.

Proposigao 2.11. Se f, : X — R € uma sucessao de fung¢oes mensu-
rdveis entao inf f,,, sup f,, liminf f, e limsup f,, sdo fungdes mensu-
ravels.

Demonstracao. Nao é dificil verificar a seguinte igualdade

x € X :sup fu(x) > a :U{xeX:fn(x)>a}.
n>k

n=k

Como f, é uma fungdo mensuravel, segue da Proposicao 2.10 que
I ((a,c]) é um conjunto mensuravel para todo a € R. Logo, como
a uniao numeravel de conjuntos mensuraveis é mensuravel, temos que
(sup f)"'((a,00]) é mensuravel. Segue outra vez da Proposicio 2.10
que sup f, é uma funcdo mensuravel. A demonstracao das restantes
deixa-se como exercicio. ]
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2.2 Integracao de fungoes nao negativas

Considere-se um espago de medida (X, F, ). Uma fungao ¢ : X —
[0,00) é simples sse p(X) = {a1,as,...,a,} e A4 = ¢ *({a;}) &
um conjunto mensuravel para i = 1,2,...,n. Ou seja, uma funcao é
simples se tiver um nimero finito de imagens e suas imagens inversas
foram mensuraveis.

Note-se que os conjuntos A; sao disjuntos e sua unido é X. Por
outro lado pode-se escrever,

@) =3 aia, (@),
=1

onde x4, sdo as fungoes caracteristicas de A;.
Exercicio 26. Mostre toda a fungao simples é mensuravel.

Definigao 2.2. O integral de Lebesgue de uma fungao simples
pem F C X relativo & medida p ¢ o nimero

/Egpdu = Zam(EﬂAi).
i=1

Observagao 2.12. Uma vez que é possivel u(A4;) = oo, usa-se a con-
vencao 0 x oo = 0 descrita no inicio desta secgao.

Observacao 2.13. Note-se que

/sodu:/ - xXEdp.
E X

Exemplo 2.14. Considere o espago de medida (R, B, m) onde m é a
medida de Borel. Segundo a defini¢ao anterior, o integral de Lebesgue
da funcao simples xg em R relativo a m é

/XQdm—Oxm(R\Q)—l—lxm(@)—Oxoo—i—le—O.
Q

Note-se que xg nao ¢ integravel segundo Riemann.

Exercicio 27. Sejam ¢, 1 fungoes simples e a > 0. Mostre que ¢ + ¢
e ap sao fungdes simples.

Exercicio 28. Calcule o integral de Lebesgue em A C [0, 00) relativo
a m das seguintes fungoes simples:

1. ¢(x) = [z] e A=10,10].

2. ¢(z) = [2%] e A=10,2].
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Nota: o simbolo [z] denota a parte inteira do nimero x.

Exercicio 29. Sejam ¢, duas fungoes simples em X. Mostre que se
¢ <1 entdo [ pdu < [, du para todo conjunto mensuravel E.

Na proposi¢ao que se segue, reunimos algumas propriedades im-
portantes do integral de Lebesgue de fungoes simples.

Proposicao 2.15. [Propriedades do integral de Lebesgue de fungoes
simples| Seja (X, F, u) um espago de medida e @, duas fungoes sim-
ples em X . Entdo:

1. Se p <1 entao fEcpdung¢du.

2. Se B; C X,i=1,2,... é uma sucessao de conjuntos disjuntos

entao
o
/ pdp=">" / pd.
U2 B i=1 Y Ei

3. Qualquer que seja a > 0, ap € uma funcdo simples e

/anpdu:a/ wdu.
E E

4. A soma ¢ + 1 € uma funcao simples e
/ w+wdu=/ sodu+/ Y dp.
E E E
Demonstracao.

1. Ver Exercicio 29.

2. Segue directo da defini¢ao de integral de Lebesgue e da o-aditividade
da medida p que

/ pdu=7 ap(JENA) =) "> aju(Ein4;)
U1 Ei j=1 i=1

j=1 i=1

=Y Y au(EinA)) = Z/E pdu
i=1 i

i=1 j=1

3. Se p = > cixa, entdo ap =Y ac;xa,. Logo

/a@du:Zaciu(EﬂAi):aZCiu(EﬁAi):a/ odu.
E E
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4. Se ¢ =) cixa; e Y =Y bjxp, entdo

P+ =) (ci+bj)xans, -
ihj

Por outro lado,
/ o+ dp = (¢;i+bj) u(AiNBj) = / (pdu—i—/ Ydu.
AiﬁBj Az‘ﬂBj AiﬂBj

Logo, como F = Uij A; N Bj e A; N B; sao disjuntos, segue da
segunda propriedade desta proposicao que

/Wrwdu:/ e+Ydu
E Ui,inmBj

= Z/ + ¢ du
i, AiﬂBj

= pdp+ / Ydp
127;/141'03]‘ 127‘7: AiﬂB]‘

—/Ewdwr/Ezﬂdu

O]

Seja (X, F, u) um espago de medida. De seguida definimos o inte-
gral de Lebesgue para fungbes mensuraveis nao negativas usando o
j& conhecido integral de Lebesgue para fungoes simples.

Definigao 2.3. O integral de Lebesgue de uma funcao mensu-
ravel nao negativa f: X — [0,00] em F C X relativo & medida p é
0 namero

/ fdp=sup {/ pdu:p < féuma fungao simples}
E E

Note-se que o integral é sempre nao negativo e pode tomar o valor
00.
Quando f é uma funcao simples, obtemos duas defini¢oes de inte-
gral de Lebesgue para fungoes simples. No entanto, segue da primeira
propriedade da Proposi¢ao 2.15 que o supremo é atingido quando
@ = f. Logo as duas definigoes sdo equivalentes quando f é simples.

Proposicao 2.16. [Propriedades do Integral de Lebesque| Sejam f, g :
X — [0,00] duas fungdes mensurdveis nao negativas. Entao

1. Se f < g entao fEfd,unggdu.
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. Se AC B entio [, fdu < [5 fdpu.

. Secel0,00) entao [pefdu=c [y [fdu.
. Se f=0 ent&ofEfdu:(),

. Se u(E) =0 entao [ fdu=0.

S fdp= [y xefdu.

Demonstragao. Deixa-se como exercicio. O

D v A~ o o

A proposicdo que se segue é bastante util, porque permite gen-
eralizar para fungbes mensuréveis resultados que se conhecem para
fungoes simples.

Proposicao 2.17. Seja f: X — [0, 00] uma fungao mensurdvel. En-
tao existe uma sucessio pn, n = 1,2,... de funcoes simples definidas
em X tal que on /' f. Ou seja 1 <o < p3 <--- e

lim @,(z) = f(z), Vx € X .

n—oo
Demonstracao. Para cada n > 1 define-se

k—1
on

En,k:{xeX: Sf(a:)<k} e Fp,={zxeX: f(x)>n}.

S on
Como f &é mensuravel segue que E, ;, e I}, sao conjuntos mensuraveis.
Seja
271
~—k—1
©n = NXF, + E on XEp 1
k=1

E facil verificar ¢, é uma sucessao crescente de fungoes simples e que
converge pontualmente para f. O

Exercicio 30. Sejam f,g : X — [0,00] duas fun¢oes mensuraveis.
Mostre que f 4+ g e f - g sdo fungbes mensuraveis de X — [0, o0].
(Dica: Use as Proposigoes 2.11 e 2.17).

De seguida, apresentamos trés resultados fundamentais que per-
mitem efectuar as usuais trocas de limites com integrais para fungoes
mensuraveis nao negativas.

Teorema 2.18 (da convergéncia mondtona). Seja f, : X — [0, ]
uma sucessao de fungoes mensurdveis nao negativas tal que fr, N f,
ou seja, fr < fo < -+ elimyoo fr(z) = f(2) para todo x € X. Entao
f € mensurdvel e

n—oo

lim fnd,u:/fdu.
X X
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Demonstragao. Como f1 < fo < --- entdo [y fidu < [y fadp <
.-+ pela Proposigao 2.16. Logo, existe um « € [0, o] tal que

lim fndu=a.

n—o0 X

Pela Proposicao 2.11, f = lim,,_,+ fn € mensuravel. Portanto, resta

a—/deu.

e (< fod,u): Como f,, < f temos que fondug fod,u para
todon =1,2,.... Logo o < [ fdp.

o (o > [y fdu): A prova desta desigualdade é um pouco mais
elaborada. Vamos minorar o integral [ « Jn da seguinte maneira.
Seja ¢ uma fungdo simples tal que ¢ < f. Dado 0 < ¢ < 1
define-se

provar que

En={zeX: fulr) > co(x)} .

Note-se que By C By C E3 C --- (porque fi < fo < --+) e
U,, En = X (porque f > cyp para todo ¢ €]0,1[ e f, / f, logo
para todo z € X existe um n > 1 tal que f,(z) > cp(x)). Entao

/fnduz fndch/ pdu, n=12...
X E’(‘L n

Tomando n — oo na desigualdade anterior obtém-se

azc/ pdu.
X

Como ¢ e ¢ < f s@o arbitrarios, segue da definicado do integral
de Lebesgue que

azsup{/XsodﬂrsOSf}z/deu'

O

Exemplo 2.19. Tome-se fn = X[nnt1)- E claro que fR fndm =1
para todo n > 1 e lim f, = 0. Logo [(lim f,) dm # lim [, f, dm.

Teorema 2.20 (conhecido por Lema de Fatou). Seja f, : X — [0, o0
uma sucessao de funcoes mensurdveis. Entao

/ liminf f, du <lim inf/ fndu.
X - JX

n—o0 n
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Demonstragao. Seja gn(x) = infy>, fr(x). Entao g, < fn e

/gndﬂg/fndﬂ, n=12...
X X

Por outro lado g1 < g2 < g3 < --- onde cada g, ¢ mensuravel e
limy,— o0 gn = liminf f,, por definicao de limite inferior. Logo, o Teo-
rema da convergéncia mondtona implica que

lim gn dp :/ liminf f, du .
X X n—0o0

n—o0

Tomando n — oo na desigualdade anterior obtém-se

n—o0 n—

/liminffnd,ugliminf/ fndu.
X * JX

O

Teorema 2.21. Sejam f, : X — [0,00], n = 1,2,... fungdes mensu-

raveis e -
f@) =) falz), VzeX.

n=1

Entao
oo
fin=Y" [ fdu.
fri=3 ) s
Demonstragao. Exercicio. O

Exercicio 31. Demonstre o Teorema 2.21. (Dica: Considere em
primeiro lugar uma soma finita e use a Proposi¢ao 2.17 e o Teorema
da convergéncia mondétona.)

Teorema 2.22. Considere um espago de medida (X, F, ) e seja f :
X — [0,00] uma fungao mensurdvel. Entao a fungao v : F — [0, 00]
definida por

V(E):/Efd,u, EcF

¢ uma medida em (X, F). Adicionalmente, se g : X — [0,00] é uma
func¢ao mensurdvel entao

/ngy:/Xg-fdu. (2.1)

Demonstracao. A demonstracdo de que a funcao v é uma medida
deixa-se como exercicio. Fagamos a demonstragao da formula (2.1).
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e A formula é vélida quando g = xg. De facto

/XXEdV:V(E):/EfdM:/XXE'fdM-

e A formula é valida para qualquer fungao simples, ou seja, g =
Z;;l ciXg; com Ej; disjuntos. De facto,

/Xzi:cz‘XEidV:;Ci/XXEidV
=;ci/xm-fdu
:/X<;CiXEi)'fdﬂ

e A férmula é valida para qualquer g mensuravel. De facto, se-
gundo a Proposigao 2.17 existe uma sucessao de fungoes simples
©n /" g. Aplicando o teorema da convergéncia mondtona tem-se

/gdl/: lim/gondu: lim/cpn-fd,uZ/g'fd,U
X n—oo Jx n—oo [y X
]

Exercicio 32. Demonstre a primeira parte do Teorema 2.22, ou seja,
que a fungdo v : F — [0, c0] definida por

V(E):/Efd,u, EcF

¢ uma medida. (Dica: Use a propriedade (6) da Proposigao 2.16 e o
Teorema 2.21 para mostrar a o-aditividade.)

Observagao 2.23. O teorema anterior estabelece que dada uma fungao
mensuravel, o integral de Lebesgue de uma unido finita ou infinita nu-
meravel de conjuntos é igual a soma dos integrais relativos a cada
conjunto.

Observagao 2.24. No contexto do teorema anterior podemos escrever
formalmente dv = f du.

Exemplo 2.25. Seja (X,P(X),d,) o espago de medida onde 4, é
medida de massa unitaria concentrada em a € X. Dada uma funcao
mensuravel f: X — [0, 00] iremos calcular o integral de Lebesgue de
f. Atendendo ao Teorema 2.22 vem que

/fdda— fd5a+/ £ds, .
X {a} X\{a}
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Uma vez que 0,(X \ {a}) = 0 tem-se que o segundo integral é zero.

Logo
/ fdou= | fds. = / iy S dba
X {a} X

Mas X{q}f = f(a)X{q} ¢ uma fungao simples. Logo,

/ Fdda = £(a) x 6al{a}) = f(a).
X

Exercicio 33. Considere o espago de medida (X, F,u) onde p é a
medida de contagem. Seja A = {x1,x2,x3} um subconjunto de X e
h: X — [0,00] uma fungdo mensuravel. Mostre que

1. xa - h é uma funcao simples, onde x4 é a funcdo caracteristica
de A.

2. Calcule [, hdpu.

2.3 Integracao de fungoes complexas e espaco
LY ()

Seja p uma medida no espago mensuravel (X, F). A teoria de inte-
gracao para funcoes complexas é uma generalizacao imediata da teoria
de integracao de fungdes nao negativas.

Definigao 2.4. Define-se £!(11) o conjunto de todas as fungdes com-
plexas mensuraveis f : X — C tais que

/X\f|<oo.

Observagao 2.26. Segue da Proposigao 2.6 que |f| : X — [0,00[ &
uma fun¢ao mensuravel. Logo, faz sentido [y |f].

Uma fungdo f € £'(u) diz-se uma fungdo integravel em X no
sentido de Lebesgue, relativamente a medida p. Neste caso, tomando
f = u+iv, onde u,v : X — R sdo fun¢bes mensuraveis, define-se
o integral de Lebesgue da funcao complexa f em FE, relativo a
medida g como sendo o nimero

/fdu:/uJ“du—/u_d,u—i-i/U+du—z’/v_du
E E E E E

onde uT,v" e u, v sdo a parte positiva e negativa de u, v respecti-
vamente. Note-se que f é integravel em E sse fE utdp e fE vt dp sao
finitos.

Teorema 2.27 (Propriedades). Sejam f,g € L'(u) e, B € C. Entdo
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1. af + Bg € LY(u).
2. [xlaf+Bg)du=a [y fdu+8 [y gdp.
3. | fdu| < [ |f] dp.

Demonstragao. Deixa-se como exercicio. [

Observacao 2.28. £!(u) é um espaco linear.

Exemplo 2.29. Tome-se o espago de medida (R, B(R), ) onde p é a
medida de contagem. Considere-se o Boreliano E = {—2,—1,1,2} e
g : R — R a fun¢ao mensuravel g(x) = x. Entao, pela defini¢ao de
integral de Lebesgue

/gdu=/g+du—/9‘d#
FE E E

=/ XE'9+d/~L_/ XE -9 du.
X X

Note-se que xg - g© é uma funcio simples, de facto
Xe- 9" =97 (=2)x(—2y + 9T (= Dxq—1y + 9" (Wxqay + 97 (2)xq23 -

Logo,
/X e gt dp =g 1) + gt @u{2}) = 1x1+2x1=3.

De maneira analoga tem-se [y xg - g~ du = 3. Logo, [ gdu = 0.

Como ja mencionado anteriormente, do ponto de vista da teoria
da medida e integracao, os conjuntos de medida nula sao desprezaveis.
De facto, se f = g excepto num conjunto de medida nula N entao

/deuz/xgdu-

Portanto, diz-se que uma func¢ao f satisfaz a propriedade (P) quase
certamente (g.c.) em F se f satisfizer essa propriedade para todos
os pontos em FE & excep¢ao de um conjunto de medida nula.

Teorema 2.30. Seja (X, F,p) um espago de medida. Entao

1. Se f: X —[0,00] € mensurdvel e [y, f dp =0 para algum E € F
entdo f =0 g.c. em E.

2. Se f e Lu) e [ fdu =0 para todo E € F entio f =0 g.c.
em X.
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Demonstragao.

1. Tome-se o conjunto mensuravel £, = {z € E: f(z) > 1/n}. En-
tao 0 = [, fdu > [p fdu > [p 1/ndu = p(E,)/n. Logo
u(Eyp) = 0. Uma vez que pu(lJ,, En) = 0, segue que f > 0 para
um conjunto de medida nula, ou seja, f =0 q.c.

2. Deixa-se como exercicio.

2.4 Integral de Lebesgue-Stieltjes

Numa secgao anterior, construiriam-se medidas de Lebesgue-Stieltjes
em R, isto é, dada uma fungao de distribuicao F' existe um espaco de
medida completo (R, Mg, mp) onde mp é designada por medida de
Lebesgue-Stieltjes. Tome-se uma funcao g : R — R mensuravel relati-
vamente & o-dlgebra Mp. Ao integral de g relativamente & medida mp
designa-se por integral de Lebesgue-Stieltjes e é usual escrever-se

/gde:/ng.

2.5 Teorema da convergéncia dominada

No contexto das fun¢oes mensuréaveis nao negativas o teorema da con-
vergéncia mondtona garante que para uma sucessao de fungoes que
convergem monotonamente para uma funcao entdo o integral da funcao
limite é igual ao limite dos integrais das respectivas funcgoes.

Nesta secgao enunciamos um teorema semelhante ao da convergén-
cia mondtona. O teorema que se segue, estabelece um conjunto de
condigoOes suficientes para se proceder & troca de limites com integral
quando as funcoes a integrar tomam valores complexos.

Teorema 2.31 (da convergéncia dominada). Seja f, : X — C uma
sucessao de fungoes mensurdveis e g : X — [0,00) uma fungao inte-
grdvel, isto ¢ g € L (1), tal que para todo n > 1 se tem |fn] < g.

Se f = lim,, f, entio f € L (n) e

lim fnd,u:/fdu.
X X

n—oo

Demonstragao. Tomando parte real e imaginaria, pode-se supor
que f, e f sao fungoes reais. Logo —g < f, < g. Como f = lim, f,
temos que f é mensuravel e —g < f < g. Aplicando o lema de Fatou
a sucessao f, + ¢ > 0 obtém-se

/f+gdu§liminf/ fnt+gdp.
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Segue do facto de g ser integravel que

/ fdugliminf/ fndu.
X n—oo X

Aplicando mais uma vez o lema de Fatou, mas agora a sucessao g— f,, >

0, obtém-se
/ g—fdp < liminf/ g— fndu,
X n—oo X

ou escrito de forma equivalente

limsup/ fnd,ug/fd,u.
n—oo X X
O

Exercicio 34. Considere-se o espago mensuravel (X, P(X)). Seja A =
{1,292, x3,...} um subconjunto numeréavel de X e p: P(X) — [0, oo]

a seguinte funcao
:u(E) = Z Qq,
z,€ER

onde oy, ¢ = 1,2,... sao nimeros reais nao negativos. Mostre que
1. p é uma medida, designada por medida discreta.
— o0 . A 1 1
2. =732, ;05 onde 05, é a medida de Dirac.

3. Dada uma func¢ao mensuréavel f: X — [0, o0],

[ ran= 3 saa

r,€E

2.6 Relacao com integral de Riemann

Nesta seccao relacionamos o integral de Riemann com o recém definido
integral de Lebesgue. Relembremos o conceito de integral de Riemann.
Seja f : [a,b] — R uma fungao real limitada onde a < b. Uma par-
ticao do intervalo [a, b] ¢ um conjunto finito P = {ag, a1, ..., a,} onde

a=ay<a1 <...<a,=»>b.

Dada uma particao P pode-se definir as somas inferior e superior
de Riemann da funcéo f relativas a particao P,

Z(f? P) = Zmz(al - aifl) € i(f? P) = ZMl(al - aifl)’
=1 ]
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ondem; =inf {f(z) : a;-1 < x < a;} e M; =sup{f(x): ai-1 <z < a;}.
Uma vez que f é limitada estes nimeros existem. Por fim define-se

b
/ f =inf {f(f, P) : P é uma particao de [a, b]} ,

b
/ f=sup{X(f,P): P & uma partigao de [a,b]} .

Finalmente, diz-se que f é integravel & Riemann sse fif =[f
e ¢ comum denotar-se este nimero por

/abf(:c) da .

O seguinte teorema permite relacionar o integral de Riemann com
o integral de Lebesgue.

Teorema 2.32. Seja f : [a,b] — R wma funcgao limitada. Se f for
integrdvel a Riemann entao f € integrdvel relativamente a medida de
Lebesque e os integrais coincidem,

b
/ flx)dx = fdm.
a [a,b]

Demonstragao. Ver demonstracao em [1]. O

Exemplo 2.33. 1. Se f: [a,b] — R ¢é continua entdo ¢ integravel a
Riemann. Para além disso, se tiver uma primitiva, isto é, existir
uma fungao F': [a,b] — R tal que F’ = f entao

b
F(b) — F(a) = / flx)dx.

2. Ha fungoes simples que nao sao integréveis & Riemann, como
¢ o caso da funcao caracteristica xg : [0,1] — R. De facto,
Y(xq,P) = 0 e X(xg,P) = 1 para toda a particao P. Logo

Jo x4 # Jo xo-

Exemplo 2.34. Considere-se a medida de Borel m no espago mensu-
ravel ([0, 1], B([0,1]) e a seguinte sucessao de fungoes reais

nsinx
14 n2zl/2

fn(x) =1,2,...
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paraz € [0,1]. E claro que lim,, f,, = 0. Para concluir que lim,, f[o 1 fndm =
0 basta, usando o teorema da convergéncia dominada, encontrar uma
fungao integravel g > 0 tal que |f,,| < g. Majorando f,, obtém-se

n < 1 < 1
=14 n2zl/2 = ppl/2 = g1/2°

1 —|—TL2£U1/2

Por outro lado, %/2 ¢ integravel & Riemann no intervalo [0, 1]. Logo
x

| fn| € majorada por uma funcao integravel (no sentido de Lebesgue).
Segue do teorema da convergéncia dominada que lim,, f[o 1] fndm = 0.

‘ nsinx

Exercicio 35. Use o teorema da convergéncia dominada para calcular

o0
lim \/E

— ax.
n—oo [; 1+ nad

2.7 Continuidade absoluta e Teorema de Radon-
Nikodym

Seja (X, F,u) um espago de medida e f : X — [0,00] uma funcao
mensuravel. Como foi visto, a fungao v : F — [0, co] definida por

uE) = [ rau.

¢ uma medida no espago mensuravel (X, F). A medida v tem a
seguinte propriedade: se p(E) = 0 entao v(F) = 0. Esta propriedade
é de fundamental importancia para teoria de probabilidades como ver-
emos adiante.

Definigao 2.5. Seja (X, F) um espago mensuravel e p, A duas medidas
definidas neste espaco. Diz-se que A é absolutamente continua
relativamente a p e escreve-se A < p sse para todo E € F tal que
u(E) =0 entao A(F) = 0.

A definigao anterior diz que A < p sse todos os conjuntos de medida
nula de p forem também conjuntos de medida nula para A. No entanto,
A pode ter mais conjuntos de medida nula que pu.

Acabamos de ver que todas a medidas v construidas através do
integral [, fdu sdo absolutamente continuas relativamente a p. A
questao que se coloca é: serd que todas a medidas absolutamente con-
tinuas relativamente a y podem ser obtidas dessa maneira? A resposta
a esta questao é dada pelo teorema de Radon-Nikodym.

Teorema 2.35 (de Radon-Nikodym). Sejam A e u duas medidas fini-
tas definidas em (X, F) tal que A < p. Entao existe uma tinica fungao
h € LY(u) tal que

)\(E):/hdu, VE € F.
E
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Demonstragao. A demonstracao pode ser encontrada em [1]. [

A fungdo h designa-se por derivada no sentido de Radon-
Nikodym de )\ e escreve-se formalmente

dX
h=-".
dp

Observagao 2.36. A unicidade de h no teorema de Radon-Nikodym
deve ser entendida no seguinte sentido: se f é outra funcao em L£1(u)

tal que A(E) = [ fdu entdo f = h q.c.

Observacao 2.37. O teorema de Radon-Nikodym é valido para o
caso mais geral de A e u serem duas medidas o-finitas, como é o caso
da medida de Lebesgue. Uma medida p de (X, F) diz-se o-finita
sse existirem conjuntos mensurdveis A, € F, n = 1,2,... tal que
Ul An = X e p(A,) < oo para todon =1,2,....

Definigao 2.6. Seja (X, F, u) um espago de medida e A € F. Diz-se
que p estd concentrada em A sse

wE)=upu(ENA), VEeF.

Definigao 2.7. Duas medidas p e A definidas em (X,F) dizem-se
mutuamente singulares e escreve-se p L A sse existem dois con-
juntos disjuntos A, B € F tal que pu esta concentrada em A e \ esté
concentrada em B.

Proposigao 2.38 (Propriedades de < e L.). Sejam p, A\, A1, Ao medi-
das no espago mensurdvel (X, F). Entao

1. se A\ L e o L pentao (A + A2) L .

2. se A\ K e g K poentao (A1 + A2) < .

3. se A1 < ey L pentao A\ L Ao

4. se AL e L pentio A=0.

Demonstragao. Deixa-se como exercicio. O

O resultado que se segue estabelece que qualquer medida finita
pode ser decomposta numa parte absolutamente continua e numa parte
singular (com respeito a4 uma medida finita de referéncia).

Teorema 2.39 (da decomposi¢do de Lebesgue). Sejam p e A duas
medidas finitas no espago mensurdvel (X, F). Entao existe um par de
medidas (Ag, As) definidas em (X, F) tal que

A=Ag+ s, onde A< e AsLlp.
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Demonstragao. Ver demonstragao em [1]. O

Exercicio 36. Considere-se as seguinte medidas em ([0, 1], B): p; =
do, p2 = m e pz = B+ B2 Para que i # j se tem p; < j1;7 Determine
a derivada no sentido de Radon-Nikodym em cada caso.

2.8 Medida imagem

Nesta secgao introduzimos o conceito de medida imagem. Este conceito
é fundamental no desenvolvimento da teoria da probabilidade.

Teorema 2.40 (Medida imagem). Sejam (X, F, u) um espago de me-
dida e (Y, B) um espago mensurdvel onde B é a o-dlgebra de Borel do
espaco topologico Y. Dada uma fung¢ao mensurdvel f : X — Y entdo
a fungao fip : B — [0,00] definida por

fe(B) = p(f'(B)), BeB
¢ uma medida em (Y, B).

Demonstragao. Deixa-se como exercicio. (Dica: use as propriedades
da imagem inversa) O

A medida f,u do teorema anterior designa-se por medida imagem
de pu por f.

Teorema 2.41 (Mudanga de variavel). Nas condi¢des do teorema an-
terior, uma fun¢do mensurdvel g 1 Y — R € integrdvel relativamente a
medida tmagem fip sse a fung¢ao composta go f: X — R € integrdvel
relativamente a 1 e

/Bgd(f*u)Z/f_l(B)QOfdu-

Demonstragao. Deixa-se como exercicio. (Dica: prove o teorema
para fungoes simples, de seguida use o teorema da convergéncia mono-
tona e prove para funcgoes mensuraveis nao negativas e, por fim, use a
defini¢ao de integral de Lebesgue para fungdes mensuraveis.) O

2.9 Produto de medidas e Teorema de Fubini

Sejam (X1, Fi, p1) e (Xo, Fa, u2) dois espagos de medida. Designamos
por X o produto cartesiano X = X7 X X3 e ao conjunto A = A1 x Ay
onde A; € Fi e As € F5 chamamos rectangulo mensuravel. Seja
R C P(X) a colecgao de todos os rectangulos mensuraveis.
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Definigao 2.8. A o-dlgebra gerada pelos rectangulos mensuréveis
0(R) chama-se o-algebra produto e designa-se por F = F; ® Fo.

Dado um conjunto mensuravel F' € F = F1 ® F2, a seccao de F
em x7 é o conjunto
Fp, ={x2 € Xo: (z1,22) € F} .
Analogamente se define a seccao de F' em z9 e designa-se por Fy,.

Exercicio 37. Mostre que se F' é um conjunto mensuravel de F
entdo F,, € Fy e F,, € Fi. (Dica: Mostre que a colecgdo G =
{F € F:Fy € Fo,Va; € X1} & uma o-algebra que contém todos os
rectangulos mensuraveis).

O nosso objectivo é encontrar uma medida p definida em F; ® Fa
tal que para qualquer rectangulo mensurdvel A = A; X As se tem

1(A) = p1(Ar) x p2(Az) .

Dado um rectangulo mensurdvel A = A; x As, a funcdo z; —
u2(Az,) € simples. De facto,

/,LQ(AQ) se rp € A1

Az =
H2(Az) {O se x1 ¢ Ay

Analogamente, se conclui que a func¢ao xg +— p1(A,,) é simples. Por-
tanto,

/ p2(Az,) dpy = pa (A1) X pa(Az) = / pi1(Ay) dpg -

X1 Xo

Logo, este calculo para fungoes simples motiva a seguinte defini¢ao de
I

pA) = [ palAn)din = [ (A die.

Chamamos p a medida produto e designamos por g = 1 X pa. O
seguinte teorema mostra que esta defini¢do faz sentido para qualquer
conjunto mensuravel F' € F; ® Fo.

Teorema 2.42 (Medida produto). Sejam (X1, Fi,p1) e (Xo, Fa, p2)
dois espagos de medida e 1, pa duas medidas o-finitas. Considere-se
a fungao p: F1 ® Fy — [0, 00] definida por

u(F)=/X uz(Fxl)dm:/X pi1 (Fy) dpss -

Entao p € uma medida em F1 ® Fo € € a unica medida tal que para
qualquer rectdngulo mensurdvel A1 X Ay se tem

(A1 x Ag) = p1(Ar) x p2(A2).

34



Demonstragao. Ver demonstracao em [1]. O

Chegamos portanto ao seguinte teorema fundamental.

Teorema 2.43 (de Fubini). Nas condigoes do teorema anterior, se
f € LYy x p2) entdo

/fd(m xuz):/ fduzdm:/ fdpy dps .
X X1 JXo X2 J X1

Demonstragao. Ver demonstragao em [1]. O

Parte 11
Probabilidade

Na segunda parte deste curso, através da teoria da medida e integragao
desenvolvida anteriormente, iremos introduzir os principais conceitos
da teoria da probabilidade e processos estocasticos.

3 Conceitos basicos

Considere-se uma experiéncia aleatoria e seja €2 o conjunto formado
por todos os resultados possiveis dessa experiéncia. Logo €2 é designado
por espago dos resultados. Um subconjunto A C € é designado por
acontecimento. Uma colec¢ao de acontecimentos F que forma uma
o-élgebra diz-se a o-algebra de acontecimentos. Portanto, (2, F)
é um espago mensuravel.

Definicao 3.1. Um espago de probabilidade é um espaco de me-
dida (92, F, P) tal que P(Q2) = 1.

A medida P designa-se por medida de probabilidade. Dado
um acontecimento A € F o ntmero P(A) é a probabilidade do
acontecimento A.

Exemplo 3.1. Considere a experiéncia aleatoéria de langar uma moeda
“perfeita” ao ar e observar qual das suas faces fica voltada para cima,
ou seja, se é cara = ) ou coroa = &.

Formalmente, tem-se o espago de resultados Q = {{, &}, a o-
algebra de acontecimentos F = {0, {{¢}, {d},{<O, #}} e a medida de
probabilidade P = d¢,/2 + 04/2 onde d¢ € d4 sdo medidas de Dirac.
A probabilidade do acontecimento “sair cara” é P({{}) = 1/2.
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Exemplo 3.2. Considere a experiéncia aleatéria de escolher um ntmero
“ao acaso” do intervalo [0, 1].

Mais concretamente, considere-se o espago de resultados 2 = [0, 1],
a o-algebra de acontecimentos F = B([0,1]) e a medida de probabil-
idade P = ml;; (medida de Borel restrita ao intervalo [0,1]). A
probabilidade de o nimero que escolhemos “ao acaso” ser racional é
P(QnNJo,1]) =0.

Exemplo 3.3. Considere-se o espaco mensuravel (€2, P(€2)) com Q =
{1,2,...,n}. Seja P:P(Q2) — [0, 00] a seguinte funcao,

P(A) = "k —pnk, AcQ,
%(QP p

onde 0 < p < 1. E facil demonstrar que P é uma medida de probabil-
idade. De facto, é claro que P()) = 0. Por outro lado, se A; ¢ uma
sucessao de conjuntos disjuntos entao

P(0a)- = (pro-or

k‘EUfil Al‘

= i > <Z>p’“(1 —p)" "

=1 kEAi
=> P(4).
=1
Finalmente,
. n n— n
PQ) =) <k>pk(1 —p)"F=p+1-p=1
k=1

Dada uma fungao mensuravel g : 2 — [0, o0], é claro que g é simples.
Logo,

/AgdP = Zg(kz)P({k}) = Z g(k) (Z)pk(l —p)nk

keA keA

3.1 Variaveis aleatorias

Por vezes, é conveniente associar ao resultado de uma experiéncia
aleatoria um numero real. Considere-se um espago de probabilidade
(Q, F, P) e o espago mensuravel (R, B) onde B é a o-algebra de Borel
de R.
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Defini¢ao 3.2. Uma func¢ao mensuravel X : 2 — R diz-se uma var-
iavel aleatoria.

Associada a uma variavel aleatoria X podemos definir uma medida
na o-algebra de Borel que nao é mais do que a medida imagem de P
por X,
px(B) = P(X"'(B)), BeB.

Note que px é uma medida de probabilidade no espago mensuravel
(R, B). Designamos esta medida por distribuigao de probabilidade
da variavel aleatéria X.

Observacao 3.4. E também usual escrever-se
px(B) = P(X € B).

De acordo com a Proposi¢ao 1.7 podemos definir a funcao de
distribuicao da variavel aleatéria X, como a funcao Fx : R - R
tal que

Fx(z) = px(] — 00, z]).

Veremos que F'x carateriza completamente a distribuicao de prob-
abilidade da variavel aleatéria X. De certa forma, a funcao de dis-
tribuigao F'x constitui o modelo probabilistico que descreve a experién-
cia aleatéria, sendo também designada como a lei de probabilidade
da variavel aleatoria X.

Observagao 3.5. E usual escrever-se F'x(x) de diversas maneiras,
todas equivalentes entre si, isto é

Fx(z)=P(X (] —o00,2])) =PweQ: X(w) <x)=P(X <1x).

Exercicio 38. Considere o espago de probabilidade ([0,1],B8,m) e a
variavel aleatoria X (w) = min(w, 1 — w). Calcule Fx.

Exercicio 39. Suponha que um comboio parte aleatoriamente do
Porto entre as 8h e as 10h da manha com destino a Lisboa, que fica
a 300km de distancia. Suponha também que o comboio viaja a uma
velocidade constante de 100km /h.

1. Determine a variavel aleatéria que descreve a distancia entre o
comboio e Lisboa as 12h.

2. Calcule a distribuicdo de probabilidade dessa variavel aleatoria e
a respectiva fun¢ao de distribuicao.

No resultado que se segue resumimos as propriedades da fungédo de
distribuicao Fy.
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Proposigao 3.6. A funcdo Fx tem as sequintes propriedades:
1. € uma funcao de distribuicao no sentido da Definicao 1.3.
2. px(la,b]) = Fx(b) — Fx(a)

3. P(X =2)=Fx(z) — Fx(z7)
4. limy sy Fx(2) =1 e limy,_ o Fx(x) = 0.

Demonstragao. Deixa-se como exercicio. O

Observacao 3.7. Note-se que da segunda propriedade, podemos afir-
mar que px é uma medida de Borel-Stieltjes associada a fungao de
distribuicao Fy.

Exercicio 40. Seja X uma varidvel aleatéria e Fy a sua funcdo de
distribuicao. Mostre que:

1. Pla< X <b)=Fx(b) — Fx(a).

2. Pla< X <b)=Fx(b)— Fx(a™).
3. Pla< X <b)=Fx(b~)— Fx(a).
4. Pla< X <b)=Fx(b~)— Fx(a™).

3.1.1 Classificacao

Considere-se o espago de probabilidade (R, B, px) e denote-se por m a
medida de Borel.

Definigao 3.3. Uma variavel aleatéria X diz-se discreta sse existir
um conjunto numerével D C R tal que px estd concentrada em D.

Note-se que px L m uma vez que D tem medida de Borel nula.
Suponha que o conjunto de imagens de X : 2 — R é finito ou nu-
meravel. Isto &, D = X(Q) = {z1,x9,...}. Entao a variavel aleatoria
X é discreta, uma vez que px se encontra concentrada em D. De facto,
dado qualquer Boreliano B temos que

px(B) =px(BND)+px(B\D)=px(BND),

porque px(B\ D) = P(X~YB\ D)) = P(0) = 0. Por outro lado,

podemos escrever
oo
pPx = ZP(X = 2p)0z, -
n=1

Note-se que D é o conjunto dos pontos de descontinuidade da funcgao
de distribuicdo. De facto F'x é uma funcao escada com pontos de
descontinuidade D.
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Definigao 3.4. Uma variavel aleatoria X diz-se continua sse px ({z})
0 para todo = € R.

Note-se que uma variavel aleatoria é continua sse a sua funcao de
distribuicao Fx for continua.

Um caso particular, é quando a distribui¢ao de probabilidade px é
absolutamente continua relativamente & medida de Borel m.

Definigao 3.5. Uma variavel aleatéria X diz-se absolutamente con-
tinua sse px < m.

Uma variavel absolutamente continua é em particular continua. De
facto, pelo teorema de Radon-Nikodym existe uma fungao integravel
f € LY(u) tal que

pX(B)Z/dem, VBeERB.

Como m({z}) = 0 para todo x € R segue que px({z}) =0.

Definigao 3.6. A fungao integravel f = CZ%( diz-se a fungao densi-
dade de probabilidade da variavel aleatéria X.

Observagao 3.8. Se px é absolutamente continua relativamente a
medida de Lebesgue m é possivel demonstrar que F'x é diferencidvel
g.c. relativamente a m e tem-se Fs = f q.c. Por outro lado, se f é
integravel segundo Riemann entao

Px@) = [ fwdu.

Observagao 3.9. A funcdo de densidade de probabilidade é uma
funcao nao negativa que satisfaz

/O;f(u)duzl.

Exemplo 3.10 (Distribuigao Uniforme). Seja B C R um boreliano
e considere a seguinte densidade de probabilidade

f(x):{mlB) sex € B

0 caso contrario

Exemplo 3.11 (Distribui¢cao Gaussiana ou Normal). Seja u € R
e o > 0. A fungdo de densidade de probabilidade de uma variavel
aleatoria com distribui¢ao normal é

fz) =

1 _(a=w)?
(& 202

2o

Esta funcao é simétrica em torno de x = u e tende para zero quando
x tende para infinito.
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Exemplo 3.12 (Distribuigao Exponencial). O tempo de vida de
uma componente electréonica pode ser modelado por uma variavel aleatoria
absolutamente continua X : £ — R com a seguinte funcao de dis-
tribuicao

l—e % gsex>0

0 sex <0

Fx(.ilﬁ) = {

com funcao densidade de probabilidade f(z) = fe=%* X[0,00[(Z)-

Exemplo 3.13 (Distribuigao Gama e y-quadrado). Uma variavel
aleatoria que segue uma distribuicao gama tem como funcao de densi-

dade de probabilidade,

flz) = {F(lt))\t:vtle)‘x sex >0

0 caso contrario

onde t > 0, A > 0e(t) = [Fa'te™dzx ¢ a fungio gama. A
distribui¢cao gama, indexada por dois pardmetros, contém uma grande
classe de outras distribuigoes, tais como a distribuicdo exponencial
(t = 1) e a distribui¢do chi-quadrado x? com d graus de liberdade
A=1/2et=4d/2).

Definigao 3.7. Uma variavel aleatoria diz-se singular sse for continua
epx L m.

Exemplo 3.14. Um exemplo de uma variavel aleatoria singular é dada
pela funcao de distribuicao que passamos a descrever. Considere-se a
representagao ternaria de um numero z € [0, 1], isto é,

x = 0.a1a9a3 - - -

onde a, € {0,1,2}. Seja N =min{n € N: a,, = 1}. Note-se que para
x = 1/2 temos que N = 1 enquanto que para x = 1/6 temos que
N = 2. Definimos uma nova sucessao,

G sen< N
b, =<1 sen=2N.

0 sen >N

Por fim, definimos a funcao de distribuicao F'x da seguinte maneira,

0 sex <0
b

Fx(z) = 2% se0<zx<1
n=1
1 sex >1
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A fungado Fx é continua e constante em R\ C' onde C é o conjunto
ternario de Cantor. Portanto, px estd concentrada em C. No entanto
é possivel mostrar que C' é nao numeravel e tem medida de Lebesgue
nula. Por outro lado, F% =0 q.c. e

1
1:FX(1)—FX(());£/O Fiydm =0.

3.1.2 Decomposicao

Considere um espago de probabilidade (2, F,P) e X : Q@ — R uma
variavel aleatoria. O teorema da decomposigao de Lebesgue estabelece
que

px =Ag+As onde Ay <<m e Ag Lm,

onde m é a medida de Borel. No entanto é possivel refinar esta decom-
posicao, separando a parte singular A\g numa soma de duas medidas
singulares relativamente a m,

As = Ad+ Aser Ady Ase LM,

tal que A\¢ é uma medida discreta, isto é, existe um conjunto nu-
meravel D C R tal que Ay se encontra concentrada em D e Ag. é uma
medida singular continua, isto é, A\s;.({z}) = 0 para todo = € R.

Adicionalmente, é possivel normalizar as medidas anteriores para
obter uma decomposicao de px em termos de medidas de probabili-
dades. Portanto é possivel escrever,

DX = QaPa + QgPq + QsePse,  COM Qg + Qg + Qe = 1,

onde ag, oy, ase > 0 e p, é uma medida de probabilidade absoluta-
mente continua (relativamente e m), pg ¢ uma medida de probabilidade
discreta e ps. ¢ uma medida de probabilidade singular continua.

Observagao 3.15. Segue da decomposicao anterior que
FX(J:) = aaFa(x) + adFd(x) + O‘schc(x) ,

onde F, é diferenciavel q.c. e F, = f, para alguma fungdo f, inte-
gravel, F; é uma fungao tipo escada com um conjunto numeravel de
“saltos” e Fy. é uma funcao continua.

Observacao 3.16. Note-se que se a, = 1 (implicando que ay =
ase = 0) entdo a variavel aleatoria X é absolutamente continua. No
entanto, se ag = 1 (implicando que o = as = 0) entao X é discreta.
Finalmente, se az. = 1 entao X é singular.
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Definigao 3.8. No caso em que oy # 0 e ag+ s # 0 entao a variavel
aleatoria X diz-se mista.

Exemplo 3.17. Um exemplo de uma variével aleatéria mista é dada
pela seguinte lei de probabilidade,

0 sex <0
Fx(x)=<1/2+z/2 se0<z<1
1 sex >1

que corresponde & distribuicao de probabilidade

s ™l
Px = + 5

As variaveis aleatérias mais usuais em probabilidade sao as absolu-
tamente continuas, as discretas, ou entao uma combinacao destas, que
designamos por mistas. As variaveis aleatérias singulares, como a do
exemplo anterior, s2o menos usuais e servem na maior parte dos casos
para construir contra-exemplos.

Acabamos esta seccdo com uma féormula bastante ttil no célculo
da densidade de uma fun¢éo de uma variavel aleatéria.

Proposicao 3.18. Seja X uma varidvel aleatoria com funcdo de den-
sidade de probabilidade fx e g : R — R wma funcdo estritamente
crescente e diferencidvel. Entao,

—g ')

Foy (W) = fx(g‘l(y))dy

Demonstracao. Tomando as distribui¢coes de probabilidade obte-
mos,

Fyx)(y) = P(g(X) <y)) = P(X <g7'(y)) = Fx(9~'(y))-

Derivando em ambos os lados da equagao obtém-se o resultado. O

3.2 Valor esperado

Definigao 3.9. Seja (€2, F, P) um espaco de probabilidade. O valor
esperado, valor médio ou esperanca matematica da variavel aleatoria
X : Q2 — R é definido por

E(X) _/QXdP.

42



Observagao 3.19. Esta definicao s6 faz sentido se a variavel aleatoria
pertencer a £!(P), uma vez que,

B(X)| < / IX] dP < .
Q

Ou seja, E(X) é um valor finito.

Observacao 3.20. Dada uma funcdo mensuravel g : R — R, segue

do Teorema 2.41 que
/gdpx :/gonP.
R Q

Logo, tomando g(x) = = obtemos que

E(X):/QXdP:/Rxde.

Uma vez que px é uma medida de Borel-Stieltjes com fungao de dis-
tribuicao F'x entao pode-se calcular o valor esperado de X usando
qualquer uma das expressoes,

E(X)_/XdP_/:):de—/xdFX.
Q R R

Observacao 3.21. Se a variavel aleatoria for absolutamente continua,
isto é, px < m entao existe uma funcao de densidade de probabilidade
f tal que

pX(B)Z/dem, VBeERB.

Segue entao do Teorema 2.22 que

E(X)_/R:rdpx—/RxdFX—/R:rf(:v)dm.

Se adicionalmente f for integravel & Riemann entao
“+o0o
E(X):/ xf(x)dx.
—00

Observagao 3.22. Suponha que X : 2 — R é uma variavel aleatoria
discreta, ou seja, que existe um conjunto numeravel D = {xy, z2,...} C
R tal que px esta concentrada em D. Entao, por uma observagao an-
terior temos que a distribui¢do de probabilidade de X satisfaz

oo
bx = an(sacn )
n=1
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onde p, = P(X = x,). Uma vez que px(R\ D) = 0, entdo o valor
esperado de X pode ser calculado da seguinte maneira,

R D R\D D

Portanto,

Gaten " T B S "= 2 e

Como X{z,} T = TnX{s,} ¢ uma fun¢ao simples temos que

E(X) = anpx({xn}) = anpn~
n=1 n=1

Definigao 3.10. O momento de ordem n de uma variavel aleatéria
X éonamero E(X™),n=1,2,....

Seja i = E(X), entdo o momento central de ordem n é definido
por
E(X—-w"), n=12...

Definigao 3.11. Ao momento central de segunda ordem de uma var-
iavel aleatoria X designa-se por variancia de X e escreve-se,

Var(X) = E (X — B(X))").

3.3 Condicionamento e independéncia: primeira
abordagem

Dado um espago de probabilidade (€2, F, P) e um acontecimento B €
F considere a seguinte colecgao de acontecimentos

}—BI{AOB:AEJ:}.

A colecgdo Fp pode ser vista como a colec¢do de todos os aconteci-
mentos de F restritos ao acontecimento B.

Exercicio 41. Mostre que Fp é uma o-dlgebra de partes de B.

Definigao 3.12. Dados dois acontecimentos A, B € F tal que P(B) >
0, entao o niimero
P(ANB)

P(B)

é designado por probabilidade condicionada de A dado B.

P(A|B) =
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Proposicao 3.23. (B, Fp, P(:|B)) € um espago de probabilidade.

Demonstragao. Deixa-se como exercicio. O

E natural dizer-se que o acontecimento A € F é independente
do acontecimento B € F se a ocorréncia do acontecimento B nao
influenciar a probabilidade do acontecimento A. Ou seja,

P(A|B) = P(A).
Da definigao de P(A|B) obtemos que
P(ANB)=P(A)P(B),

que é usada como a definicdo de independéncia de dois acontecimen-
tos. Generalizando para um ntmero finito de acontecimentos, dizemos
que Ai,..., A, € F sdo independentes se para qualquer escolha de
indices i1, ...,ix € {1,...,n} se tem

Esta definicdo também pode ser generalizada para o-algebras de
acontecimentos.

Definigao 3.13. Seja (2, F, P) um espago de probabilidade e F; C

F, i =1,...,n um conjunto finito de o-algebras. Diz-se que as o-
algebras Fi,...,F, sao independentes se para qualquer escolha
de indices i1,...,i; € {1,...,n} e acontecimentos A;, € F; se tem

P(A;, N---NA;) =P(A;,) - P(A;,) .

Exercicio 42. Mostre que dois acontecimentos sao independentes sse
as o-algebras geradas por esses acontecimentos sao independentes.

3.3.1 o-algebra gerada por X

Considere um espago de probabilidade (€2, F, P) e uma variavel aleatoria
X : 2 — R. Os valores de X(2) constituem todas as medigoes que
podemos observar de uma experiéncia aleatéria. Como tal, é impor-
tante entender o nivel de complexidade, diga-se aleatoriedade, da in-
formacao produzida pela variavel aleatoria. Para esse efeito, defini-se
a seguinte coleccao de acontecimentos,

o(X)=X"YB) ={X"'(B):BeB}.

Note-se que o(X) C F. Além disso ¢é facil verificar que o(X) é uma
o-algebra de acontecimentos de €2, que designamos por o-algebra ger-
ada pela variavel aleatoria X. Também ¢é usual designar-se o(X)
por o-algebra induzida por X.
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Exemplo 3.24. Quando a variavel aleatoria é constante, isto &, X (w) =
a para algum a € R entdo o(X) = {0,Q} é a o-algebra trivial.

Exercicio 43. Mostre que o(X) é uma o-algebra e que a fungao X é
mensuravel no espago mensuravel (Q,o(X)).

Exercicio 44. Considere uma variavel aleatoéria que toma dois valores
distintos a,b € R. Calcule o(X).

Exercicio 45. Mostre que a o-algebra (X ) é a menor das o-algebras
de partes de ) que tornam X uma fun¢ao mensuravel.

Definigao 3.14. Dizemos que duas varidveis aleatorias X e Y sao
independentes sse o(X) e o(Y) sdo independentes.

A defini¢ao de independéncia anterior pode ser facilmente general-
izada para um ntmero finito de variaveis aleatoérias.

Proposigao 3.25. Duas varidveis aleatérias X eY sao independentes
sse para quaisquer Borelianos B,C € B tem-se

P(X~'(B)nY~(C)) = P(X " (B))P(Y'(C)).

Demonstragao. Deixa-se como exercicio. O

Exemplo 3.26. Considere o espago de probabilidade ([0,1],8,m) e
as variaveis aleatorias X = X[o,1] © Y = X[2,2]- Entao o(X) =
’2 4

1

el
{0,[0,1],[0,3],(3,1]} eo(Y) = {0,[0,1],[5, 3], [0, %) U (3,1]} sdo clara-
mente independentes.

3.4 Vectores aleatorios

Considere-se o espago de medida (R, B, m) onde B é a o-algebra de
Borel ¢ m a medida de Borel. E possivel definir um espaco de me-
dida sobre R™ fazendo o produto de n copias de (R, B, m). Portanto,
definimos a o-algebra produto e a medida produto da maneira usual,

n
Bn:®[)’ € Mp=mHx---Xm.
N———

=1 n vezes

Obtemos assim um espago de medida (R"™, B,,, m,) tal que para cada
rectangulo mensuravel By X --- X By, é valido

Mmp(B1 X -+ X By) =m(By)---m(By) .

Observagao 3.27. Note-se que B, coincide com a g-algebra de Borel
de R™.
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Definigao 3.15. Seja (2, F,P) um espaco de probabilidade. Um
vector aleatodrio é uma aplicagdo X : 2 — R™ mensuravel.

Observagao 3.28. Seja pr; : R" — R a i-ésima projeccao canonica,
ou seja, a funcao que retorna a i-ésima coordenada de um vector em
R™. Formalmente pr;(z1,...,zi,...,x,) = x;. Entao é facil verificar
que pr;o X : 2 — R é uma variavel aleatoria e escreve-se X; = pr;0 X.
De facto, dado um Boreliano B € B entao

X;'B)=X"topr;'(B)=X"'Rx---xBx---xR) € F.

1

Por outro lado, se X; : 2 — R sao varidveis aleatorias entao a fungao

X : Q — R" definida por
X(w) = (X1(w), ..., Xn(w))

é mensuravel.
Portanto, pode-se dizer que um vector aleatério é um vector de
variaveis aleatorias.

Por comodidade de notacao considere-se um vector aleatério bidi-
mensional X = (X1, X2) : 2 — R2. A distribuicdo conjunta de
probabilidade de X = (X, X2) ¢ dada por

px(B)=P(X Y(B)), B¢chB,.

Designa-se por fungao de distribui¢ao conjunta de X = (X1, X»),
a funcio Fy : R? — R definida por

Fx(z1,22) = px(] — 00, 21]X] — 00, z2]) .

Observagao 3.29. A funcio de distribuicdo pode representar-se us-
ando as seguintes expressoes equivalentes

Fx(z1,29) = Plw € Q: Xj(w) < x1, Xo(w) < x2)
=P(X1 <21, Xo < x9).

A distribuigao conjunta de probabilidade de (X7, X2) determina as
distribui¢des unidimensionais de cada variavel aleatéria X,

pxi(4) =px(AXR) e px,(4) =px(RxA),

onde A € B é um Boreliano de R. As distribui¢oes de probabili-
dade px, e px, sao designadas por distribuicoes de probabilidade
marginais e as fungoes de distribuicao de probabilidade

Fx,(z1) = px,(] —oo,m1]) e Fx,(z2) =px,(] — 00, 12])

sao designadas por funcoes de distribuigao marginais.
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Proposicao 3.30. A funcao de distribui¢ao conjunta de (X1, X2) ver-
ifica as sequintes propriedades:

1. Fx(x1,x2) € continua a direita relativamente a cada varidvel.
2. sex1 <y1 exz <yp entao Fx(w1,22) < Fx(y1,y2)-
3. lim Fx(xl,:rg) =1

(z1,22)—(+00,+00)

4. lim Fx(xy1,2z9) = lim Fx(z1,22) =0.
Tro—r—00

Tr1—>—00
5. lim Fx(z1,22) = Fx,(xz2) e lim Fx(z1,22) = Fx,(21).
x1—+00 T9—+00
Demonstracao. Deixa-se como exercicio. ]
Diz-se que o vector aleatorio X = (Xi,X2) é absolutamente

continuo sse a distribuicao conjunta de probabilidade px é abso-
lutamente continua relativamente & medida produto mo = m x m.
Segue do teorema de Radon-Nikodym que existe uma fungao integravel
fx : R? = R, designada por funcao de densidade conjunta de X
tal que

px(B) :/ fX dmz, BebBs.
B

Proposicao 3.31. Seja X = (X1, X2) um vector aleatorio absoluta-
mente continuo. Entdo as varidveis aleatorias X1 e Xo sao absoluta-
mente continuas com fungoes densidade de probabilidade,

fx (1) = /R (@) dm(zs) e fxy(az) = /]R Fx (@, o) dm(ay).

Demonstragao. Suponha que m(B) = 0 para algum Boreliano B €
B. Entao ma(B x R) = m(B) x m(R) = 0. Logo px(B x R) = 0.
Por outro lado, px, (B) = Px(B x R). Segue que, se m(B) = 0 entdo
px,(B) =0, ou seja, px, < m. Adicionalmente, temos pelo Teorema
de Fubini que

px,(B) =px(B xR) = . fo(ﬂfl,wz)d(m X m)

:L(Afx(xl,xz)dm(x2)> dm(z1) .

O]

As fungoes de densidade de probabilidade da proposicao anterior
designam-se por fungoes de densidade marginais.
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3.4.1 Independéncia
Suponha que as varidveis aleatorias X7 e Xs sdo independentes. Entao
para qualquer rectangulo Boreliano By x By temos que
P(x,.x2)(B1x Ba) = P((X1, X2) € BixBz) = P(X] '(B1)NX; ! (B2)) .
Logo, segue da Proposigao 3.25 que

P(X7H(B1) N X5 (B2)) = P(X; ' (B1)P(X5 ' (Ba)) -
Portanto,

P(x1,x2)(B1 X Ba) = px, (B1) X px,(Ba2).

Ou seja, a distribuigao conjunta de probabilidade p(x, x,) coincide
com a medida produto px, X px, se X1 e Xo forem independentes. De
facto, a implicagdo no sentido inverso também é vélida.

Proposigao 3.32. Duas varidveis aleatorias X, e Xo sdo indepen-
dentes sse

P(x1,Xx5) = PX1 X PXo -
Demonstragao. Deixa-se como exercicio. O
Segue da proposicao anterior que se X; e X5 forem independentes

entao
Fix, x) (71, 22) = Fx, (1) Fx, (22) -

Ou seja, a funcao de distribuicao conjunta é o produto das fungoes de
distribui¢ao marginais.

Adicionalmente, se o vector aleatorio (X1, X2) for absolutamente
continuo entao temos o seguinte resultado.

Proposicao 3.33. Suponha que (X1, X2) € absolutamente continuo.
Entao as varidveis aleatorias X, e Xo sdo independentes sse

fox,x0) (1, 22) = fx, (21) fx, (22) -

Demonstracao. Deixa-se como exercicio. ]

A independéncia das varidveis aleatérias X7 e Xo permite estab-
elecer uma férmula importante no calculo de valores esperados.

Teorema 3.34. Se X1 e Xy sdo duas varidveis aleatdrias indepen-
dentes entao

E(X1X5) = E(X,)E(X2).
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Demonstracao. Seja h : R? — R a funcdo mensuravel definida por
h(z1,22) = w120 ¢ X : © — R? 0 vector aleatério X = (X1, Xa).
Entao h o X(w) = X;1(w)X2(w) é uma funcao integravel de Q@ — R.
Logo, segue do teorema da mudanca de varidvel que

E(XlXQ):/honP: hdpx .
Q R2

Por outro lado, segue do Teorema de Fubini e da Proposi¢ao 3.32 que

/ hdeZ//I15U2d(PX1 X PX,)
R2 R JR
—/x1 de1/3?2dPX2
R R

— B(X1)B(X).
OJ

Teorema 3.35 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Sejam X; e Xo
duas varidveis aleatorias com sequndos momentos finitos, isto €,

E(X})<oo e BE(X3) <.

Entao
E*(X1X,) < BE(X?)E(X3).

Demonstragao. Seja A € R e considere-se a variavel aleatéria Y =
X1 + A X5. Entao

0< BE(Y?) = E(X] +2AX1 X + A2 X3)
= E(X?) + 20AE(X1 X3) + N E(X3).

Um polinémio de segundo grau em A é nao negativo sse o seu discrim-
inante é nao positivo, ou seja,

(2E(X1X5))? —4E(X3)E(X?) <0.
O
Observagao 3.36. Tomando uma das variaveis na proposicao anterior
igual & identidade obtém-se
F*(X) < E(X?).

Ou seja, se o segundo momento da variavel aleatéria é finito entao o
seu valor esperado ¢ finito.
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Definigao 3.16. A covariancia de duas variaveis aleatorias X; e Xo
¢ 0 numero,

COV(Xl,XQ) =F [(Xl - E(Xl))(XQ — E(XQ))] .
Exercicio 46. Mostre que Cov(X1, X2) = F(X1X2) — E(X1)E(X2) .

Note-se que se X1 e Xy forem independentes entao pelo teorema
anterior tem-se

COV(Xl,XQ) =0.

A desigualdade de Cauchy-Schwarz permite definir uma quanti-
dade entre —1 e 1 que mede o grau de dependéncia de duas varidveis
aleatorias X7 e Xo.

Definigao 3.17. O coeficiente de correlacao de duas varidveis
aleatorias X1 e X9 é o niimero,

COV(Xl, XQ)
V/Var(X1) Var(Xy)

PX1,Xs =

Observagao 3.37. Segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz que
lpx,,x,| < 1. Adicionalmente, se X7 e X5 forem independentes entao
Pxi1,x, = 0. No entanto, se X; = X3 entao px, x, = 1.

4 Esperanca Condicional

A esperanca condicional é um conceito central em teoria da probabil-
idade, em particular no estudo de processos estocasticos. Considere
uma variavel aleatéria X : 2 — R definida num espago de probabili-
dade (€2, F, P). Suponha que desejamos obter a melhor aproximagao
de X dado que conhecemos alguma informagao de F. A melhor aprox-
imagao é num certo sentido dada pela esperanca condicional. Faremos
a sua definicdo progressivamente, comecando por definir a esperanca
condicional dado um acontecimento A € F.

4.1 Esperanca condicional dado um aconteci-
mento

Definicao 4.1. Dada uma variavel aleatéria X e um acontecimento
A € F tal que P(A) > 0, a esperanga condicional de X dado A é
definida por

E(X|A) = P(lA)/AXdP.
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Exemplo 4.1. Considere duas moedas de 20 e 50 céntimos. Lancam-
se as moedas ao ar e somam-se os montantes das moedas que ficaram
com a face voltada para cima. Esse montante é o valor da variavel
aleatoria X. Seja A o acontecimento de uma moeda ficar com a
face voltada para cima. Vamos calcular E(X|A). Note-se que A =
{EF, FE} onde FE simboliza escudo e F' face. Entao

X(EF)=50 e X(FE)=20.

Logo,

1 1 1
E(X|A) =1 <50>< -+ 20 x > =35.
3 4 4
Exercicio 47. Mostre que E(X|Q) = E(X).
Proposigao 4.2. Sejam A e B dois acontecimentos de F tais que
P(B) > 0. Entao
E(xa|B) = P(A[B).

Demonstracao. Deixa-se como exercicio. ]
Através do resultado anterior, podemos definir a probabilidade

condicionada de A dado B usando da esperanca condicional da variavel
aleatoria x4 dado B.

4.2 Esperanca condicional dado uma variavel
aleatoéria discreta

Seja Y : Q — R uma variavel aleatoria discreta. Suponha que Y (2) =
{y1,y2,...} eque P(Y = y,) > 0. Desejamos condicionar uma variavel
aleatoria X dado a variavel aleatoria Y. Como nao sabemos a priori

qual dos acontecimentos A, = Y 1(y,) pode ocorrer, é necessario
considerar todas as esperancas condicionais,

E(X|A)), E(X|As), ... .

Definigao 4.2. Seja X uma variavel aleatoria e Y uma variavel aleatoria
discreta. A esperanga condicional de X dado Y ¢éa funcao F(X|Y) :
Q) — R definida por

BE(X|Y)(w) = E(X|A,) sewe A,.

Observacgao 4.3. E possivel escrever a esperanca condicional de X
dado Y como,

E(X|Y) =) BE(X|A)xa, ,

n=1

onde A, =Y (y,).
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Exemplo 4.4. Continuando com o exemplo anterior, seja Y a variavel
aleatoria que retorna o montante da primeira moeda, de 20 céntimos,
caso esta se encontre de face voltada para cima. Entao

EX|Y7H0) =25 ¢ E(X|Y '(20) =45.

Logo,
25 se Y(w)
45 se Y(w)

BXIY)(w) = { .

Exercicio 48. Mostre que E(X|Y) = E(X) caso Y (w) = ¢ para todo
w e .

Proposigao 4.5. Seja X uma varidvel aleatdria e Y uma varidvel
aleatoria discreta. Entdo

1. E(X|Y) é uma fungdo mensurdvel relativamente a o-dlgebra o(Y').

2. Para todo A € o(Y),

AMXHM:AXM.

Demonstragao. Que E(X|Y) é uma funcdo mensuravel relativa-
mente a o(Y) segue da Observacao 4.3.
Por outro lado, para cada n > 1 temos que

/ E(X|Y)dP = /QEXM)XMdP E(X|A,)P / XdP.

Como os conjuntos A, sdo disjuntos tem-se o resultado.

4.3 Esperanca condicional dado uma variavel
aleatoéria arbitraria

Usando a igualdade da proposi¢ao anterior podemos definir esperanga
condicional dado qualquer variavel aleatoria.

Definigao 4.3. Seja X e Y duas varidveis aleatérias. A esperancga
condicional de X dado Y ¢é uma fungao E(X|Y) : Q@ — R que
satisfaz

1. E(X|Y) é mensuravel relativamente a o(Y").

2. Para todo A € o(Y),

AMXHM:AXM.
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Observagao 4.6. A existéncia de uma funcao que satisfaca os requisi-
tos da defini¢ao anterior é garantida pelo Teorema de Radon-Nikodym.
De facto, supondo que X é integravel, a funcio v* : o(Y) — [0, 0]
definida por

vE(A) = / X*dapP,
A

¢ uma medida finita no espago mensuravel (,0(Y")). Por outro lado,
se P(A) = 0 entdo v (A) = 0, ou seja, v= < P. Logo, existem fungdes
integréaveis h,g : @ — R (mensuraveis relativamente a o(Y")) tal que
para todo A € o(Y),

VJF(A):/Ath e I/(A):/AgdP.

Portanto, a funcao integréavel f = h — g satisfaz

/AfdP:/AXdP, VAea(Y).

Adicionalmente, a funcéo f é tnica P-q.c. Logo, f é a esperanca condi-
cional de X dado Y (ou se quiser, uma versao da esperanga condicional
a menos de um conjunto de medida nula).

4.3.1 Probabilidade condicionada

Definigao 4.4 (Probabilidade condicionada). Seja X uma variavel
aleatoria. A funcao P(-|X) : F x Q@ — [0, 1] definida por

PA[X)(w) = E(xalX)(w)

é designada por probabilidade condicionada de um aconteci-
mento A dado a variavel aleatoria X.

Segue do ponto 2. da defini¢do da esperancga condicional que dado
um acontecimento B € o(X) entao

/ P(A|X)dP = P(ANB).
B

4.3.2 Esperanca e probabilidade condicionada como funcoes

de R

Sejam X e Y duas variaveis aleatorias. A esperanca condicional E(X|Y) :
2 — R ¢é por defini¢ao uma fungdo o (Y )-mensuravel. Logo, qualquer
que seja y € R temos que

E(X|Y)(w1) = B(X[Y)(ws2), Vwi,w2 €Y (y).
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Isto é, a funcio E(X|Y) é constante nos conjuntos Y ~!(y). Por-
tanto, existe uma tunica fung¢ao g : R — R mensurével tal que E(X|Y)(w) =
goY(w), ou seja, é valido o seguinte diagrama,

0O—Y.R

E(XY)L /

R

A funcdo ¢ obtida é a esperanca condicional de X dado Y
vista como uma fungao de R e é usual escrever-se

9(y) = E(X]Y =y).

Analogamente, a probabilidade condicionada de um aconteci-
mento A dado Y vista como uma fungao de R é

PAlY =y) = E(xalY =vy).

Quando o vector (X, Y') é absolutamente continuo, a seguinte proposicao
permite calcular E(X|Y = y) de forma explicita.

Proposicao 4.7. Seja (X,Y) um vector aleatorio absolutamente con-
tinuo. Entao

B(X|Y =y) = /R © Fxyy () dm(z)

onde

 Ixy(z,y)
fX|Y(9Cay) = 7fy(y)

Demonstracao. Aplicando o teorema da mudanca de variavel temos
que

/ E(X|Y)dP = / E(X|Y =y)dpy(y) VBeB.
Y-1(B) B

Por outro lado, aplicando novamente o teorema da mudanga de variavel
vem que

/ XdP = zdpxy(z,y) VBEeEB.
Y-1(B) Rx B
Logo, segue da definicdo de esperanca condicional que

/E(X!Y=y)dpy(y):/ zdpxy(z,y).
B RxB
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Como X e Y sao absolutamente continuas segue do Teorema de Fubini
que

/E(X|Y=y)fy(y)dm(y)=/ zfxy(z,y) dma(z,y)
B R

xB

~ [ ([ 2fsradnta)) an

Como a igualdade anterior ¢é valida para todo o Boreliano B de R entao
fX Y (LU, y)
EX|)Y=y)= [ z=—=——dm(x).
(] ) kR fr(y) 2
O

Definigao 4.5. A fungao fx|y obtida na proposigao anterior é desig-
nada por fungao de densidade condicional de X dado Y.

Proposicao 4.8. Seja (X,Y) um vector aleatorio absolutamente con-
tinuo. Entdao

POCUBIY =) = [ far(edm(). VB eB,

Demonstracao. Deixa-se como exercicio. ]

Observacao 4.9. E usual escrever-se a probabilidade condicionada
de X dado Y como,

P(X € BIY =y) = P(X"'(B)]Y = y).

Exemplo 4.10. Considere-se o espago de probabilidade ([0, 1], B, m)

onde B e m sao a o-dlgebra de Borel e medida de Lebesgue restritas ao

intervalo [0,1]. Sejam X,Y : [0,1] — R variaveis aleatorias definidas
por

2 0<w< i

Xw)=w e Y(w):{w ==

2w—1 se%<w§1 ’
Note-se que X e Y sao variaveis aleatérias continuas. Iremos calcular
E(X]Y).

Em primeiro lugar determinamos o(Y). Tome-se um Boreliano
B C [0,1], entdo Y~ 1(B) = Z U (£ +1). Portanto,

1 1
oY) = {AU <A+ 2) A cC|o, 5] ¢ Boreliano} .
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Figure 1: Exemplo 4.10: graficos de X, Y e E(X|Y)

Uma vez que E(X|Y) : [0,1] — R tem de ser o(Y)-mensuravel entao
E(X|Y)'({y}) = AU (A+1) para algum Boreliano A C [0,1/2].
Logo

ﬂxwm@:Eunmw+;,vm€méy (4.1)

Por outro lado, pela definicdo E(X|Y') tem que satisfazer a igual-
dade

/E(X|Y)dm:/de, VCeo(Y). (4.2)
C C

Como C = AU (A + %) para algum Boreliano A C [0,1/2] podemos
reescrever o primeiro integral,

/ E(X|Y)dm:/E(X|Y)dmnL E(X|Y)dm
AU(A+D) A A+l

:/E(X|Y)dm+/E(X|Y)dm
A A
—2/E(X\Y)dm,
A
onde a segunda igualdade é obtida através de mudanca de varidvel

w > w+ 5 e tendo em conta (4.1). Analogamente, reescrevendo o
segundo integral de (4.2) obtemos,

/ wdm:/wdm+/ wdm
AU(A+3) A A+]

:AWm+Aw+;mz
:[4(2w+;)dm.
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Ou seja, para todo o Boreliano A C [0, %] temos que

1
/E(X|Y)dm:/(w+)dm.
A A 4
Logo E(X|Y) =w+ 3 para w € [0,1/2]. Segue de (4.1) que

w+i se 0 <
1
1

1
2
w— se%< 1

EX[Y)(w) = {

IAIA

w
w

4.4 Esperanga condicional dado uma o-algebra

E facil verificar que a esperanca condicional de X dado uma variavel
aleatoria arbitraria Y nao depende dos valores que Y pode tomar e
que depende apenas da o-algebra gerada por Y.

Proposigao 4.11. Sejam Y e Z duas varidveis aleatdrias tal que
o(Y)=o0(Z). Entio E(X|Y) = E(X|Z) P-q.c.

Demonstragao. Seja G = o(Y) = o(Z). Segue da definigao de
esperanca condicional que

/E(X|Y)dP:/E(XyZ)dP, VAeg.
A A

Logo, segue do Teorema 2.30 que E(X|Y) = E(X|Z) P-q.c. O

Portanto, é natural definir-se a esperanca condicional de X dado
uma o-algebra de partes de ) contida em F. A defini¢do que se segue
generaliza todas as anteriores.

Definigao 4.6. Seja (2, F, P) um espago de probabilidade, X : Q —
R uma variavel aleatoria e G C F uma o-algebra de partes de . A
esperanca condicional de X dado G é uma funcao F(X|G) : @ — R
que satisfaz

1. E(X|G) é mensuravel relativamente a G.

2. Para todo A € G,

/AE(X|g)dP:/AXdP.

Observagao 4.12. Analogamente ao que foi feito nas sec¢oes anteri-
ores, a probabilidade condicionada de um acontecimento dado
uma o-algebra G C F é a func¢ao P(:|G) : F x  — R definida por

P(A|9)(w) = E(xalg)w) -
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Exercicio 49. Mostre que se G = {0, 2} entao F(X|G) = E(X) P-q.c.

Observagao 4.13. Sejam X e Y duas varidveis aleatérias. Note-se que
a esperanca condicional de X dado Y é igual & esperanca condicional
de X dado a o-algebra gerada por Y (a informagao de Y'), ou seja,

E(X|Y) = E(X|o(Y)).

A Definigao 4.6 permite também definir a esperanga condicional da
variavel aleatéria X dado um vector aleatorio Y = (Y3,...,Y,).
De facto, denote-se por o(Y1,...,Y,) a o-algebra induzida pelo vector
aleatorio Y, ou seja, o(Y) = Y ~(B,) onde B, sido os Borelianos de
R"™. Entéo definimos,

E(X|Y1,....Y,) = E(X|o(Y,...,Yy)).

Resumimos na proposicao seguinte as propriedades da esperanga
condicional. Todas as igualdades que se seguem devem ser entendidas
P-q.c.

Proposicao 4.14. Sejam X e Y waridveis aleatorias, G, H C F o-
dlgebras de partes de ) e a, B € R. Entao
1. E(aX +pY|G) = aE(X|G) + BE(Y|G) (linearidade).

2. E(E(X|G)) = E(X) (esperanga condicional de X tem o mesmo
valor esperado de X ).

3. Se X é G-mensurdvel entao E(X|G) = X (se conhecemos a in-
formagao de X entao a melhor aproximagao de X é X.)

4. SeY éG-mensurdvel e XY € integravel entao E(XY|G) = YE(X|G)
(pode-se retirar para fora da esperan¢a condicional a informagao
que se conhece).

5. Se 0(X) € independente de G entao E(X|G) = E(X) (se G nao
fornece nenhuma informacao sobre X entdo o seu valor esperado
¢ a melhor aproximagao).

6. Se H C G entao E(E(X|G)|H) = E(X|H).
7. Se X > 0 entao E(X|G) > 0.
Demonstracao.

1. Para todo A € G, segue da linearidade do integral de Lebesgue e
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da defini¢do de esperanga condicional que

/E(aX—l-/BYg) dP:/aX-i-ﬁYdP
A

:aA/AXdPJrﬁ/A

:a/ E(X|G) dP+B/ E(Y|G)dP
A A
:/A(aE(X|g) + BE(Y|G)) dP.

Logo, segue do Teorema 2.30 que E(aX + BY|G) = aE(X|G) +
BE(YG) P-q.c.

. Basta tomar A = 2 na definicdo de esperanca condicional.

. Se X é G-mensuravel entao, pela defini¢ao, é uma versao da es-
peranga condicional de X dado G.

. Suponha que Y = xp para algum B € G. Entao, para todo
A € G temos que

| Eowxig)ap = [ xuxap
A A
= X dP
ANB

= E(X|G)dP
ANB

- / xsE(X|G)dP.
A

Logo E(xpX|G) = xpE(X|G). Aproximando Y por fungoes
simples e usando o teorema da convergéncia dominada obtém-se
o resultado.

. Uma vez que o(X) é independente de G entao as variaveis aleatorias
x4 € X sdo independentes para todo A € G. Aplicando o Teo-
rema 3.34 segue que

[ BCX19)dP = B(xa - X) = BQu)E(Y) = [ B(X)aP.

A A

Como a igualdade anterior é valida para todo A € G temos que
E(X|G) = E(X).

. Como H C G temos que

/E(X|’H)dP:/XdP:/E(Xg)dP, VBeH.
B B B
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Por outro lado, como E(X|G) é uma fun¢ao G-mensuravel, a sua
esperanca condicional dado H satisfaz,

/E(E(Xyg)m)dpz/ E(X|G)dP, VBeH.
B B

7. Seja A, = {w e Q: B(X|G)(w) < —%} Como A,, € G temos

que

P(An)

ogf XdP:/ E(X|G)dP < —
An Ap n

Logo, P(A,) = 0 para todon =1,2,.... Entao

P({w € Q: B(X|G)(w) < 0}) =P([ ] 4n) =0.
n=1

5 Sucessoes de variaveis aleatoérias

Nesta secgao estudaremos sucessoes de variaveis aleatoérias, ou
seja, sucessoes (X1, Xo,...)onde X; : Q@ — R, i =1,2,... s80 variaveis
aleatorias.

Sucessoes de varidveis aleatorias sao processos estocasticos em tempo
discreto, cuja definigdo veremos na secgao seguinte. Sao geralmente us-
ados para modelar fend6menos aleatérios que variam ao longo do tempo
e onde se podem realizar observagoes em momentos no tempo espaca-
dos entre si. Como exemplo, considere-se o langamento de uma moeda
um ndmero arbitrario de vezes ou a cotacao de um indice em bolsa
observado no final de cada dia.

Definigao 5.1. Para cada w € {2, a sucessao de nimeros reais
(Xl(w)v X2(W)7 X3(w)7 .- )

¢é designada por trajectdria ou realizagao.

Definigao 5.2. As variaveis aleatorias X1, Xo, ... dizem-se indepen-
dentes sse X1,..., X, sdo independentes para todo n > 1 e dizem-se
identicamente distribuidas sse X;, i = 1,2,... tiverem a mesma

distribuicao de probabilidade.

Observacao 5.1. Variaveis aleatérias independentes e identicamente
distribuidas sao designadas por IID.
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Um problema fundamental relacionado com sucessoes de varidveis
aleatérias é o estudo do seu comportamento assimptédtico. Como ex-
emplo, considere-se o langamento de uma moeda ao ar um nimero
arbitrario de vezes. Seja X; = 1 se a moeda fica de face voltada para
cima no i-ésimo langamento e X; = 0 caso contrario. Assumindo que
a moeda é “perfeita” temos que

Supondo que os langamentos sao independentes entre si, temos uma
sucessao de variaveis aleatorias (X, Xo,...) IID. Forme-se a soma,

Sp=X1+Xo+ -+ X,,

que representa o nimero de faces em n langamentos. Quando tomamos

o limite n — oo esperamos que a razao % se aproxime da probabili-

dade real de a face ficar voltada para cima, ou seja, % Este tipo de
resultado é conhecido pela lei dos grandes ntimeros.

Proposicao 5.2 (Lei fraca dos grandes numeros). Sejam X3, Xo, ...
varidveis aleatorias independentes tal que

EX,)=p<oo e Var(X;)<K<oo, Vi=12....

Entao S—; converge em probabilidade para p, ou seja,

Sn—u‘<e>:1.
n

Demonstragao. Em primeiro lugar note-se que E(S,) = nu pela
linearidade do valor esperado e Var(S,,) < nK porque X1, Xs,... sdo
independentes. Logo, aplicando a desigualdade de Markov vem que,

(

Logo,

Ye>0, limP<

n—oo

n n2e2 ne2
lim P(Sn—,u‘ Ze) =0.
n—00 n

Ou seja, dado € > 0 arbitrario tem-se

lim P<Sn—,u’<e>:1— lim P<
n—o00 n n—o00

Sn—u’Ee)zl.

n
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Observagao 5.3. Existem resultados de convergéncia mais fortes que
o anterior, nomeadamente a lei forte dos grandes ntimeros que estab-
elece a convergéncia S,,/n — p a excepgao de um conjunto de prob-
abilidade nula: se X7, X5, ... s@o variaveis aleatorias IID com valor
esperado finito entao

lim Sn =u, P-qc..

n—oo N

5.1 Martingalas

O termo Marginala tem as suas origens nos jogos de apostas e de-
screve o conceito de jogo honesto. As martingalas encontram apli-
cacgoes em diversas areas, nomeadamente em matematica financeira,
na modelacao de activos financeiros. Antes de passarmos & defini¢dao
de martingala temos de introduzir o conceito de filtragao.

Definigao 5.3. Diz-se que as o-dlgebras JFi, Fa,... de partes de €
formam uma filtragao sse 1 C Fo C ---.

Exemplo 5.4. Considere uma sucessao de variaveis aleatorias (Xp, )n>1
e as o-dlgebras F,, C F definidas da seguinte maneira,

Fn :U(Xl,...,Xn).

Entao Fi, Fo,... formam uma filtracdo e representam toda a infor-
magao até ao instante n, ou seja, todos os acontecimentos possiveis de
observar de (X1, ..., X,). A filtragao (F,,),>1 designa-se por filtragao
canénica.

Definigao 5.4. Diz-se que uma sucessao de variaveis aleatorias (X, )p>1
¢ adaptada a filtragao (F,,)n>1 sse X,, é F,-mensuravel.

Exemplo 5.5. Qualquer sucessao de varidveis aleatérias é adaptada
a filtragdo canonica.

Estamos em condigoes de definir o conceito de martingala.

Definigao 5.5. Uma sucessao de variaveis aleatorias (X,),>1 ¢ uma
martingala relativamente a filtracao (Fy,)n>1 sse

1. X, é integravel para todo n =1,2,..., ou seja, E(|X,|) < cc.

2. (X1,X2,...) é adaptada a (Fi, Fa,...).

3. E(Xp41|Fn) = Xp, P-q.c. paratodon=1,2,....
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Observagao 5.6. Da defini¢ao de esperanga condicional tem-se
/ E(Xp41|Fn)dP = / Xnp1dP, VYAeF,.
A A

Por outro lado, segue da terceira condigao da definigdo de martingala

que
/XndP—/Xn+1dP.
A A

Portanto, tomando A = € temos que
E(Xp41)=E(X,), n=12....

Usando indugao prova-se que E(X,) = E(X;) para todon =1,2,....
Ou seja, uma martingala (X,,),>1 tem valor esperado constante.

Observagao 5.7. Se (X,)p>1 ¢ uma martingala relativamente a fil-
tracao (Fn)n>1 entao

E(X,|Fi) =Xy, parake{l,2,...,n—1}.

De facto, usando as propriedades da esperanga condicional podemos
escrever

E(X,|Fr) = E(E(Xu|Fn-1)|Fx) = E(Xp—1|Fk) -
Usando inducao temos que
E(Xn|Fr) = E(Xk|Fr) = Xk .

Exemplo 5.8. Sejam X, Xs,... varidveis aleatérias independentes
com valor esperado nulo. O passeio aleatoério,

Sp=X1+Xo+ -+ Xy,
é uma martingala relativamente & filtragdo canénica
.Fn :O-(X:[,...,Xn).

De facto, a primeira e segunda condi¢do da defini¢do de martingala
verificam-se trivialmente. Relativamente & terceira condi¢ao temos
que,

E(Sps1|X1,. .., X0)

E(Xn—i-l + Sn’Xh i 7Xn)
(Xn+1’X1, ey Xn) + E(Sn‘Xl, - ,Xn)
(Xn—i-l) +Sn

E
E

Sn
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Exemplo 5.9. Seja Y uma variavel aleatoria integravel, isto é E(|Y]) <
00 € (Fp)n>1 uma filtragdo. Entéo a sucessao de variaveis aleatorias

X, =EY|F,), n=12...
¢ uma martingala relativamente a filtragao (F,,)n>1. De facto,
[ Xn| = [E(Y|F)| < E(IY]]Fn) -

Logo,
E(X.)) < E(E(Y||F.)) < E(Y]) < .

Por outro lado,
E(Xpt1|Fn) = BE(E(Y|Fny1)|Fn) = E(Y|F) = X,
Esta martingala é conhecida como processo de Doob.

Exemplo 5.10. Sejam X1, X», ... varidveis aleatorias independentes
tais que E(X,,) = 1 paratodon > 1. A sucessao de variaveis aleatorias

Zn:Xl'XQ"'er

é uma martingala relativamente a filtracao canénica F,, = o(X1, ..., Xp).
De facto, uma vez que as variaveis X,, sao independentes temos que

BE(Z,)=E(X:- X,) = [[ E(Xi) =1.

Logo, E(|Zy,|) < co. Por outro lado,
E(Zns1|Fn) = E(Xni1-Zn|Fn) = ZaB(Xps1|Fn) = ZaE(Xps1) = Zn, .

Exercicio 50. Seja (X,,),>1 uma martingala relativamente a filtragao
(Fn)n>1. Mostre que (X;,),>1 ¢ uma martingala relativamente a fil-
tracao canodnica,

gn:O'(Xl,---,Xn)-

Retomando o exemplo do langamento da moeda, considere o seguinte
jogo. Se no n-ésimo langamento da moeda sair face entao ganha 1 euro,
caso contrério perde 1 euro. Formalizando, seja Q = {E,F}" o con-
junto de todas as sequéncias de letras possiveis de formar com {E, F}
e X, : Q — R a variavel aleatoria que toma os valores X,,(w) =1 se a
n-ésima letra da sequéncia w for um F e X,,(w) = —1 caso contrério.
Logo, concluimos do Exemplo 5.8 que o ganho total até ao n-ésimo
lancamento,

Spn=X1+-+ Xy,
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é uma martingala relativamente & filtracdo canoénica. Portanto, da
terceira condi¢ao da definicao de martingala concluimos que o lanca-
mento de uma moeda perfeita ¢ um exemplo de um jogo justo, ou
seja, que perante a informacao acumulada até ao n-ésimo lancamento,
espera-se que no langamento seguinte o ganho total nao se altere.

Nem todos os jogos sao justos, no sentido em que podem existir
jogos mais favoraveis que outros. Um exemplo de um jogo favoréavel
seria o do lancamento de dois dados em que o apostador ganharia se
a soma dos dados fosse maior ou igual a 6.

Definigao 5.6. Uma sucessao de variaveis aleatorias (X,),>1 ¢ uma
supermartingala (submartingala) relativamente a filtragao (F,)n>1
sse

1. X, é integravel para todon =1,2,....

2. (X1, Xo,...) é adaptada a (F1, Fa,...).

3. E(X,41|Fn) < X, (respectivamente, E(X,4+1]|F,) > X,,) para
todon=1,2,....

Portanto, uma supermartingala (submartingala) representa um jogo
desfavoravel (respectivamente, favoravel).

5.1.1 Estratégias

Considere um jogo de apostas em que em cada jogada é possivel apos-
tar uma certa quantidade que pode ou nao perder com certa probabili-
dade. Ou seja, considere uma sucessao de variaveis aleatorias (Xp,)n>1
tais que E(|X,|) < oo que representam o valor que pode ganhar ou
perder em cada jogada. Se as suas apostas em cada jogada sdo igual
a unidade entao o ganho total no final de n jogadas é

Sn=X14+--+Xn.

Considere a filtragdo canoénica e por conveniéncia tome Sy =0 e Fg =
(0,9},

Suponhamos que decide em cada jogada alterar a sua aposta com
base nas jogadas anteriores. Ou seja, na jogada n faz uma aposta «,,
que é uma funcao mensuravel relativamente & informacao das jogadas
anteriores F,,_1. Entao o ganho total até a n-ésima jogada é dado por,

Ip =1 X1+ 4+ apX,.
Uma estratégia é uma sucessao de fungoes (an)n>1 tais que a,

é mensuravel relativamente a F,_1 paran = 1,2,.... Numa situacao
real, as apostas «a, terao de ser fungoes limitadas, uma vez que nenhum
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jogador pode dispoér de fundos ilimitados. Portanto, uma estratégia
limitada é uma estratégia (ay,)n>1 tal que ay, é uma fungao limitada
paran =1,2,....

A seguinte proposicdo demonstra que é impossivel através de uma
estratégia limitada alterar um jogo a nosso favor.

Proposigao 5.11. Se (Sy)n>1 € uma martingala relativamente a (Fp,)n>1
e (an)n>1 € uma estratégia limitada. Entao (Zy,)n>1 € uma martingala
relativamente a (Fp)n>1-

Demonstragao. Seja C, = maxj<p<n |on|. Note-se que Cp, < oo
por hipétese. Entao,

E(|Z,]) = E(lon X1+ -+ + anXy|) S CLE(Sy]) < 0.
Por outro lado,

E(Zﬂ|]:nfl) = E(anl + an(sn - Sn71)|]:n71)
= E(anlu:nfﬂ + E(an(sn - Sn71)|]:n71)
=4Zp-1+ an(E(Sn|~Fn—l) - Sn—l) .

Como «,, é limitada temos que o, (E(Sy|Fn-1) — Sn—1) = 0 pela
defini¢ao de martingala. Logo E(Z,|Fn-1) = Zn-1. O

Observacao 5.12. E valido um resultado analogo no contexto de
supermartingalas (submartingalas). Mais concretamente, se ,, ¢ uma
estratégia limitada nao negativa («, > 0) e S, uma supermartingala
(submartingala) entdo Z,, é uma supermartingala (submartingala).

Exemplo 5.13 (A martingala). Considere novamente o jogo do langa-
mento repetido de uma moeda perfeita. O ganho acumulado é dado
por

Sp=X1+ -+ Xy,

onde X1, Xo,... sao variaveis aleatorias IID tais que X, =1 ou X, =
—1 com igual probabilidade.

A martingala é um tipo de estratégia usada nos jogos de apostas
que teve origem em Franca no século XVIII. A estratégia consiste em
cada jogada duplicar a aposta anterior caso o resultado anterior tenha
sido desfavoravel. Ou seja,

{zn se Xj=Xog= =X, ;=1
oy, =

0  caso contrario
Portanto, ao fim de n jogadas tem um ganho acumulado de

Zn =1 X1+ -+ ap Xy,
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Segue da proposicao anterior que Z, é uma martingala relativamente
a filtracao canodnica,

.Fn = O’(Xl,...,Xn).
Note-se que E(Z,) = 0 para n = 1,2,... (uma das propriedades da

martigala). Considere agora o menor n tal que o resultado da n-ésima
jogada foi favoravel, ou seja, a funcao

T(w) =min{n € N: X,,(w) =1} .

Note-se que o acontecimento {7 = n} € F,. De facto, como podemos
escrever

{r=n}={X1=—-1}n---n{X-1 = -1} n{X,, =1} .

segue que {T = n} € F,,. Por outras palavras, o jogador toma a decisao
de parar o jogo na n-ésima jogada com base na informacao de todas as
jogadas que ja fez. Designamos a fungao 7 por tempo de paragem.
Usando o tempo de paragem podemos escrever o ganho acumulado,

-1-2—...—2"1
() = se n < 7(w) .
1 se n > 7(w)

Sempre que n = 7(w) < 0o temos que Z (,y(w) = 1. De facto Z; =1,
P-q.c. uma vez que P(7 < co0) = 1. Logo

B(Z)=1.
Por outro lado,
0 Ly * 1 —9n-1
E(Z-1)=) (-1—...— 2" %)P(r =n) :ZT = —0.
n=2 n=2

Ou seja, um jogador pode ir acumulando pequenos ganhos ao longo do
tempo dando a ilusdo de que a sua estratégia é ganhadora. No entanto,
a possibilidade remota de ter um prejuizo catastrofico contrabalanca
esses ganhos e pode levar o jogador & faléncia rapidamente. Portanto,
a estratégia da martingala é apenas bem sucedida se o jogador dispor
de recursos e tempo ilimitados.

5.1.2 Tempos de paragem

Motivados pelo exemplo anterior, fazemos a seguinte definigao.

Definigao 5.7. Um tempo de paragem relativamente a filtracao
Fr € uma fungdo 7: Q — NU {oo} que satisfaz

{r=n}teF,, n=12....

68



Quando é claro a que filtracao se refere o tempo de paragem, dize-
mos apenas que 7 é um tempo de paragem.

Exercicio 51. Mostre que {7 =n} € F, sse {T <n} € F,.

Exercicio 52. Seja (X,,),>1 uma sucessao de variaveis aleatorias adap-
tada a uma filtracao F, e seja B C R um Boreliano. Mostre que o
tempo de primeira entrada de X,, em B,

7(w) = min{n € N: X,,(w) € B},

¢ um tempo de paragem relativamente a F,. (Dica: generalizar o
argumento do Exemplo 5.13 escrevendo {7 = n} como uma intersec¢ao
de acontecimentos em F,).

Se (Xp)>1 uma sucessao de variaveis aleatorias adaptada a uma
filtracdo (Fn)n>1. Dado um tempo de paragem 7 podemos definir
uma nova sucessao,

XT(w) = Xp(w) sen < 7(w)
" Xrww) sen>r7(w) ’

que representa a sucessao (X,),>1 parada no instante 7. Por
exemplo, se w ¢é tal que 7(w) = 3 entdo a realizac¢do da sucessao original
é
Xl(w), XQ(w), Xg(w), X4(w), X5(w), N
enquanto que a realizagao da sucessao parada nesse instante é
Xl(w), Xz(w), Xg(w), Xg(w), Xg(w), NN

Observacao 5.14. E usual escrever-se,

X:m—(w) = Xmin{n,’r(w)}(w) = XT(UJ)/\n(w) , Vwe,
onde a A b = min{a, b}.

A funcéo,

L, . b
0 caso contrario

Xr(w) = {XT(W)(W) se T(w) < o0

¢é designada por X;, no momento exacto do tempo de paragem.
Note-se que X, é F-mensuravel, uma vez que,

Xr = ZXn * X{r=n} -

n=1

Vimos na seccao anterior que nao é possivel através de uma estraté-
gia limitada alterar um jogo justo a nosso favor. A seguinte proposicao
mostra um resultado semelhante no contexto dos tempos de paragem.
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Proposigao 5.15. Seja X,, uma martingala relativamente a filtragdo
Fn e T um tempo de paragem. Entao X, pnn € uma martingala relati-
vamente a JFy,.

Demonstragao. Seja

o (1) = {1 sen < 7(w) .

0 sen>r7(w)
Entao podemos escrever,
Xran = oY1+ aeYo + -+ anYs,

onde

E:Xl (§] Yk:Xk_Xk717 VkZQ.

E facil verificar que «,, é uma estratégia limitada. De facto, dado um
Boreliano B de R temos que:

e sc0¢ Bel¢ Bentao {a, € B} =0 € Fp_1;

e sc0eBel¢ Bentao {a, € B} ={r <n} e F_1;

e sc0¢ Bele Bentao{a, € By ={r>n}={r<n}e F_;
e se0eBele Bentao {a, € B} =Q¢€ F,_1.

Logo «,, é F,,_1-mensuréivel. Para provar que X, é uma martin-
gala basta mostrar, pela Proposicao 5.11, que S, = Y1 +---+ Y, é
uma martingala relativamente a F,. Mas

Sn:X1+(X2—X1)+"‘+(Xn_Xn—1):Xn-

O]

Observacao 5.16. E valido um resultado analogo no contexto de
supermartingalas (submartingalas).

5.1.3 Teorema de paragem opcional

Vimos na secgao anterior que se X, é uma martingala e 7 um tempo
de paragem entao X,p, é também uma martingala. Adicionalmente,

E(Xoan) = E(X,) = E(Xy).

No entanto, se considerarmos X, no momento exacto do tempo de
paragem,

X, (w) = {XT(W)(w) se T(w) < 00

L, . )
0 caso contrario
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entao nem sempre F(X;) = E(X;). Como exemplo veja-se o caso da
estratégia de martingala. O teorema de paragem opcional estabelece
condigoes suficientes para que a propriedade da martingala se estenda
a tempos de paragem, isto é,

B(X,) = B(X1).

Antes de enunciar o teorema, necessitamos de uma defini¢ao téc-
nica.

Definicao 5.8. Uma sucessao de variaveis aleatorias (Yy,)n>1 diz-se
uniformemente integravel sse existir uma funcao integravel g : 2 —
[0, 0] tal que |Y;,| < g para todon =1,2,....

Estamos em condigoes de enunciar o teorema.

Teorema 5.17 (da paragem opcional de Doob). Seja (Xp)n>1 uma
martingala relativamente a wma filtragao (Fp)p>1 € T um tempo de
paragem. Se P(1 < 00) =1 € (Xrpan)n>1 € uniformemente integrdvel
entao E(X;) = E(X;).

Ou seja, nao é possivel alterar um jogo a nosso favor usando uma
estratégia de paragem que satisfaca as condicoes do teorema. Antes de
comentarmos acerca das condi¢oes do teorema vejamos a sua demon-
stragao.

Demonstragao. Uma vez que P(T < oo) = 1 segue que

lim X;an, =X, P-q.c.

n—oo

De facto, dado w € Q tal que 7(w) < oo, existe k > 1 tal que
Xrwyrn(w) = X7(w) para todo n > k. Logo, segue do Teorema da
convergéncia dominada que

E(X;) = lim B(Xrp,) = lim E(X)) = E(X1).

n—o0

O]

Das duas condigoes do teorema da paragem opcional a mais dificil
de verificar é X, a, uniformemente integravel. Contudo existem alguns
casos em que podemos verificar essa condi¢ao com facilidade.

Proposigao 5.18. A martingala (X-an)n>1 € uniformemente inte-
grdvel se alguma das sequintes condi¢des se verificar:

1. A sucessao (Xian)n>1 € limitada, ou seja, existe um M > 0 tal
que | Xoan| < M para todo n > 1.

71



2. O tempo de paragem € limitado: P(T < k) =1 para algum k > 1.
3. E(1) < 0o e existe um M > 0 tal que

VE>1 E(|Xep — Xl |Fe) < M.

Demonstracao.
1. Segue directamente da Defini¢ao 5.8.
2. Se 7 < k P-q.c. entao

|XT/\TL‘ < max{]Xﬂ PRI |Xk‘} .

Logo, X;an € uniformemente integravel.
3. Seja,
W = ’Xl—Xo‘+’X2—X1’—|—...+‘XT—XT_1| R

onde por conveniéncia se define Xg = 0 e Fy = {0, Q} a o-algebra
trivial. Segue da defini¢ao de X A, que

|X7—/\n|§W, Vn:1,2,

Basta mostrar que W ¢é integravel, ou seja, E(W) < oco. Em
primeiro lugar note-se que,

[e.e]
W= Z | Xk+1 — Xl X{r>k+1} -
k=0
Por outro lado, como E(|Xjy1 — Xg| Fr) < M temos que
E(|Xkq1 — Xil Xrzbr 131 FE) = Xrokr 13 B ([ Xng1 — Xi| [Fr)
< MX{r>py1) -

Logo, E(| Xk+1 — Xkl Xr>k+1) < MP({T > k+ 1}). Assim temos
que,

EW) =Y E(Xps1 — Xil X(rops1)) € > MP({r > k+1})
=0 i=0
=ME(T) < 00.
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Exemplo 5.19 (O jogo da ruina). Retomemos o jogo do langamento
repetitivo de uma moeda perfeita. Seja X1, Xo, ... varidveis aleatorias
IID tais que X,, € {—1,1} com igual probabilidade. Entao o passeio
aleatorio,

S,=X14+...+ X,

¢ uma martingala relativamente a F,, = o(Xy,...,X,). Considere-se
o tempo de paragem,

T:min{nEN: Sne{_a?b}}7

onde 0 < a,b. Ou seja, o jogo termina quando o jogador obtiver um
prejuizo de a euros ou um lucro de b euros. Desejamos calcular a
probabilidade p, = P(S; = —a), isto é, a probabilidade de o jogador
acabar o jogo com um prejuizo de a euros em vez de um lucro de b
euros.

Suponhamos que as condi¢oes de aplicabilidade do teorema da par-
agem opcional se verificam, isto é,

o P(T<o0)=1

e S n € uniformemente integravel
Entao, do teorema da paragem opcional segue que E(S;) = E(S1) = 0.
Por outro lado,

0=FE(S;) =—aps +b(1 —p,) .

Logo,

b

Cbta’

Portanto, se o jogador tiver a euros e estiver disposto jogar enquanto
nao os perder, entao a probabilidade de ruina é,

Pa

li =1l =1
bt T N bt a

Verifiquemos agora as condigoes do teorema.

e Uma vez que X prn € [—a,b] logo X a, € uma sucessao limitada.
Portanto uniformemente integravel.

e Demonstremos P(T < co) = 1. Seja |l = a + b o comprimento do
intervalo [—a, b] e Ay o acontecimento,

A ={ X141 = Xpp—typo ==X =1}, k=12,...

Note-se que P(Ag) = % para todo k = 1,2,.... Se Aj ocorrer
entao o jogo terminou antes de se chegarem as [ jogadas, uma
vez que S; > b. Logo, A1 C {7 <} e segue que

1

P(r>1) < P(A5) = 1- 5.

73



Se no entanto Ay U As ocorrer entdo S, = b para algum m €
{1,...,2l}. Logo o jogo terminou antes de se chegar a 2[-jogada.
Logo, A1 U Ay C {7 < 2l}. Portanto,

2
P(r > 21) < P((A1 U A3)°) = P(AS)P(AS) = ( - 21[> .

Generalizando este argumento obtemos que,

k k
1
P(T>kl)§P<ﬂA§> = <1—2l> . k=1,2,...

i=1
Logo,
P(tr=00)= lim P(t > kl)=0.
k—o0

Proposicao 5.20 (Equagao de Wald). Seja X,, uma sucessao de var-
idveis aleatorias IID com E(|X,|) < M para algum M > 0 e T
um tempo de paragem relativamente a filtragao o (X1, ..., X,,) tal que
P(r <o) =1 e E(1) < co. Entao

E(Z Xi) =
-1

onde p = E(X,) para todon =1,2,....

Demonstragao. Seja Z, =Y ;- X; — nu. Uma vez que Z, ¢ uma
martingala entao se o teorema da paragem opcional for aplicavel temos

que
0= ZX—T/L ZX

Logo, resta verificar as condi¢ées do teorema. De facto, usando a
Proposigao 5.18 basta provar que existe um M > 0 tal que,

E(|Zps1 — Zp| | Fn) <M, Vn=1,2,....
Mas,

E(|Zns1 — Zn||Fn) = E(|Xnt1 — pl [Fn)
(’Xn+1 D
([ Xnt1]) + 1

M+ p<oo.

E
E

IA A
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Exemplo 5.21. Seja X1, Xo, ... variaveis aleatorias 11D tais que X, €
{0,1} e « = P(X,, = 1). Forme-se a soma,

Sp=X1+-+X,,
e considere-se o tempo de paragem,
7 =min{n € N: S, =k} .
Uma vez que P(1, < o0) temos pela equagao de Wald que
k= E(S:) = aE(m).
Logo, E(7) = 7.

Exemplo 5.22. Retomando o Exemplo 5.19, desejamos calcular E(7).
A equagao de Wald néo ajuda uma vez que E(S;) =0e u = 0. No
entanto se considerarmos uma nova sucessio Z, = S2 — n é possivel
calcular E(7). Note-se que Z,, ¢ uma martingala, logo Z;r, ¢ também
uma martingala. Logo,

0=FE(Z)) = E(Z;pn) = E(S%,, — T An).
Portanto,
E(S25,) = E(T An).

Como 7An A/ 7e Sran — Sy onde Syay, € uma sucessao limitada, entao
pelo teorema da convergéncia monoétona e da convergéncia limitada
temos que

E(S?) = E(7).

Mas como, F(S?) = aQbJ%a +0%(1 — bJrLa) = ab, logo,

E(t)=ab.

Teorema 5.23. Seja (X,,)n>1 uma supermartingala (submartingala)
relativamente a uma filtragao (Fn)n>1 € T um tempo de paragem.
Se P(T < o0) = 1 e (Xsan)n>1 € uniformemente integrdvel entao
E(X;) < E(Xy) (E(X7) =2 E(X1)).

Demonstragao. Deixa-se como exercicio. O
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5.1.4 Convergéncia de martingalas

O resultado que se segue estabelece a convergéncia de uma martingala
com probabilidade 1 desde que a sucessao E(|Xy,|) seja limitada. Sua
demonstracao pode ser vista em [1].

Teorema 5.24. Seja X,, uma martingala tal que E(|X,|) < M para
todon =1,2,... e algum M > 0. Entdo existe uma varidvel aleatoria
Xoo integrdavel tal que

Xoo = lim X,,, P—gq.c

n—0o0

Como corolério tem-se o seguinte resultado.

Corolario 5.25. Se X,, € uma martingala ndo negativa entdo existe
uma varidvel aleatoria X tal que

Xoo=lim X,,, P—gq.c

n—o0

Demonstracao. Uma vez que X,, é nao negativa tem-se
E(|X,]) =E(X,) =FEX1), Vn=1,2,...

O resultado segue do teorema anterior. O

Exemplo 5.26. Considere novamento o jogo honesto,

onde X, é uma sucessao de variaveis aleatérias IID tais que X,, €
{—1,1} com igual probabilidade. Suponha que o jogador dispoe de
crédito limitado, a euros. Portanto, é obrigado a abandonar o jogo
quando o seu prejuizo atingir esse limite,

T=min{n >1:5, =—a}.

Logo, a martingala S, +a é ndo negativa e segue do corolario anterior
que
S; = lim S;nn, P —q.c.
n—oo

Uma vez que
|Sp41—Sn| =1, Yn=1,2.3,...

entao 7 é finito P-q.c., caso contririo a sucessao S;, nao seria con-
vergente P-q.c.

Conclui-se assim que com probabilidade 1, o jogador serd obrigado
a abandonar o jogo ao fim de um ntmero finito de jogadas.
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Exemplo 5.27. Sejam Xi, Xo,... variaveis aleatorias IID tais que
X, € {0,2} com igual probabilidade. Uma vez que E(X,,) = 1 entao

é uma martingala. Como Z, > 0 entao aplicando o corolario anterior
tem-se
Zoo = lim Z,, P —q.c.

n—oo

De facto, Zo, = 0, P-q.c.

6 Processos Estocasticos

6.1 Definigcoes gerais

Definigao 6.1. Seja (€2, F, P) um espaco de probabilidade. Um pro-
cesso estocastico X ¢ uma coleccio X = {X;:t € T} de variaveis
aleatorias Xy : 2 — R indexadas por um parametro ¢t € T' C R.

Quando o conjunto dos parametros 7' é um conjunto numerével,
tipicamente 7' = {0,1,2,...} ou T = Z, entao o processo estocastico é
de parametro ou tempo discreto.

Observagao 6.1. Neste contexto, uma sucessao de variaveis aleatérias
é um processo estocastico de tempo discreto.

Quando T é um intervalo, tipicamente T' = [0,00[ ou T' = R,
entao o processo estocéstico é de parametro ou tempo continuo.
Ao conjunto dos valores que as varidveis aleatérias X; podem tomar
designa-se por F, o conjunto dos estados do processo estocas-
tico. Quando o conjunto dos estados F é finito ou numeravel entao o
processo estocéstico diz-se discreto, caso contrario diz-se continuo.

Observagao 6.2. E usual escrever-se X (t) quando o processo é de
tempo continuo.

Para cada w € ) a funcéo
t— Xt(w) , teT

¢ designada por trajectéria ou realizagao do processo. Uma tra-
jectoria de um processo referente a um periodo limitado de tempo é
designada por série temporal.

A lei de probabilidade do processo estocastico é dada por todas
as distribui¢oes de probabilidade conjuntas de um ndmero finito de
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variaveis aleatorias (Xy,,..., Xy, ). Portanto, a lei de probabilidade do
processo consiste na familia de fungoes de distribuigao de probabilidade
conjuntas,

F(th,...,th)(l‘17"')"'ETL) = P(th S xl?"‘)th S :Cn)7

onde t1,...,t, sdo quaisquer conjunto finito de indices pertencentes a
Ten>1.

Definigao 6.2. Dois processos estocasticos X = {X;:t €T} eY =
{Y; : t € T'} dizem-se identicamente distribuidos sse tiverem a mesma
familia de funcoes de distribuicao de probabilidade conjuntas, ou seja,

Fixiy X)) = Fvayon¥en)
para todo o conjunto finito de indices t1,...,t, € T en € N.

Definigao 6.3. Dois processos estocasticos X = {X;:t €T} eY =
{Y; : t € T'} dizem-se independentes sse os vectores aleatorios

(th,...,th) € (Ytl,...,Y%n)
sao independentes para quaisquer ti,...,t, € T en € N,

Observagao 6.3. Note-se que dois vectores aleatérios sao indepen-
dentes sse as suas o-algebras induzidas sao independentes.

Exemplo 6.4. Considere uma sucessao (X, ),>1 de variaveis aleatorias
independentes. O processo estocéstico de tempo discreto

S={S,=X1+ -+ X,:neN},

é designado por passeio aleatério. A variavel aleatéria S, por ser in-
terpretada como o deslocamento até ao instante n, podendo ser escrita

Sn: n—1+Xn~

6.2 Estacionariedade

Em termos gerais, um processo estacionario é um processo cujas carac-
teristicas de aleatoriedade nao se alteram ao longo do tempo. Existem
diversas defini¢oes de estacionariedade.

Definigao 6.4. Um processo X; diz-se estacionario em média sse
E(Xy)=p, VteT.

Num processo estacionario em média o seu valor esperado nao
evolui ao longo do tempo.
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Definigao 6.5. Um processo X; diz-se de covariancias estacionarias
sse

1. Os momentos de segunda ordem sao finitos, isto é
E(X})<oo, WeT,
2. Existe uma funcao v : T — R tal que
Cov(Xs, X¢) =~(t—s), Vs<t.

Observacao 6.5. Num processo X; com covaridncias estacionarias
tem-se

Var(X;) = ~(0) .
Ou seja, a varidncia do processo nao se altera ao longo do tempo.

Definigao 6.6. Um processo X; diz-se estacionario até a segunda
ordem sse for estacionario em média e tiver covariancias estacionarias.

Uma defini¢do de estacionariedade mais forte que as anteriores é a
seguinte.

Definigao 6.7. Um processo X; diz-se fortemente ou estritamente
estacionario de ordem k € N sse para quaisquer instantestq,...,t; €
T e qualquer h tal que t; + h € T, i =1,...,k, os vectores aleatorios
(X1, Xy,) e (Xt 4hs - -, Xiy4n) sdo identicamente distribuidos.

Chegamos assim a defini¢ao de estacionariedade mais forte.

Definigao 6.8. Um processo ¢ fortemente ou estritamente esta-

cionario sse for fortemente estacionario de ordem k para qualquer
ke N.

Esta definicdo de estacionariedade implica todas as outras. Adi-
cionalmente, num processo fortemente estacionario todas as variaveis
aleatérias X; tem a mesma distribuicdo. Analogamente, todos os
pares (X, X;) sao identicamente distribuidos desde os instantes es-
tejam igualmente espagados no tempo.

Exemplo 6.6. Qualquer sucessao de variaveis aleatorias IID é um
processo fortemente estacionéario.

Exemplo 6.7. Considere um processo estocéastico {X,, : n=1,2,...}
tal que F(X,,) =0 e Var(X,,) = o2 para todo n > 1 e Cov(X,,, X,,) =
0 para n # m. Este processo é estacionario até & segunda ordem,
sendo usualmente designado por ruido branco.

79



Exemplo 6.8. Seja (X,,),>1 uma sucessao de variaveis aleatorias 11D,
feReY, =X, —0X,_1. O processo estocéstico

Y ={Y,:neN}

é estacionario até & segunda ordem. E usualmente designado por pro-
cesso de médias moveis de primeira ordem, MA(1).

6.3 Processo com incrementos estacionarios e
independentes
Definicao 6.9. Um processo estocéstico X; diz-se de:
e incrementos independentes sse para quaisquer instantes t; <
to < .-+ < t,, as varidveis aleatoérias

KXty — Xty Xty — Xty oo o3 X,y — Xy

sao independentes.
e incrementos estacionarios se para quaisquer instantes t,s € T’
eh>0tal quet+ h,s+ h €T, as variaveis aleatorias
Xt—l—h - Xs+h e Xi— Xg
sao identicamente distribuidas.

Exercicio 53. Mostre que um processo estocéstico {X; : ¢t € T'} tal
que Xg = 0 tem incrementos estacionarios sse para todo t > s tal que
t — s € T as variaveis aleatérias X; — X e X;_s sdo identicamente
distribuidas.

Como o seguinte resultado demonstra é facil caraterizar os proces-
sos estocasticos em tempo discreto com incrementos independentes e
estacionarios.

Proposicao 6.9. Uma sucessao de varidveis aleatorias (Xo, X1, Xo,...)
tem incrementos independentes e estaciondrios sse existir uma sucessao
de varidveis aleatorias (Uy,Us,...) 1ID tal que

anzn:Ui n € N.
=1

Demonstragao. Se (Xo, X1, Xo,...) tem incrementos independentes
e estacionarios entao seja U, = X,, — X,,_1 paran = 1,2,.... Segue
da construgao que a sucessao (U, Us,...) ¢ IID e

Xn=Up++Un.
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Se por outro lado (Uy, Us,...) é IID entao mostremos que X,, = U; +
-+ + U, tem incrementos independentes e estacionéarios. De facto,
dados n > m temos que

X, — X = m+1_|_..._|_Un_
Uma vez que Uy, Us, ... sao IID segue que
Xn+k - Xm+k € Xn - Xm

sdo independentes. A estacionariedade prova-se de maneira semel-
hante. O

Num processo estacionario {X; : ¢ € T'} com incrementos indepen-
dentes e estacionarios, se sabemos a funcao de densidade de probabil-
idade de X; para todo t € T entdo podemos determinar a funcao de
densidade conjunta f¢, 4, de qualquer vector aleatorio (X, ..., Xy, ).

Proposicao 6.10. Seja X = {X;:t € T} um processo estaciondrio
com incrementos independentes e estaciondrios tal que Xg = 0 e X4
tem funcao densidade de probabilidade f; para todot € T. Set; € T,
1=1,...,n, tal que

O<ti<ta<--- <ty
entao

Jtitortn (@102, ..y xn) = fo,(21) fro—t, (2—21) - -+ frp—tn_ (Tn—Tp—1).

Demonstragao. Seja Uy = X3, e Uy = Xy, — Xy, | parai =2,...,n.
Entao

(th,XtQ,...,th):(Ul,Ul+U2,...,U1—|—U2—|—"'+Un).

Segue de o processo ter incrementos estacionarios e independentes que
as variaveis aleatorias Uy, Us, ..., U, sdo independentes e tém funcoes
de densidade marginais ft,, fto—t; - - -, ft,—t,_,- Logo,

for v @1, xn) = fo (21) fro—ty (22) -+ frp—t,y (¥0) -

Seja X = (X4, Xey,--., X)), U = (Uy,...,Uz) e considere a
funcao h : R®™ — R"™ definida por

h(zy,...,2p) = (1,21 +T2,..., 21 + T2+ -+ 2p) .
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Segue do teorema da mudanca de variavel que,

/gde:/ g0 hdpy
R™ R™

— [ gon-fydm,
2/ gz, z1+ 2, .. 1+ xy) fulzn, .. xn) dmy,

:/ g($1a-~7xn)fU(-Tla=T2_xla---aajn_l'n—l)dmn
n

Como a fungao g é arbitraria concluimos que

dpx
i (X1, xp) = fulz1,22 — T1, ..., Tp — Tp—1) -
n

O]

Proposicao 6.11. Seja X = {X; : t € T'} um processo estocdstico com
incrementos independentes e estaciondrios tal que Xog =0 e E(X?) <
oo para todo t € T'. Entao existem constantes i € R e o > 0 tal que

1. BE(Xy)=pt parateT.

2. Cov(Xs, X;) = o?min {s,t} para todo t,s € T?.

Demonstracao.

1. Define-se a funcao g(t) = F(X;). Note-se que dados t,s € T tal

que t + s € T, as variaveis aleatorias X;1, — X5 e Xy — Xg séo
identicamente distribuidas. Logo,

g(t +8) = B(Xits) = B(Xigs — Xs + X55)

Portanto, g é uma funcao aditiva. E possivel provar que as tinicas

funcoes aditivas e limitadas em intervalos limitados s&o as funcoes

lineares g(t) = ut para algum p € R (ver [1]). Logo, E(X;) = ut.
2. Demonstragao analoga a anterior.

O]

Exercicio 54. Seja X = {X;:t € T} um processo estocéstico com
incrementos independentes e estacionérios tal que Xg = 0 e B(X?) <
oo para todo t € T. Mostre que existe uma constante positiva o tal
que

Var(X; — Xs) = o |t — s .
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6.4 Processo de Markov

Um processo de Markov é um processo estocastico em que o futuro é
independente do passado quando se conhece o presente.

Definigao 6.10. Um processo estocastico X = {X;: ¢t €T} ¢ um
processo de Markov se satisfizer a propriedade de Markov,

P(Xt S B’th,...,th) = P(Xt < B|th)7

sempre que t] < to < --- < t, <t €T e para todo o Boreliano B de
R.

Observacgao 6.12. Note-se que P(X € B|Y) = P(X~}(B)|o(Y)) ¢ a
probabilidade condicionada do acontecimento {X € B} dado a infor-
macao de Y, como foi definida anteriormente.

Exemplo 6.13 (Passeio aleatorio ¢ um processo de Markov). Considere-
se o passeio aleatorio

Sp=X1+4 -+ Xn,

onde X1, Xo,... sdo variaveis aleatorias IID tais que X; € {—1,1}.
Uma vez que

onde X, 11 é independente de S;, ¢ = 1,...,n temos que

P(Sn+1 :S‘Sl 281,...,Sn28n) :P(Sn—i-Xn_H :8’51 281,...,Sn28n)
=P(Xpt1=8— 8|1 =581,...,5, = spn)
:P(Xn+1:$—3n).

Por outro lado,

P(Sp+1 = 8|Sn = sn) = P(Sy + Xpnt1 = 8|Sn = sn)
= P(Xp41 =8 — 8,|Sn = sn)
=P(Xnt1=85—5p).

Logo,

P(Sn_H = S|S1 = S1,.. .,Sn = Sn) = P(Sn—I—l = S‘Sn = Sn)
de onde se pode verificar com facilidade a propriedade de Markov.

Generalizando o exemplo anterior obtem-se o seguinte resultado.

Proposicao 6.14. Um processo estocdastico X = {X;:t € T} de in-
crementos independentes com T = [0,00[ ou T = {0,1,2,...} € um
processo de Markov.
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Demonstragao. Deixa-se como exercicio. O

Exemplo 6.15. No entanto existem processos nao Markovianos, como
é o caso do processo autoregressivo de ordem 2, designado por
AR(2),

Yo=a1Yn 1+ aY, o+ Xy,

onde X,, é uma sucessao de variaveis I1ID.

Quando o conjunto de estados do processo de Markov X é finito
ou numeravel entao diz-se que X é uma cadeia de Markov. Note-se
que dependendo da natureza do conjunto dos pardmetros, uma cadeia
de Markov pode ser a tempo discreto ou continuo. Quando o
conjunto de estados e dos pardmetros é um intervalo diz-se que X ¢é
um processo de difusao.

6.5 Processo de Wiener

O processo de Wiener é um processo de difusdo usado para modelar
o movimento Browniano, isto é, o movimento descrito por uma
particula imersa num liquido quando esta colide com as moléculas do
liquido. O processo de Wiener é também amplamente utilizado em
matematica financeira.

Definigao 6.11. Um processo estocastico a tempo continuo W =
{Wy : t € ]0,00[} diz-se um processo de Wiener sse:

1. Wy =0, P-q.c.

2. as trajectorias t — W, sao continuas P-q.c.

3. paraquaisquer 0 < t; < --- < t,, o vector aleatorio (Wy,, ..., Wy,)
tem func¢ao de densidade conjunta,

Frotn (@1, 2n) = pry (1) Pty—t, (T2—21) -+ Dty —t, 1 (Tn—Tn—1),

onde
1 2

e 2t

pt(x) = \/ﬁ )

é a fungdo de densidade da distribuicao Gaussiana.

Exercicio 55. Mostre que a funcao de densidade de W; é

1 22
T) = e 2t
ft( ) V27t

e calcule E(W;) e Var(W,).
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Proposicao 6.16. Para quaisquer 0 < s < t o incremento Wy — W
tem distribuicao normal com valor esperado 0 e varidncia t — s.

Demonstragao. Segue da terceira condigao da definigao do processo
de Wiener que a funcao de densidade conjunta de (Ws, W;) é

fst(@,y) = ps(@)pe—s(y — x) .

Logo,
PW, — W, <2z)= / ps(z)pr—s(y — x) dzdy
{y—=<z}
+o0 z+x
= / / ps(@)pt—s(y — x) dydx
z oo
- / / Po(@)pt—s(y) dady
- / Pr_s(y) dy
Logo,
1 _y?
_s = [ 2(t—s)
ft (y) 27r(t—s)

O]

Proposicao 6.17. Um processo de Wiener tem incrementos indepen-
dentes.

Demonstracao. Para quaisquer 0 < t; < t3 < - < t,, queremos
mostrar que os incrementos,

th - W07 Wt2 - tha cee 7th - th—l

sdo independentes. E possivel demonstrar que se X1, ..., X, sdo var-
iaveis aleatérias que seguem uma distribuicao normal entao sao inde-
pendentes sse nao sao correlacionadas, ou seja, Cov(X;, X;) = 0 para
todo i # j. Portanto, como o valor esperado dos incrementos é nulo,
é suficiente mostrar que,

E[(W,-W)(Wsg=W)] =0, t<u<r<s.

Mas para s < t temos que,

+oo +oo
B(W,W,) / / 2ypa(£)pe_sy — ) ddy

[T ([ ety dy) da

+oo
= / 2ips(z)de =s.

—00
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Logo,

E (W, —Wy)(Ws —W,)] = E(W,Ws) — EOW,W,) — E(WWs) + E(W,W,.)
=u—u—t+t=0

Segue das proposi¢oes anteriores que,

Corolario 6.18. Um processo de Wiener tem incrementos indepen-
dentes e estaciondrios.

Exercicio 56. Mostre que um processo de Wiener é estacionério em
média, mas nao tem covaridncias estacionarias.
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