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Justifique todas as respostas

(1) Considere o conjunto

M = {(x, y) ∈ R2 : x2 + (y − 3
√
x2)2 = 1, x > 0}.

(a) Mostre que M é uma variedade diferencial e indique a sua

dimensão.

(b) Determine o espaço tangente e o espaço normal de M no

ponto (1, 1).

(2) Calcule:

(a) o ponto de

S = {x ∈ R4 : ‖x− (1, 2, 3, 4)‖ = 1}

mais próximo da origem.

(b) o integral ∫ +∞

−∞
e−x

2

dx.
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(3) Considere a hipérbole

H = {(x, y) ∈ R2 : x2 − y2 = 1}

e recorde as funções hiperbólicas:

cosh θ =
eθ + e−θ

2
e sinh θ =

eθ − e−θ

2
.

(a) Decida se a função γ : R→ R2 dada por γ(t) = (cosh t, sinh t),

parametriza uma das componentes da hipérbole H. Em

caso afirmativo, indique qual.

(b) Calcule o integral de linha de f(x, y) = (x−2, 0) ao longo

de H restringido ao primeiro quadrante.

(c) Decida se φ : R+×]0, 1[→ R2, φ(r, θ) = (r cosh θ, r sinh θ),

é uma transformação de coordenadas.

(d) Esboce

S =

{
(x, y) ∈ R2 : x2 − y2 = r2, 1 < r < 2, 0 < y <

e− 1

e+ 1
x

}
e calcule o integral em S de

g(x, y) =
1

2
log

(
x+ y

x− y

)
.

(4) Considere um espaço de medida (Ω,F , µ). Prove que

(a) para λ > 0 e uma função mensurável f ≥ 0, temos

µ ({x ∈ Ω: f(x) ≥ λ}) ≤ 1

λ

∫
Ω

f dµ,

(b) se Ak ∈ F e Ak ⊂ Ak+1 com k ∈ N, então

µ

(
+∞⋃
k=1

Ak

)
= lim

n→+∞
µ(An).


