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Justifique cuidadosamente todas as suas respostas.

(4,0) 1. (a) Prove, utilizando o principio de indugao matematica, que 7" — 1 é um multiplo de 6, para

todo on € N.
(_l)an

(b) Sendo A = { U]

majorantes de A, o seu minimo (caso exista) e a fronteira de AN B.

i€ N} e B={reR:In(1+¢€") >0} indique o conjunto dos

(3,0) 2. (a) Calcule uma primitiva da funcao f(z) = ﬁ que se anule para z = 1.
(b) Calcule a drea da figura plana limitada pelas rectas de equagdes x = 1/2, x = 3, pelo eixo

das abcissas e pelo grafico da funcao f(x) = In(x).

(5,0) 3. Seja f : R — R uma funcao continua em R e considere g : R — R tal que tal que

arctan(zx) se x>0
g(z) = 0
x [ ft)dt+kr sex <0
(a) Calcule o valor de k de forma a que g seja diferencidvel no ponto = = 0.

(b) Calcule ¢'(x), para x # 0 e indique, justificando, se para o valor de k encontrado na alinea

anterior se tem g € C1(R).
(¢) Supondo que f(x) > 0 para todo = < 0, indique, justificando, o valor légico da seguinte
proposicao:
Vz,y eR™z <y = g(x) < g(y)
(3,0) 4. (a) Escreva o polinémio de MacLaurin de ordem 2 da fungao f(x) = In(1 + x).
(b) Utilize o teorema de Taylor para calcular o seguinte limite:

. In(1+z) -z + 22
lim 3 .
z—0 €T

(2,5) 6. Estude, em funcao do parametro «, a convergéncia do seguinte integral impréprio:

—+o0o ZL‘a
/ dx.
2 (z4+1)Va2? -4

2,5) 7. Seja f : R — R uma funcio continua em R e seja ¢ tal que ¢(z) = [T f(t)dt. Prove que se
( ] ] 0
existir ¢ € R\{0} tal que ¢(c) = 0 entdo f tem pelo menos uma raiz real, com o mesmo sinal de

C.



