ANALISE MATEMATICA I
EXERCICIOS

1. Prove as seguintes proposicoes:
(a)
(b) Vn € N,14+2+3+ ... +n = 2ol
)

2
(€) Vn € N,1+4+9+ ... 4 n? = "rlent]),

17(ln+1 .
l1—a 7

a) VneN,Va e R\ {1},1+a+a®*+a*+...a" =

(A) Vn € N,1+8+27 4 ... 4 n® = 2

2. Indique quais das seguintes sucessoes sao majoradas, minoradas e limitadas:

an+ani1 .,

(a) a; = O, a9 = 17 Apy2 = 2 )

(b) a1 = =1, aps1 = —2ay;

(c) a1 =1, aps1 =2+ ay.

3. Seja a,, uma sucessao monétona e seja b,,, uma sucessao limitada. Prove que se
estas sucessoes verificarem

1
Vn € N,|a, — b,| < —,
n

entao sao ambas convergentes e tém o mesmo limite.
4. Para cada uma das sucessoes abaixo indicadas:

(a) Estude a sucessao quanto & monotonia;

(b) Calcule o seu limite, caso exista.

: _ 2n .
L ap = 573
* _ nt(=D".
U an = J=—qy;
o 2n+5+3n—1 .
W Gn = "5agn )
: - L
1v. a’TL - 22n71+(_3)n7
_ 3"4n.
Vo Qp = S5
vi. a, = ne" "
. _ n?—V/n?4141.
vi. a, = 2o
n ’ o .
vill. @, = %, em que ¢ é uma constante positiva;
: _ (2n)!
IX. an = (onz-

5. Determine os limites das seguintes sucessoes, caso existam:

(a‘) an = nns;i{rll"




(b) ap =vn?+n—mn;
_ n3—2n241.
(¢) an ="
(d) a, = en —n7 + 27"
(©) tnm (Bt 2t ),
_ 143+45+..4+(2n—1) 2n41.,
(f> an = n+1 - 2+ )
(€ an= b4 e bt
o 1,1 1 (=nn-t,
(h) apn=1-3+5—5+...+ 5=
(i) a, = 1+4+53L-s;..+n2
: _ (sinn)?.
() an =70
n2
(k) an = 257580
_ n+l
) a, = 2:;1 —n.

6. Determine os limites das seguintes sucessoes, caso existam:

(@) an = 37
(b) a, = cotg (7 + 1) tgl;
(c) a, =In(n*+1) —In(n? — 1);
(d) a, = arctg}fzz;
(e) a, = cos (nlg—j:l),
(f) a, = thg%;
(g) a, =In(n* —n?) —In(n? + 1);
(h) a1 = V2, tni1 =\ 2ay;
)
)
)

— _ 2"
(k n = ( n+1> :
7. Sejam a,, b,, sucessoes limitadas. Prove as seguintes relacoes:

(a) limsup(—a,) = —liminf a,;

(b) liminf a, + liminf b, < liminf(a, + b,) < limsup(a, + b,) < limsupa,, +
lim sup b,,;

(c) Se a,, for convergente e b, for limitada, entao
lim inf(a,+b,) = lim a,,+lim inf b,,, lim sup(a,+b,) = lim a,,+lim sup b,,.

8. Indique, justificando, quais das seguintes proposicoes sao verdadeiras:

(a) Se limug, = a e limug,,; = b, entdo a e b sdo os nicos sublimites de u,;
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(b) Se o conjunto de termos da sucessao nao tem maximo nem minimo, entao
a sucessao é divergente;

(c) Se a, for uma sucessdo de termos positivos que verifique lim a,, = 0, entao
a, ¢ decrescente;

(d) Se as trés sucessoes Gon, Goni1 € a3, tém limite, entdo a sucessdo a, tem
limite.

9. Dé um exemplo de uma sucessao cujo conjunto de sublimites seja:

10. Existe alguma sucessao cujo conjunto de sublimites seja Q7 Justifique.

11. Prove que qualquer polinémio P(z) = a,z" + ap_12" ' + ... + a1 + ag é uma
funcao continua e R.

12. Considere funcgoes f, g, de dominio R. Suponha que f é continua no ponto a e
que g é continua no ponto f(a). Mostre que g o f é continua no ponto a.

13. Mostre que a fungdo f(z) = y/x é continua em todo o seu dominio.

14. Considere a funcao f : R +— R definida por

f(x):{m_27 T # 2

prn
a, T =2.
Sabendo que f é continua, determine o valor da constante a.

15. Considere a fungao f : R\{0} — R definida por:

1
f(x) =1+ xsin—.
x

Que valor deve ser atribuido a f(0) de modo a tornar f uma fun¢ao continua em
R?

16. Considere a fungao f : R\{2} — R definida por:

1
= arctg——.
() = axctg——

E possivel atribuir algum valor a f(2) de modo que f se torne continua em R?



17. Seja f, uma func¢ao nao definida no ponto 0. Escolha um valor para f(0) que
torne a funcao f continua em cada um dos seguintes casos:

(a) flx) = =,

(b) f(z) ==

(C) f(.?l) _ 1n(1+z)7ln(1fx)’
(d) flz) ===

) flz) =
(b) f(z) =42,
(¢) fla) = Y23,
(d) f(x) = &
(¢) flx) = (1 +a)arctg Ly
(f) flz) =e =
(8) fla) =

x? xr <3

(h) flw) = { %t a3
() fa) = { L ieg
() flx) = lim Lo
(k) f(z) = lim (zarctg(nz)).

19. Prove que qualquer polinémio de grau impar tem pelo menos uma raiz real.

20. Mostre que a funcao

x4 2?sin 1, x # 0;

admite derivada em todos os pontos de R. Determine a funcao derivada.

21. Mostre que as seguintes fungoes nao admitem derivadas finitas nos pontos indi-
cados:

(a) f(z) = /2, no ponto z = 0;
(b) f(x) = +/x — 1, no ponto = = 1;

(¢) f(z) = |cosz|, nos pontos z = &7 k€ Z.



22. Determine a derivadas das seguintes funcgoes:

(a z :|$‘7
(b) f(z) = xlal;
(¢) flz) = (2% =2z +3)";
a:C6 .
(d) f(z) = Foats
— I4ve,
e) f(z) =1

sin z4cos x .
sinz—cosx’

—

—~
8
|

8

= 2rsinx — (2% — 2) cos x;

e
(]

) f(z)
) f(z)
) f(z)
) f(z)
) f(z)
) f(z)
) f(z)
h) f(z) = zarcsinz;
(i) fla) = Qetimesss,
(J) f(JJ) = :1:76“*’,
(k) f(z) = e”arcsin;
(1) flz) =
(m) f(z)=a2Inx — 5‘3—3;
(n) f(z)=1+2na— 22
(0) f(x) = (1+ 3z — 522)™
(b) flw) = (2222’
(q) flz)=(3—- 2Sinx)5;
(r) f(z) = +/cotgx — \/cotgq;
(s) f(2) = 5005z ~ cosw
(t) f(z) = ,/3sne= QCosx
(u) flz) = \/mjL 1.
(v) f(x) = \/arctge — (arcsinz)?;
(w) f(z) =sin(2? — 5z + 1) + tg;
(x) f(z) = arcsinx—g;
(v) f(z) = 2?10%;
(z) f(z) = xsin2”.

23. Determine a derivadas das seguintes funcoes:

(a) f(z) =In*z — Inlna;
(b) f(x) = sin’(5z) cos” §;
(¢) flx) = 8(1fiz)47

(d) f(x) = 22t



24.

25.
26.
27.
28.

29.

30.
31.
32.

33.
34.

35.

36.
37.

1. t85+2—V3

(e) f(z)=3Va2+ 8oy + 22Va? + L2/,
f) f(x)= (tg2$71)(t§:§210tg21+1);
(&) fla) = 2o,
() fla) = 3 + S
) f(z)

V3T tgL424+V3"
Qual ¢ o angulo formado pelo eixo dos xz e a tangente a funcio f(z) = z — 2?
nos pontos de abcissas:
(a) ==
(b)
(c)

Com que angulo intersectam o eixo dos zx as curvas y = sinz e y = sin 2z7?

I

)

— = O

Com que angulo intersecta o eixo dos zx a curva y = tga?
~ . Zz
Com que angulo se intersectam a curva y = e2 e a recta x = 27

Determine os pontos em que rectas tangentes a curva y = 3z* + 42% — 1222 4 20
sao paralelas ao eixo dos xz.

Determine o(s) ponto(s) em que rectas tangentes a curva y = x? + —7z + 3 sao
paralelas a recta de equagao 5z +y — 3 = 0.

242z 1 a 1 i ?
+2042 satisfaz a equagao diferencial 14(y')” = 2yy”.

Mostre que a funcao f(x) =

Mostre que a fungao f(z) = %xQe‘L’ satisfaz a equacao diferencial 3"’ — 2y’ +y = €.

Mostre que, quaisquer que sejam as constantes ¢1, c; € R a fungao f(x) = cie "+
coe ™% satisfaz a equacao diferencial y” + 3y’ + 2y = 0.

Mostre que a funcdo f(x) = e~ cos x satisfaz a equacio diferencial ) + 4y = 0.

A fungao f(x) = ¢/(z — 2)? verifica f(0) = f(4). Esse facto permite concluir que
existe um ponto z €]0,4[ que verifique f'(z) = 07 Justifique.

Considere a fungao f(z) = z(z+1)(x+2)(x+3). Prove que a equagao f'(z) =0
tem exactamente 3 solucoes.

Mostre que a equagao e” = x + 1 admite uma unica solucao.
Obtenha um majorante para o erro cometido nas seguintes aproximagoes:

@) VITom145-2,  |al<1;
(b) {’/zl—i-x)zl—kg—%, |z < 1;



(c) ea m /oL, |z] << a.

38. Calcule os seguintes limites, caso existam:

a) lim 22

7—s( cotgx

. 1 i)
(b i{% (sin2z z2 )

tgr—sinx ,
91611% xr—sinx ,

In sin ma .
(g) lim T3 m>0;
(i hmxsm— a#0, n>0;

T—-+00

lim InzIn(z — 1);
z—1t

1.
(k) lim (2 — 53);
lim xi;
r——+00

(m) lim x4+lnz'
z—0t

() lim (1 — )%

r—1—

(0) lim (1 +22)=.

x—0

39. Determine os intervalos de monotonia e os extremos das seguintes fungoes:

a (:v —12)%

(a)
(b)
()
)
)

X

x 124—3’

(z— 2) z—8) .

9

fx) =

flx) =

()
(d) flz) = (562—1)
(e) f(x)
fx) =

(f)

40. Determine os intervalos da concavidade e os pontos de inflexao das seguintes
funcoes:

(a) f(z) = v4x? — 12z;
(b) f(z) =z —sinx;

= cos—+3cos—
2 —:v

i

X



(c) flz) = (1+2%)e”;
(d) f(z) =2*Inx.

41. Determine as assintotas das curvas:

(a) 3/ = x2_4)

(b) Yy = 7?2 — ]-a
(C) y = wj;__ll’
(d) y ===

42. Esboce o grafico de cada uma das seguintes fungoes:

T

() f() = 33=
() f(o) = 2522

() flx) =V +8—+Vx —3§;
() f(z) = VT—

(e) f(z) =1In @—1;

() flx) = (242%™

(8) flo)=In(1+e™);

(h) f(z) =sinz + %sin 2x;
(i) f(z)=sin’z + cos’ x;

(G) f(z) = sinx—il-COng

(k) f(z) = sinx sin 2z;

(1) f(x) = arcsin <1 - {’/ﬁ»
(m) fla) = 2o,

(n) f(z) = arcsinln (2% + 1);
(o) f(z) =2

(p) fla)=ax.

43. Determine as primitivas das seguintes fungoes:

(a) f(x) = w(x+a)(z+b);
(b) f(z) = g5

(¢) f@) = (Va+1) (x = V& +1);
(d) flz) = =2,

(e) flz) = 2L






__ sinzcosx .
x) = L
vV 2—sin® x

) __ arcsinz+x .

V1—z2

(a) f(z) =Inz;
(b) f(x) = arctgz;
(¢) f(z) = xsinz;
(d) flz) =227
(e) flz)=a?e™;
(f) f(z) = (2® =2z +5)e™;
(g) f(x) =zsinxcosx;
(h) f(z) =T
(i) f(z) =2"Inz, n € Z;
() f(z) = (z+ 1+ a2);
(k) f(2) = g
D) flz) = GErs
(m) f(z) =sinlnz;

46. Determine as primitivas das seguintes fungoes:

(a) f(2) = G o
(b) f(:L‘) = (xzig)??;
5

(©) f(2) = 753

47. Determine as primitivas das seguintes fungoes:

(a) f(z) = —7;
(b) f(z) = s

(€) f(2) = i
(d) f(z) = 5
(e) f(z) = sosi
(f) f(2) = ==
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1 .
zvV2x2-1’

48. Determine as primitivas das seguintes funcgoes:

(a) f(z) = ade ",

(b) f(z) = ev®,

(c) f(z) = (2® — 2z + 3)Inx;
(d) f(z)=zln{z;

— B
5

8
~—

[\

r?arctg(3x);

z(arctgr)?;

arcsinz .

S— S— S— N— S— N— S— S— S— N— S—
—_
B
| @. B
| 8
8

Il
8
(=

09
DN
—
[\

8
~—

49. Considere duas fungdes integraveis f, g : [a, b] — R.
Mostre que a fungao = — f(x)g(z) é integravel no intervalo [a, b].

50. Sejam: f : [a,b] — R, uma fungio continua e g : [a,b] — [0, +oo[, uma funcao
integravel.

(a) Mostre que existe um ponto ¢ €|a, b tal que

[ sy = 1@ [ gy

(b) O resultado ainda é valido se g tomar valores positivos e negativos? Justi-
fique.

51. Considere uma fungao continua f : [a, b] — R, tal que fff(x)dx = 0.
Mostre que a equagao f(z) = 0 admite pelo menos uma raiz no intervalo |a, b[.
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52. Considere a fung¢ao F' :]0, +oo[— R definida por
To2g1

F(z) :/ e —dt.
1 t

Mostre que para todo x > 0 se verifica F’ (%) = —F(x).

53. Considere a fungao ¢ :]0, +oco[— R definida por

v t
(p(x):/I mdt.

(a) Calcule p(2);
(b) Mostre que ¢ é diferenciavel e calcule ¢'(z) x > 0;

(c) Estude ¢ quanto ao crescimento e mostre que existe um tnico ponto ¢ > 0
que verifica ¢(c) = 0.

54. Sejam u,v : R — R, func¢oes continuas, a,b € R constantes e suponha que para
todo x € R se verifica a igualdade

/:u(t)dt - /:v(t)dt.

Mostre que u = v e que fab u(t)dt = 0.

55. Seja p : R +—]0,400] e seja

(a) Estude o sinal de 1.

(b) Mostre que 9 é derivavel e calcule 7).

(c) Mostre que 1 ¢ estritamente decrescente no intervalo | — oo, 0].
(d) Mostre que ¢ tem um minimo global e verifica

min ¢(z) < o max o().

56. Seja f : R +— R, uma funcdo continua e seja g : R\ {0} — R, a fungao definida
por

(a) Determine lir% g(x).
(b) Prove que g é constante em R\ {0} se e sé se f for constante.

(¢) Prove que o contradominio de g esta contido no contradominio de f.

12



(d) Dado a € R, dé um exemplo de uma fungao f continua em R, sem limite
quando z — +o00, tal que liril g(z) = a.

57. Uma fungao f : [—a,a] — R diz-se impar se verificar

f(=2) ==f(x),  Vrel-a,d|

diz-se par se verificar

fl=z) = f(x),  Vrel[-aad],

(a) Mostre que, se f for integravel, entao

/a f(x)dx = 2/: f(x)dx se f for par;

/ f(x)dx =0 se f for fimpar.

(b) Calcule os seguintes integrais:
i f2 sin x d

2 148

ii. ff1 |z |da;

1
iii. [2, cosln TFdx.
2

58. Supondo que f e g sao fungdes continuas, prove as seguintes igualdades:
f"f dx:fbf a+b—a;)d :
fo g(t —x) dx—fo f(t —x)dx;

dr = f02 Sy,

f 0 arccosx

59. Calcule os seguintes limites

(a) lim —flx 1ntdt

T—+00 1+t
(b) il{)r(l) ﬁ fom etht.

27 sing
T

60. Determine o sinal do integral f;

61. Calcule os seguintes integrais:

(a) 2 PRl

(b) fy ydas
(¢) Jiwnads;
(d) Jy 11— olda;
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(&) Ji de
(h) fy irdt;

(i) fo"* Ver — lda;
(i) fo 3+200stdt
(k) fo Tt
(1) o Y= da

édx;
1 zvax?2+52+1

2
(1’1) 0 5—3cosz dl’,

62. Calcule a area limitada pelas curvas de equagoes:

(a’) y=9—x2ey—x2,

(b) ¥* = —4(x — 1) e y* = =2(x — 2);

(c) y=a*—42? ey = V4 — 2%

(d) 2?2y =1,y = —2Tx e x = —8y;

() zy=1,y(x*+1) =2, 2=1ey = 2ux;
(f) =0,z =m, y =sinx e y = sin 2x;

63. Determine a derivada de cada uma das seguintes funcgoes:
x? 2
(a) fz) = [, e7"dt;
(b) f(x) ffcos t2)dt;
64. Calcule os seguintes limites, caso existam

(a) lim [ odpad

hm fo fu(x)dx, em que

xn?, sex € [0,%];
folz) =< 2n —an? sex € [+, 2]
07 SGZ'ER\[O,%}

(¢) lim fo n(l — z)"sin zdx.

14



65. Sendo f,(z) = nre ™, x € R, n € N, mostre que

lim 1fn(x)dx # /1 lim f,(x)dx.
0 o "

n—oo

66. Sejam f, g, fungoes integraveis no intervalo [a, b]. Prove que é vélida a desigual-
dade de Cauchy-Schwartz:

</abf(:c)9(:v)d:c)2 < /abf(g;)ng; /abg(x)ng:,

67. Seja f, : [a,b] — R, n € N, uma sucessao de fungoes convergindo uniformemente
para a funcao integravel f : [a,b] — R. Mostre que

(fulz) — f(2))*dz = 0.

lim

n—oo

b
a

68. Calcule os seguintes integrais:

(a) [12 —d;
(b) J7 zizd;

() J&* snrade;
(d) 2+OO iz 0
(e) 2+Oo 5 0

fog cotgrda;

+00 arctgz .
fO 1+22 d$,

69. Determine a natureza dos integrais:

(a) O+O° sin 3xdx;
(b) J; sagda
(c) J; wiyda
(d) Jo ™ S das
(¢) O+oo xa}rzﬁdx’

+00 1 da:
0 Vo2 Vota2 Y

)
400 1 .
(g) 1 2x+i”/ﬁ+5dx’
)
)

15



(1) )7 =
(k) fo,z ﬁdm;
() [5™ rde

@
B) x

70. A funcdo Gamma de Euler é definida pela expressao

+oo
I'(t) = / ' le  dr.
0

Prove que I'(t) esté definida para todo t €]0, +o0].
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