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EXAME FINAL 1 Fevereiro 2007

Duração máxima: 2 horas

Todas as aĺıneas valem 2 valores

Sem consulta, sem calculadora

Rapidez de resolução é um factor a ser testado

(1) Diga, justificando, qual o conjunto dos sublimites da sucessão

cujos termos iniciais são: 1, 1, 2, 1, 2, 3, 1, 2, 3, 4, . . .

(2) Calcule

(a) ∫
tg x dx

(b)

lim
x→0

∫ x

0
sin t5 dt∫ x2

0
sin t2 dt

.

(c) O comprimento do gráfico de f(x) = ex+e−x

2
no intervalo

[−1, 1].

(3) Considere a função f diferenciável num intervalo I contendo os

pontos −1 e 1, e ϕ(x) = f(cos x) f(sin x).

(a) Diga qual o domı́nio de diferenciabilidade de ϕ e calcule

ϕ′(a) para um ponto a que verifique tg a = 1.

(b) Se f é duas vezes diferenciável, quantas ráızes tem a função

ϕ′′.
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(4) Para cada α, β > 0 calcule (se existir)

C(α, β) = sup
x>0

xα

eβx
,

e use esse resultado para determinar o valor lógico das seguintes

proposições:

• ∀α,β>0∃C>0∀x>0 xα ≤ Ceβx.

• ∀α>0

∫ +∞

0
xαe−x dx converge.

(5) Seja f : [0, +∞[→ R tal que

f(0) = 0, lim
x→+∞

f(x) = +∞, ∀x≥0 f ′(x) > 0.

Mostre que a função inversa f−1 existe e é integrável no inter-

valo [0, b] para qualquer b > 0, e que∫ f(x)

0

f−1(t) dt = xf(x) −

∫ x

0

f(t) dt,

para todo x ≥ 0.

Sugestão: Considere a substituição de variáveis t = f(y).

(6) Uma função f : I → R num intervalo fechado I ⊂ R diz-se de

variação limitada em I sse existe C > 0 tal que para qualquer

partição {x0, . . . , xn} do intervalo I verifica-se
n∑

i=1

|f(xi) − f(xi−1)| < C.

(a) Para I = [a, b] dê um exemplo (justificando) de uma função

de variação limitada e de outra que não seja de variação

limitada.

(b) Considere as funções f e g de variação limitada em I. De-

cida se f + g e αf também são de variação limitada em I,

onde α ∈ R.


