Analise Matematica II1

LISTA 7

(1) Mostre as seguintes proposigoes:
(a) Qualquer intervalo é Lebesgue-mensurdvel.
(b) Se Ak, k € N, sdo conjuntos mensuraveis, entao
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também é mensursvel.

(c) F={0,{0},R",R;,RT, Ry, R\ {0},R} é uma o-algebra.

(2) Encontre uma férmula para m(A U B U C) em termos das medidas

de cada um dos conjuntos e das suas interseccoes.

(3) (Conjunto de Cantor) Considere Ay = [0, 1]. Divida-o em trés partes
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Ay = Iy U Iy onde Iy = [0, %] el = [%, 1]. Repita o processo para

Iy e I, obtendo Ay = Iyg U Ipe U Ioy U Ioo onde Iyg = [0, %], etc.

iguais e retire o intervalo aberto do meio I; =]z, £[. Obtemos assim

Continuando, temos uma sucessao de conjuntos A,,.
(a) Prove que A = NpenA,, é nao vazio.
(b) Prove que A tem medida nula.
(c) *Prove que A nao é numeravel.
Sugestao: Escreva z € [0, 1] na forma ternéria
oy
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onde ar € {0,1,2}. Note que x € A sse a, € {0,2} para
qualquer k € N.
(d) **Considere a funcao de Cantor f: [0,1] — [0,1] dada por
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onde z = Y, ar/3%, ar € {0,1,2}, e N = inf{k: ar, = 1}.
Mostre que f(0) = 0, f(1) = 1, f é crescente, constante em
cada subintervalo de [0,1] \ 4, continua em [0, 1], f/ = 0 q.t.p,

fl—z) =z e2f(x/3) = f(z).



