Analise Matematica II1

LISTA 8

(1) Mostre que A = {[a, +o0[: a € R} gera a o-dlgebra de Borel em R.

(2) Dado « € [0, 1], considere o conjunto?
Ag = (a+Q)N[0,1].

(a) Determine U,e(o,1)4a € m(Aq).
(b) Mostre que se A, N Ag # 0, entdo A, = Ag.
(c) Mostre que Ay NAg=0sse o — 3 & Q.
(d) *Considere o conjunto E constituido por um tinico elemento a,,
de cada A, distinto?. Seja entdo E, = (¢, + E)N[0,1], n € N,
onde g, representa uma sucessao que ordena os racionais.

(i) Determine UpE,, m(UnEy) € m(Ey) — m(E).

(i) Mostre que E; N E; =0, i # j.

Sugestao: Suponha que existe x € E; N Ej;.
(iii) Calcule Y

que FE nao é Lebesgue mensuravel.

,m(Ey,) e compare com m(U,Ey,). Conclua

(3) Seja 2 = {0,1}" C R¥, i.e. os elementos de © sido vectores em RV
com componentes 0 ou 1. Considere a medida p: P(2) — [0, +o0]
definida para cada w = (w1, ...,wn) € Q por p({w}) = QLN

Dados ay,...any, € {0,1} com 1 < m < N, definimos

Ao ram ={weQiwi=a;,i=1,...,m}

e Ay = {Aay.....am: @i € {0,1}}.

(a) Mostre que p é uma medida de probabilidade.

(b) Calcule pu(Aq, ... am)-

(c) Determine a o-algebra gerada por As.

(d) Mostre que o cardinal da o-algebra gerada por A, é 22".

(4) Demonstre as seguintes proposigoes:
(a) Qualquer funcao monétona f: A — R, A C R, é mensuravel.
(b) Se f é uma funcio mensuravel, entdo o conjunto de nivel f~1({a})

¢ mensuravel para qualquer a € R.

1Recorde que para a € R e A € R, a translagdo de A por a é o conjunto a + A =
{a+z€R: z € A}
2Este conjunto existe pela aplicagdo do axioma da escolha.
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