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(1) Considere o conjunto

M =
{

(a, b, c, d) ∈ R
4 : ad − bc = 1

}

e a função ϕ : R
4 → R dada por

ϕ(a, b, c, d) = a2 + b2 + c2 + d2.

(a) Mostre que M é uma variedade diferencial e determine a

sua dimensão.

(b) Determine os espaços tangente e normal a M no ponto

(1, 0, 0, 1).

(c) Prove que ϕ ≥ 2 em M .

Sugestão: Encontre o mı́nimo de ϕ em M .

(2) Calcule:

(a) os pontos de

A =
{

(x, y, z) ∈ R
3 : x2 = y2 + z2, 2x + z = 2

}

mais próximos e mais distantes da origem.

(b) o centróide de

A = {(x, y, z) ∈ R
3 : x2 + z2 ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}.

(c) o integral
∫ +∞

0

∫ +∞

0

e−xye−y/x y

x
dx dy.

Sugestão: Use o teorema de Fubini.
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(d) o integral
∫

V

divf

onde f(x, y, z) =
(

−y sin2(x + y), x sin2(x + y), z
)

e

V = {(x, y, z) ∈ R
3 : 0 < x − y < 1, 0 < x + y < 1, 0 < z < 1}.

(3) Seja

Ω = {ω = (ω1, ω2) ∈ N
2 : ω1, ω2 ∈ {0, . . . , 9}}

e Ai = {ω ∈ Ω: ω1 = i} para i ∈ {0, . . . , 9}.

(a) Determine a σ-álgebra gerada pelo conjunto A = {A0, A1}

denotada por σ(A).

(b) Considere a aplicação µ : σ(A) → R dada por

µ(A) =
#A

#Ω
,

onde #B indica o número de elementos de um qualquer

conjunto B. Mostre que µ é uma medida de probabilidade.

(4) Dado q ∈ ]0, 1[ , mostre que a função µ definida em subconjuntos

A de N por

µ(A) =
∑

n∈A

(1 − q)qn−1,

define uma medida de probabilidade em N.


