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Duração máxima: 2 horas

Todas as aĺıneas valem 2 valores

Sem consulta, sem calculadora

(1) Para cada x ∈ R considere a série

S(x) =
∑

n≥1

(x − 1)2

n2(x2 + n2)
.

(a) Determine o domı́nio de S e mostre que é uma função

cont́ınua.

(b) Prove que é uma função diferenciável e calcule S ′.

(2) Calcule

∑

n≥1

n

2n
e

√

2

√

2
√

2
√

. . ..

(3) Seja f : [0, 4π] → R
2 dada por

f(t) = (et cos t, et sin t).

(a) Esboce o gráfico de f .

(b) Calcule a derivada de f e de g ◦ f em π, onde

g(x, y) =
(

sin
(π

2
+ xy

)

, cos
(π

2
+ xy

))

.
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(4) Considere

f(x, y) =
1√

xy − 1
.

(a) Indique o domı́nio de f e os pontos onde é cont́ınua. Conse-

gue prolongar f por continuidade a algum ponto fronteiro

ao seu domı́nio?

(b) Determine o contradomı́nio de f .

(5) Considere a função g ∈ R
2 → R

2 dada por

g(x, y) =
(

e−xy2

, sin(x + y)
)

.

(a) Determine o domı́nio de diferenciabilidade e a matriz jaco-

biana de g.

(b) Mostre que Dvg(0, π) 6= (0, 0) para qualquer vector v ∈
R

2 \ {(0, 0)}.

(6) Seja f ∈ C2(R2). Sabendo que para cada n ∈ N temos

∂f

∂x

(

0,
1

n + 1

)

=
1 + n2

n2
,

determine
∂2f

∂y∂x
(0, 0).

Sugestão: Utilize a definição de derivada parcial num ponto.
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Duração máxima: 2 horas

Todas as aĺıneas valem 2 valores

Sem consulta, sem calculadora

(1) Calcule

(a)

lim
n→+∞

∫ 1

−1

nx2

1 + n|x| dx

(b)
∫ 1

0

∑

n≥1

1

(n + x)2
dx

(c)
∑

n≥1

2n

3n(n + 1)n
.

(2) Seja f : R
2 → R dada por

f(x, y) =







x2 + y2, ‖(x, y)‖ ≤ 1

4

√

x2 + y2, ‖(x, y)‖ > 1.

(a) Esboce o gráfico de f .

(b) Determine os domı́nios de continuidade e de diferenciabili-

dade de f .

(c) Calcule a derivada de f .

(3) Determine e classifique os extremos de f : R
2 → R definida por

f(x, y) = xyex−y.
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(4) Seja f ∈ C0(R2) tal que em R
2 \ {(0, 0)} é dada por

f(x, y) =
sin4

(

√

x2 + y2

)

x2 + y2
.

(a) Determine f(0, 0) e, se posśıvel, a derivada de f em (0, 0)

segundo o vector (1, 1).

(b) Mostre que ∇f(x, y) é ortogonal ao vector (y,−x) em qual-

quer ponto (x, y) ∈ R
2.

(5) Seja f : R
n → R tal que f(tx) = |t| f(x) com x ∈ R

n e t ∈ R.

Mostre que se f é diferenciável na origem, então f(x) = 0 para

qualquer x ∈ R
n.
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