Instituto Superior de Economia e Gestao
Analise Matematica II
Licenciatura em MAEG
Epoca Normal: 20 de Junho de 2006
Duragao: 2 horas

Justifique cuidadosamente todas as suas respostas.

cos(x)

(2,5) 1. Determine a drea da figura plana limitada pelo grafico da funcéo f(z) = ———
1+ sen(z)

, pelo
eixo das abcissas e pelas rectas de equagdo z =0e x = ¢.
(2,5) 2. Considere a sucessao de fungoes f,, : R — R definida por:

nx? +1
nxt 4+ 2n’

fn (IE) =
Diga, justificando, se a sucessao (f,) converge uniformemente em R.

1
(2,5) 3. Desenvolva em série de poténcias de (v + 1) a fungdo f(z) = —, indicando o maior intervalo
x

aberto em que o desenvolvimento é valido.
(2,5) 4. Considere a fungdo f: Dy C R* — R definida por:

flz,y) = \/(x —2)(16 — 22 — y?).

(a) Determine o dominio de f, Dy, e represente-o geometricamente.

(b) Indique, justificando, se Dy é um conjunto aberto ou fechado.

(4,0) 5. Considere a fun¢ao f : R? — R definida por:

z.y) = zﬂy;yge“ se (z,9) 7 (0,0)
f( ,y) { 0 se (z,y) = (0,0)

(a) Estude a continuidade de f.
(b) Calcule o gradiente de f no ponto (0,0).
(c) Estude a diferenciabilidade de f no ponto (0, 0).

(4,0) 6. Seja f: R? — R a funcio definida por:
fz,y) =2+ y? — 62y + 5y.

(a) Determine os extremantes relativos de f, indicando se sdo maximizantes ou mini-
mizantes.
(b) Considere a funcdo g : R? — R? definida por g(z,y) = (cos(x),e**¥). Determine a

matriz jacobiana de f o g no ponto (m, —).

(2,0) 7. Seja a > 0. Considere o integral impréprio

+oo
\/1

Determine a relacao entre a e b de forma a que o integral seja convergente.

222 + bx + a

—2|dz.
x(z+a) v
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Licenciatura em MAEG
Epoca de Recurso: 30 de Junho de 2006
Duragao: 2 horas

Justifique cuidadosamente todas as suas respostas.

(2,5) 1. Determine a drea da figura plana limitada pelos graficos das fungoes f(x) = log(z), g(x) = —log(x)

~ 1 o
e pelas rectas de equagao r = < e x =e.

(2,5) 2. Estude, em fungao do parametro « a convergéncia do seguinte integral:

T _Axer
o Vi
.
(x—2)(z—3)

(2,5) 3. Desenvolva em série de poténcias de (z — 1) a fungdo f(x) = , indicando o maior

intervalo aberto em que o desenvolvimento é valido.
2,5) 4. Considere a funcdo f : Dy C R? — R definida por:
f

V(1 —sen(x))(y —2?)
log(z +y —2) '

flz,y) =

a) Determine o dominio de f, D¢, e represente-o geometricamente.
f
b) Defina analiticamente a fronteira de D e indique, justificando, se Dy é um conjunto aberto
! !
ou fechado.

(4,0) 5. Considere a fungao f : R? — R definida por:

222 — 23 4+ 2(y — 1)2 — 22 (y — 1)

flz,y) = z? + (y — 1)
2 se (z,y) = (0,1)

(a) Estude a continuidade de f em R2.

(b) Indique segundo que vectores v = (vy,v2) existe a derivada fL.(0,1) e, nos casos em que

exista, calcule-a.
(c¢) Estude a diferenciabilidade de f no ponto (0, 1).
(3,0) 6. Seja f : R? — R a funcdo definida por:
Fla,y) = vt
Determine os pontos criticos de f e classifique-os.

(3,0) 7. Sejam f: R — R e g: R — R fungdes de classe C? e seja h : R> — R tal que
ha,y) = flay) =g (%)

Mostre que, no dominio em que estd definida, se tem
5 0%h 2 9%h oh oh

Vor e o Yoy



. Indique, justificando, se a sucessao de fungoes f,, : R — R definida por f,(x)

Instituto Superior de Economia e Gestao
Analise Matematica II
Licenciatura em MAEG
Epoca Normal: 17 de Janeiro de 2007
Duragao: 2 horas

Justifique cuidadosamente todas as suas respostas.

1
. Desenvolva em série de poténcias de (z +2) a fungao f(z) = —, indicando o maior intervalo

=—,
x
aberto em que o desenvolvimento é valido.
n?sin(x) + 1
~ n2sin(z) + 2n2
é uniformemente convergente em R.

. Considere a fungao f : Dy C R?* — R definida por:

Fla.y) = ¢ (nta? +5) (5 -0).

(a) Determine o dominio de f, Dy, e represente-o geometricamente.

(b) Indique, justificando, se Dy é um conjunto aberto ou fechado.

. Considere a funcao f : R? — R definida por:

flz,y) = W se (z,y) # (0,0)

0 se (z,y) = (0,0)

(a) Calcule %(0,0), 2—5(0,0) e f(1,2)(0,0).

(b) Estude, utilizando a defini¢ao, a diferenciabilidade de f no ponto (0,0).

(¢) Poderia ter obtido o resultado da alinea anterior a partir do resultado obtido na alinea
(a)? Justifique.

. Seja f uma funcdo real de varidvel real diferencidvel e considere a funcdo h: D, C R? — R

definida por h(z,y) = z.y + = f (£), para todo = # 0. Prove que

oh oh
w%(fﬂ, y) + yafy(fm y) = zy + h(z,y),

para todo x # 0.

. Seja f : R? — R a funcao definida por:

f(z,y) = wye”™ Y.

Determine os extremantes de f, indicando se sao maximizantes ou minimizantes.

. Sejam a,, e by, duas sucessoes de termos positivos tais que a série > a,, e a série > (b, —bp41)

s@o convergentes. Mostre que a série »_(anb,) é também uma série convergente.



(2,5) 1.

(2,5) 2.

(4,0) 3.

(2,5) 5.
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Epoca de Recurso: 1 de Fevereiro de 2007
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Justifique cuidadosamente todas as suas respostas.

—+oo
Considere a seguinte série de poténcias: g nx'™.

n=1
a) Estude a convergéncia da série indicando para que valores de x a série é absolutamente
convergente, simplesmente convergente e divergente.
b) Calcule a soma da série dentro do intervalo de convergéncia.

2n + 3n?

Seja f, : R — R ao de funcoes definid ()= ——
eja f — R a sucessao de fungoes definida por f, () nZ T on?

. Indique, justificando,

se f, é uniformemente convergente em R.
Considere a funcao f: Dy C R2? — R definida por:

= D

(a) Determine o dominio de f, Dy, e represente-o geometricamente.

(b) Defina, analiticamente, a fronteira de D e indique, justificando, se Dy é um conjunto

aberto ou fechado.

(¢) Indique, justificando, se f é prolongavel por continuidade ao ponto (0, 1).

. Considere a funcao f : R? — R definida por:

2% + y? + zy cos(xy) sin(zy)

flz,y) = 2 +y?
1 se (z,y) = (0,0)

(a) Calcule o gradiente de f no ponto (0, 0).
(b) Estude a diferenciabilidade de f no ponto (0,0).
Seja f : R? — R e considere a funcio F : R?* — R definida por F(z,y,2) = f ($2 — 2, y% - zQ).
Prove que
8F( )+ 8F( )+ 8F( =0
z—(x,y,2) + xz— (2,9, 2) + vy — (2,9, 2) =
y 8x ) y7 ay ) y’ y az ) y’ )

para todo (z,y, z) € R3.

. Seja f : R? — R a funcdo definida por:

f(z,y) = x + ysin(x).

Determine os pontos criticos de f, indicando se sao extremantes ou pontos de sela.

. Seja a, uma sucessao tal que a série Y a,, é absolutamente convergente. Prove que a série

>~ a2 também é absolutamente convergente. Dé um exemplo que mostre que o reciproco nio

é verdadeiro.



(2,5) 2.

. Considere a seguinte série de poténcias: E (
n
=0

Instituto Superior de Economia e Gestao
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Licenciatura em MAEG
Epoca Especial: 19 de Margo de 2007
Duracao: 2 horas

Justifique cuidadosamente todas as suas respostas.

00 1

—(z — 1)L,
+1) ( )

(a) Estude a convergéncia da série indicando para que valores de x a série é absolutamente

convergente, simplesmente convergente e divergente.

(b) Calcule a soma da série no respectivo intervalo de convergéncia.

Sendo f, : [0,400[— R a sucessdo de fungdes definida por f,(x) = indique,

1
(Bz)r+ 1’
justificando, se a sucess@o (f,) converge uniformemente nos seguintes intervalos: [0,3] e

1, 4].

. Considere a fungao f : Dy C R? — R definida por:

B (y — x?)
fle.y) = ¢ 0Ty @ —sim(z))’

Determine o dominio de f, D¢, represente-o geometricamente e indique, justificando, se Dy

é um conjunto aberto ou fechado.

. Considere a funcao f : R? — R definida por:

(y—1)°
fley) =9 2+ @y—1)?
0 se (2,) = (0,1)
(a) Calcule o gradiente de f no ponto (0, 1).
(b) Seja v = (v1,v2) € R? tal que || V'|| = 1. Calcule fL(0,1).
(c) Prove que a fungdo nao é diferencidvel no ponto (0, 1),
i. aplicando a definicao de diferenciabilidade num ponto;

ii. utilizando os resultados obtidos nas alineas (a) e (b);

. Seja f : R — R uma fungao diferencidvel tal que f(1) = f'(1) =2 e f(2) = f/(2) =1 e

considere g : R3 — R? tal que g(z,y,2) = (f(2?) + f(z? + y?), f(zyz)). Calcule a matriz
jacobiana de g no ponto (1,1,2).

. Considere a € R\{0}. Determine, em fungéo de «, os pontos criticos da funcao f definida

por:

x2—ay2—|—x
f(z,y,2) = T’

indicando, para cada um deles se é um maximizante, minimizante ou ponto de sela.

. Sejam a,, e b, duas sucessoes de termos positivos, com b, > 1, para todo n € N, tais que a

série > a, é divergente e a série > (b, —by42) é convergente. Estude, quanto a convergéncia,
a série > (anby).
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Justifique cuidadosamente todas as suas respostas.

(3,0) 1. Seja a,, uma sucessdo convergente de termos positivos tal que, para todo n € N,
n?a,

Apy1 = CRCEE

(a) Estude, quanto & convergéncia, a série Y a,,.

(b) Prove que lima,, = 0 e indique, justificando, qual a natureza da série ) (e*~ — 1).
gn

x™ +4n’

(3,0) 2. Seja fy, : [0,400[— R a sucessao de fungoes definida por f,(x) = para todo n € N. Estude a
convergéncia uniforme de f,, nos seguintes intervalos:

a) [3,5; b) [6, 10];
(4,0) 3. Seja f: Dy CR? — R fungio definida por:

log(1 — 22 —
f(a?,y):—g( = y)
y—ax=+1

(a) Determine o dominio de f, Dy, e represente-o geometricamente.

b) Dé um exemplo de uma sucessao de pontos pertencentes a D que convirja para um ponto que nao
f

pertence a Dy.

(¢) Indique, justificando, o valor 16gico da seguinte afirmagao:
I(zp)neny € R"\Dy : limz,, € Dy.

(5,0) 4. Considere a fungao f : R? — R definida por:

zy(cos(z) — sin(y))
se (z,y) # (0,0)
flzy) = Va?+y?
0 se (z,y) = (0,0)
(a) Estude a continuidade de f.
(b) Calcule %(0,0) e %(0,0)
(¢) Indique, justificando, se f é diferencidvel no ponto (0,0).
(2,5) 5. Sendo f : R® — R uma fungéo diferencidvel no ponto (0, ¢,0) tal que V;(0,e,0) = (e,—1,e) e g: R* - R
a fungao definida por g(x,y) = f(sin(zy?),e?,log(1 + 2?)) calcule V4(0,1) e verifique que

9g 9g
—(0,1) = ——=—(0,1).
20.0) = -2 0.1)
(2,5) 6. Seja f:R2 = R, f € O tal que —gg(x,y) =yf(z,y), %]yc (z,y) = zf(x,y) e f(0,0) = 1. Prove que (0,0)

é um ponto critico de f mas nao é um extremante da funcao.
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Justifique cuidadosamente todas as suas respostas.

+oo
(3,0) 1. Considere a seguinte série de poténcias: E (n+1)z" %
n=1
a) Estude a convergéncia da série indicando para que valores de = a série é absolutamente convergente,

simplesmente convergente e divergente.
b) Calcule a soma da série dentro do intervalo de convergéncia.

nx
(2,5) 2. Seja f, : R — R a sucessao de fungdes definida por f,(r) = ——, para todo n € N. Indique, justificando,
e
se a sucessao f, converge uniformemente em R.

(4,5) 3. Considere a fungao f: Dy C R? — R definida por:

T — y>?

— 2 xlog(l—2*—19°).
sin(a;)—?)x og(l—2"—y7)

flz,y) =

a) Determine o dominio de f, D¢, e represente-o geometricamente.
f
b) Defina, analiticamente, a fronteira de D¢ e indique, justificando, se D é um conjunto aberto ou
f f

fechado.

¢) Indique, se possivel uma sucessao de pontos de D¢ que convirja para um ponto que nao pertence a
f

Dy e uma sucessao de pontos que nao pertencem a Dy que convirja para um ponto de Dy.

(5,0) 4. Considere a fungao f : R? — R definida por:

1
(w—1)2sin<1) +9? sex#1
z—

fla,y) =
y? sex =1

(a) Estude a continuidade de f em R2.
(b) Calcule as fungoes g—i e % indicando o seu dominio.
(¢) Indique, justificando, se f é diferencidvel no ponto (1,0).

(2,5) 5. Sejam f,g : R — R funcdes de classe C? em R. Considere a funcio h : R?> — R definida por h(z,y) =

f(x+g(y)). Prove que
on 7 _onoh
Ox Oxdy Oy 0x2’

(2,5) 6. Para cada par (a,b) € R? com a,b # 0, considere a fun¢io f: Dy C R? — R definida por:

a b
flz,y) ==+ - +ay.
r oy

(a) Determine os pontos criticos de f.

(b) Indique, justificando, se sdo maximizantes, minimizantes ou pontos de sela no caso em que ab > 0 e
no caso em que ab < 0.
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Justifique cuidadosamente todas as suas respostas.

(3,0) 1. Sejam (ap)nen € (bn)nen duas sucessoes de termos positivos tais que a série de termo geral a,, é convergente

e a sucessao (b, )nen converge para o € R\{0}. Indique, justificando, a natureza das seguintes séries:
an b
a —_— b ;
) Z 1+b, ) Z 1+a,

(3,0) 2. Seja fy, : [0,400[— R a sucessdo de fungoes definida por f,(x) =

n

e para todo n € N. Estude a
T
convergéncia uniforme de f,, nos seguintes intervalos:

a) [7,10]; b) [3,10;

(4,0) 3. Seja f: Dy C R?* — R? a fungao definida por:

esin(w) 1H(y2 _ ZL’))

4—22—y2 T+2y

fz,y) = (

(a) Determine o dominio de f, Dy, e represente-o geometricamente.

(b) Defina, analiticamente, a fronteira de Dy e indique, justificando, se Dy é um conjunto aberto ou
fechado.

(c) Dé um exemplo, ou prove que ndo existe, uma sucessao de pontos pertencentes a Dy que convirja

para um ponto que nao pertence a Dy.

(5,0) 4. Considere a funcao f : R? — R definida por:

(z —1)%sin (1) +(y+3)* sex#1

rz—1
(y+3)3 sex=1

flz,y) =

(a) Estude a continuidade de f em R2.
(b) Calcule as fungoes % e % indicando o seu dominio.
(¢) Indique, justificando, se f é diferencidvel no ponto (1, —3).
(3,0) 5. Considere f : R? — R uma funcio diferencidvel em R? tal que f(—1,1) = —1 e seja g : R? — R fungao
tal que g(z,y) = f(f(x,y), f*(2,v)).
(a) Calcule, em fungao das derivadas parciais de f o gradiente de g.

(b) Prove que
dg 9 _(of Lo ’
%(—Ll)-%?afy(—l,l) = <8x(_1’1)) _4<8y(_1’1)> :

(2,0) 6. Seja f: R? — R a funcao definida por

flx,y) =2y(l -2 —y).

Determine os pontos de estacionaridade de f e escolha dois dos pontos encontrados para determinar se se

tratam de extremantes ou pontos de sela.
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Justifique cuidadosamente todas as suas respostas.

(4,0) 1. Estude, quanto a convergéncia as seguintes séries:

+o0 n-+1
a .
®) ,; (n2+3)+nvn®+1
~ 3na
(b) ;an, onde (a,)nen € tal que a,41 = ni—i—? para todo n € N.
(3,0) 2. Considere a fungéo f: Dy C R — R definida por f(z) = 5 3 B
T —

(a) Desenvolva f em série de poténcias de (x —3), indicando o maior intervalo aberto em que o desenvolvimento
é vélido.
(b) Indique, justificando, o valor de fG31)(3).
(3,0) 3. Seja f: Dy CR? — R fungio definida por:
1
V(lz[=2)(9 - 22 — (y - 1)?)

(a) Determine o dominio de f, Dy, e represente-o geometricamente.

flz,y) =

(b) Dé um exemplo, caso exista, de uma sucessao de pontos pertencentes a Dy que convirja para um ponto que
nao pertence a Dy e indique, justificando, o valor légico da seguinte afirmagao:

El(xn)nEN - Rn\Df : limzx, € Df.

(4,5) 4. Considere a fun¢ao f : R? — R definida por:

1
f(:c,y): (y*?))zcos <y—3> +(I71)2y sey#3
k(z —1)? sey =3

(a) Determine o valor de k de forma a que a funcio f seja continua em R2.

(b) Calcule a fungao % e indique o seu dominio.

(c) Para o valor de k encontrado na alinea (a) indique, justificando, se f é diferencidvel no ponto (1, 3).
(3,0) 5. Seja f: R? — R funcao de classe C'! e considere g definida, a partir de f, por g(z,y) = f(2? + y2, 2/y).

(a) Calcule, em funcao das derivadas parciais de f, o gradiente de g.
(b) Mostre que, para todo (z,y) € R? tal que y # 0, existe gzx Y (z,y) e o seu valor é
of

Iw ) (@9) = 2" +y) 5 (@ + %, 2 /y).

(2,5) 6. Seja f : R? — R a funcdo definida por
fla,y) = 2?y(6 —z —y).

Determine os pontos de estacionaridade de f e escolha dois dos pontos encontrados para determinar se se tratam
de extremantes ou pontos de sela.



Andlise Matematica II

SOLUCOES EXAMES

20 Jun 2006

1. 24/3/2 -2

2. conv unif

3. > s n(r+ =t ] —-2,0]

4a. -

4b. fechado

5a. cont em R?

5b. (—1,0)

5c. nao dif

6a. (5,25/2) min, (1,1/2) pto sela
6b. [13 13]

7.b=2a

30 Jun 2006

1. 4(1—1/e)

2. conv sse a < 3/2

3.3 s0(—1/2M + 1) (@ — 1)", 10, 2]
4a. -

4b. nem aberto nem fechado

5a. cont em R?

5b. (—vf — vive)/(vf +13), v # (0,0)
5c. nao dif

6. (0,0),(0,—1) ptos sela, (1/8,—1/2) min
7.

17 Jan 2007

L. Zn>1 n/2n+1(x + 2)n717 ] —4, 0[
2. conv unif

3a.

3b. fechado

4a. 1,0,—-3/5

4b. nao dif

4c. sim

5.

6. (0,0) pto sela, (—1,1) min
7.

1 Fev 2007

la. |z| < 1 abs conv, o.c. div



1b. /(1 — x)?

2. conv unif

3a.

3b. nem aberto nem fechado
3c. nao

4a. (0,0)

4b. dif

5.

6. (2km,—1), (2km + 7, 1) ptos sela
7.

4 Jun 2007

la. conv

1b. conv

2a. nao unif conv

2b. unif conv

3a.

3b. (1 -1/n,0)

3c. F

4a. cont em R?

4b. 0,0

4c. nao dif

5. (e,—e)

6.

25 Jun 2007

la. | —1,1] abs conv, o.c. div

1b. (2 —2)/(1 — z)?

2. nao conv unif

3a.
3b. nem aberto nem fechado
3c. (0,1 —1/n)

4a. cont em R2

4b. 9L =

or O,
4c. dif
5.
Ga. (/a5 Ya)

6b. max se ab < 0, min se ab > 0
16 Jan 2008

la. conv

r=1

2(x —1)sin(1/(z — 1)) —cos(1/(x — 1)), z#1 of

» By

2y



1b.
2a.
2b.
3a.
3b.
3c.
4a.

4b.

of

dy

4c.
Ha.
5b.

div
conv unif

nao conv unif

aberto

(0,2 —-1/n)

cont em R?

2(z — 1)sin(1/(z — 1)) — cos(1/(z — 1)),

of _

ox O,
=3(y +3)°
dif

6. (0,0),(1,0) ptos sela, (0,1),(1/3,1/3) max

x#1

lej
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