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1 Numeros complexos

1.1 Introducao: um pequeno calculo histérico

Consideremos a equacao polinomial do terceiro grau
2® = 152 + 4.

O método de Cardano-Tartaglia para a resolugao de equagoes ctibicas consiste em procurar raizes
sob a forma x =u+ v :

2 = P + 3uv + Suv? + v3
3uv(u +v) +u® 4 o3
= Suvz +ud + 0.

Desta forma reduz-se o problema & condicao suficiente

3uv =15
u? + 03 =4,

ou seja,

v=% (u#0)

125
U

Assim, podemos deduzir de uma eventual raiz do polinémio do segundo grau
P(X)=X?-4X +125 (X =%

uma raiz da equagao cibica inicial.

Prosseguindo, obtemos

(u?)? — 4(u®) + 125 = 0
(u® —2)% = —121
(u® —2)% = 112
pelo que este método nao é aplicavel, visto que esta equacao nao possui solugoes. E a esta

conclusao que chega Cardano na sua obra Ars Magna, publicada em 1545.

No entanto, cerca de vinte anos mais tarde, Rafael Bombelli levou os cédlculos um pouco mais
longe. Escreveu

w—2 = 11/—1
o= 24 11vV-1



e visto que v3 +u? = 4,

ud =24+ 11v—1
v3=2-11v/—-1
o que aparentemente nao faz qualquer sentido.

Continuando,
2+V-1)P =2 43x2(vV-1)2+3x22/-1+ (V-1 =8-6+11V-1=2+11V-1=1u>

Da mesma forma

(2—V-1)?=2-11V/-1 =13,

pelo que
u=2++v-1
v=2—v—-1:

r=u+v=4++v-1—+v—-1=4.

E de facto x = 4 é solugao do problema inicial:
43=15x4+4.

Nao ¢é uma coincidéncia. Existe uma estrutura muito rica por detras deste célculo, estrutura
essa que iremos formalizar correctamente nos proximos capitulos.

1.2 O corpo dos niimeros complexos

Antes de definir o conjunto dos niimeros complexos, vamos passar em revista algumas pro-
priedades algébricas de R2.

A soma usual de dois elementos (z1,y1), (z2,y2) de R?

(w1,91) + (z2,92) = (21 + 22,91 + ¥2),

possui as seguintes propriedades:
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Por verificar estas cinco propriedades, dizemos que R? munido da soma usual, (R?,+), é um
grupo comutativo.

Por exemplo, (Np, +) ndo é um grupo, uma vez que existem elementos que nao possuem simétrico.
Por outro lado, (Z,+) ou (My,(R),+) s@o grupos comutativos.

Gostariamos agora de munir R? de uma multiplicaciio. A ideia mais simples parece ser definir

(w1,y1) X (22,92) = (2172, Y192).

No entanto esta multiplicagdo nao é muito interessante. Por exemplo, a “regra de anulamento
do produto”, que diz que um produto é nulo se e sé se um dos factores for nulo, nao é valida.
De facto, observe-se que

(1,0) x (0,1) = 0.

Diz-se que (1,0) e (0,1) sdo divisores de zero. A existéncia de tais elementos torna falsas
um grande numero de regras de cdlculo muito naturais. Em particular, é um impedimento a
existéncia de inversos multiplicativos para todos os elementos nao nulos de R2.

Podemos definir em R? uma multiplicacio bem mais adequada, apesar de poder parecer, &
primeira vista, um pouco bizarra:

Y(z1,y1), (z2,52) €R?,  (21,51) X (22,52) = (2122 — Y1y2, T1Y2 + T2y1). (1.1)

A titulo de exemplo, verifiquemos que a regra de anulamento do produto é valida com esta
multiplicacdo. Sejam dois elementos (z1,y1) e (z2,y2) de R? tais que

(1,91) X (22,92) = 0,



isto é,
T1T2 = Y1Y2 N T1Y2 = —T2Y1.
Vamos supor que (x1,y1) # 0 e mostrar que entao se tem obrigatoriamente (z2,y2) = 0.
e Se 1 # 0, deduzimos da primeira equacdo que ro = w, e substituindo na segunda
Eal
igualdade vem z3y, = —yiya, ou seja ya(z? + y?) = 0. Assim, y2 = 0. Da primeira
equacao retira-se entao que xzo = 0, ou seja (z2,y2) = (0,0) = 0.

e Se r1 = 0 tem-se y; # 0. Um raciocinio em tudo andlogo ao do ponto anterior permite
concluir uma vez mais que (z2,y2) =0

Trata-se apenas de um exemplo. Na verdade, a multiplicacdo X goza de todas as propriedades
que poderiamos esperar (deixamos as provas em exercicio):

Por verificar estas cinco propriedades, diz-se que (R?, 4, x) é um corpo.




Observemos agora algumas propriedades dos nimeros complexos da forma (x,0), € R. Temos,
para x1,x2 € R,
(-TDO) + (.’L'Q,O) = (IEl + T2, 0)

[}

(.’Bl,O) X (SEQ,O) = (35'1.%2,0).

Também, de um ponto de vista da estrutura de espaco vectorial de R?, a multiplicacdo por
(z,0) nao se distingue da multiplicagao pelo escalar x:

(2,0) X (z1,51) = (z21, 291) = (21, Y1)
Por estas razoes, podemos identificar o conjunto
{(z,0) € C : z € R}

a recta real R. Assim, denotaremos (x,0) simplesmente z. Em particular, os elementos neutros
da soma e da multiplicagao, 0 = (0,0) e 1 = (1,0), serdao denotados 0 e 1 respectivamente. Nao
existindo diferenca, para nimeros reais, entre o produto usual e a multiplicagao (1.1), denotare-
mos estas duas operacoes da mesma forma.

Quanto ao complexo (0, 1), observe-se que

(0,1)2=(0,1) x (0,1) = (~1,0) = —1.

Com esta definigao, observe-se que dado um qualquer nimero complexo (x,y),
(z,y) = (x,0) + (0,y) =z +y(0,1) = = +iy.

Assim,

Escreveremos de agora em diante C = {z = z + iy : z,y € R}. Esta notacao sugere ainda a
seguinte definicao:



e Em tudo o que segue e salvo indicagdo em contrario, sempre que escrevermos “z = x + iy
subentendemos que z e y sd@o nimeros reais, ou seja, que se trata de facto das partes real e
imagindria do complexo z. Esta representacgao é por vezes dita representagao algébrica
dos ntimeros complexos.

e I uma consequéncia imediata desta definicao que dados dois niimeros complexos z e 2/,

z=72 & Re(z) = Re(?) A Im(z) = Im(<).

e Note-se que se pode obter a expressao do produto (1.1) de dois nimeros complexos quais-
quer simplesmente a partir da igualdade i? = —1:

(1,91) X (z2,92) = (w1 +iy1).(va + iy2) = 172 + iv1y2 + Y122 + 129192
= (z1z2 — 1) + i(@1y2 + 2211) = (2122 — Y1Y2, T1Y2 + T2y1).

e Como vimos, o inverso multiplicativo de z = x + iy # 0 é dado por

1
- .’L'2+y2

z

(z —iy).

Com estas novas notagoes, podemos resumir da seguinte forma as propriedades dos ntumeros
complexos estudadas até ao momento:

VZl, 22,23 € C,

L. (21 + 22) + 23 = 21 + (22 + 23);



21+ 29 = 29 + 271;
21+ 0 = 21;

21(2223) = (2122)23;

AN B

2122 = 22%1;
6. 2271 =212 =1, onde, se z = T+ iy #0, z7l= ST 35
ety

7. 21(22 + Z3) = 2129 + 2123.

1.2.1 Complexo conjugado e moédulo

Temos as seguintes propriedades da conjugacao complexas:

Prova :
Os dois primeiros pontos sao deixados em exercicio. Quanto ao ultimo ponto, dado z = x +iy €
C,
2=z & rH+wy=r—1
& 2iy=0
< y=Im(z) =0
& zeR |



Desta tultima propriedade resulta que para todo z € C, z + Z e 2Z sao numeros reais, visto
coincidirem com os seus respectivos complexos conjugados:

e 2 +zZ=Z+z=Z+z=2+Z
©2Z2=Z2.2=Z2.2= 2%

Mais precisamente, denotando por x e y as partes real e imaginaria de z respectivamente,
o z+Z=x+1iy+z— 1y =2

o 2Z=(z+iy)(z —iy) =2 — (y)’ = 2> +y* > 0.

Obtivemos assim, por um lado, que

Da mesma forma,

Por outro lado, obtivemos que para todo z € C, 2Z é um nuimero real positivo ou nulo. Podemos
pois apresentar a seguinte definigao:

Note-se que se z € R, o médulo complexo de z coincide com o seu valor absoluto. Note-se
ainda que o médulo |z| coincide com a norma euclidiana do vector (z,y) de R?. Assim sendo,
as seguintes propriedades sao de prova imediata :

Um pequeno céalculo permite ainda provar que
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z
Finalmente, se z # 0, e uma vez que 2z = |z|?, ZW =1
z

Obtemos assim mais uma vez a expressao de z !

1.2.2 O grupo unitario U

Consideremos o conjunto

U={z€C, |z| =1}

formado pelos nimeros complexos de médulo 1.

Prova:

1. Sejam z1, z9 € U. Tem-se |z122] = |21]]22] = 1.
Logo, a operacao é interna: Vzi, 29 € U, 2120 € U.

2. O produto de nimeros complexos é associativo: Vzi, 22,23 € U, z1(2223) = (2122)23.

3. O elemento neutro 1 € U.

= ﬂ =1, pelo que 27! € U.

4. Dado z €U, |27} = 122
z

z
2

5. O produto de nimeros complexos é comutativo: Vzi,zo € U, 2129 = 2021.

O grupo unitario pode ser usado para fornecer a seguinte representacao dos niimeros complexos

nao nulos:



Prova :

Como z#0, z = |z|’—z|, ou seja, podemos escolher r = |z] e u = ‘z—|,

0 que nos da a existéncia de uma tal decomposicao.

Quanto & unicidade, basta reparar que se z = ru = r'v/, com r,r € RT e u,u’ € U, entao
|ru| = |r'u/|. Como tal, |r||lu| = |r'||u/| e r = r’. Desta ultima igualdade resulta que u =u/. W

1.2.3 Representagao polar dos nimeros complexos
Seja z € C*. J4 vimos que z pode ser escrito de maneira tnica sob a forma :
z=|z|lu,uel. (1.2)

Esta decomposicao dos complexos nao nulos é dita decomposicao polar.
Determinemos u:
Visto que u € U, existe § € R tal que u = cos(f) + isin(6).

Escrevendo x = Re(z) e y = Im(z), obtém-se, tomando as partes real e imagindria de (1.2),
€ Y

Ve S e

cos(0) =

Este pequeno célculo leva-nos a seguinte definigao :

O argumento de um numero complexo ndo nulo é obviamente nico a menos de um miultiplo
inteiro de 27. E habitual privilegiar-se um argumento da seguinte forma:

13



Este resultado é uma consequéncia imediata da unicidade de decomposicao polar e da defini¢do
de Arg(z). [ ]

Observemos agora a seguinte propriedade fundamental:

Prova:

Por definicao,
2 = |z|(cos(6) +isin(0)) e 2’ = |2|(cos(0) + isin(d')).

Logo,
22" = |2]|2'|(cos(0) + isin(0))(cos(0") + isin(0)) = |22'|(cos(6) + i sin(8))(cos(0') + isin(d')).
Por outro lado,
(cos(f) + isin(f))(cos(') +isin(0’)) = cos()cos(#') — sin(6) sin(6’)

+i(cos(0) sin(#") + cos(#') sin(8))
= cos(0+0") +isin(6+6'),



0 que conclui a prova. |

Na mesma ordem de ideias:

Prova:

Basta observar que

11 1 _ 1 cos(f) — isin(0) _ 1 cos(— in(
z |z cos(9) +isin(f)  |z| cos2() + sin?(6) |z|( (=0)+ (=0))

pelas propriedades de paridade das funcoes trigonométricas. |

As duas ultimas propriedades permitem provar por indugao as seguintes igualdades:

Fica claro, com esta formulagao, a existéncia de um morfismo multiplicativo-aditivo.
Vamos, por essa razao, introduzir a notagao

Por enquanto utilizamos apenas esta notagao por comodidade, visto que

o V0,6 e R, eifeid = ¢il0+0).

o VHER,VTLEZ, (Cw)n:eine;

° eO.i _ 1,

propriedades estas que demonstramos correctamente. A justificacdo rigorosa da utilizagao da
funcao exponencial serd feita mais tarde, sendo por enquanto apenas uma “abreviatura” para a
expressao “cos(0) + isin(0)”.

Assim, U = {¢ : # € R}. Também, para todo z € C*, a decomposicio polar de z é dada
por



Finalmente,

Prova:

De facto, 0 e ¢ partilham o mesmo co-seno e o mesmo seno, pelo que diferem de um multiplo
de 2. |

Torna-se muito facil, com este formalismo, compreender geometricamente a multiplicacao de
dois niimeros complexos. Escrevendo em forma polar
601 02

zZ1 = le|e € 2o = |Z2!e )

tem-se

2= 2129 = |21 |20’ 02,

ou seja, o modulo de z é igual ao produto dos médulos de z1 e 25 e obtém-se um argumento de
z somando argumentos de z1 e de zo.

Note-se ainda que podemos dar um resultado um pouco mais preciso do que as Propriedades
1.2.11 e 1.2.12:




Prova:

1. Pela Propriedade 1.2.11, arg(z) + arg(z') C arg(z2).
Inversamente, seja ¢ € arg(zz'), com z = |z]e? e 2/ = |2/|e?’. Tem-se

22 = |zz'|ei¢ = |zz'|ei(0+9').
Pela Propriedade 1.2.13, ¢ = 0 + 6’ + 2knw = 0 + (0’ + 2kn) € arg(z) + arg(z’).
1
2. Pela Propriedade 1.2.12, —arg(z) C arg (;)

1
Inversamente, seja ¢ € arg (—) Por definicao,
z

ou seja z = |z|e”*: tem-se portanto —¢ € arg(z), de onde resulta que ¢ € —arg(z).

1

3. Basta observar que arg (3,) = arg(z) + arg (—,) = arg(z) — arg(%') pelas propriedades
z z

anteriores. |

1.2.4 Aplicacao : Raizes n-ésimas da unidade

Em R, a equacao
" =1

possui uma (x = 1) ou duas (z = £1) solugbes consoante o numero inteiro n é impar ou par.

Em C, existem sempre n solugoes distintas:

Prova :

Vamos procurar z sob forma polar z = |z|e? :

17



=152 =1e% o 2| =1 e nh = 04 2kr, k € Z.

Temos assim

2k
§=""Lez,
n
e
ze{l, el , 2 e e(”_l)‘%ﬂ}.

|
As solugoes da equacao (1.3) formam pois no plano complexo um poligono regular de n vértices.

1.2.5 Aplicacao: Trigonometria circular

As propriedades algébricas da exponencial complexa e permitem deduzir muito facilmente as
férmulas de trigonometria usuais. Por exemplo, observando que

) AN\ 2
6219 — <610) ’

cos(20) + isin(20) = (cos(6) + isin(h))? = cos?(8) — sin?(#) + 2i cos(#) sin(6),

de onde se tira, igualando as partes real e imaginaria, que

vem

cos(26) = cos?(f) — sin?(6) sin(26) = 2 cos(0) sin(6).

i(a+b)

Da mesma forma, a igualdade e = ¢ fornece rapidamente a identidade

cos(a+b) +isin(a+b) = (cos(a)+ isin(a))(cos(b) + isin(b))
= cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) + i(sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)),

ou seja,

‘ cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a)sin(b)  sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b). ‘

As igualdades et = cos(#) % sin(#) fornecem o seno e o co-seno de # em funcio da exponencial
complexa:

0 —i6 0 _ ,—1i0
cos(f) = et g sin(0) = %.
i

. (1.4)

De salientar as 6bvias semelhancas entre estas formulas e a definicao das fungoes trigonométricas
hiperbdlicas
et +e " et —e "
cosh(z) = % e sinh(z) = —

Elevando ao quadrado, as férmulas (1.4) permitem obter muito facilmente as identidades
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1 20
cos?(h) = 14 cos(26) e sin?(0) =

1 — cos(20)
5 .

2

De forma mais sistemética, podemos “linearizar” expressoes trigonométricas, o que é particu-
larmente 1til, por exemplo, na primitivacao de certos polinémios trigonométricos. Por exemplo,
para calcularmos a primitiva

/ cos*(z)dz,

observemos que

m + efzz 1 . . L .
COS4(-’E) — < > 24( z4z +463w —iT _|_662233€—2m +4e—3zxez$ _|_e—4uv)
1 1
= g os(4z) + 3 cos(2x) + 3’

pelo que

1 1 3
4 1 1. o
/cos (z)dx = % sin(4x) + 4sm(2:n) + & +c, ceR.

1.2.6 Aplicacao: raizes de polinémios do segundo grau

Consideremos a equacgao do segundo grau
ar® +br+c=0 (1.5)

onde a,b,c € R, a # 0. Esta equagao é equivalente a

Completando o quadrado,
ou seja,

Encontramos assim um resultado ja conhecido:

e Se A =b% —4ac > 0, a equacao (1.5) possui duas raizes reais.

b= Vb2 — 4ac
- 2a '

e Se A =b% —4ac =0, a equacao (1.5) possui uma tinica raiz



e Se A = b> — 4dac < 0, a equacdo nio possui obviamente solucdes reais. No entanto,
observando que (iy/|A])?2 = A, (1.5) é equivalente a

AR
o) T 2a ’

b RVANAY b RVAVAY B
(:):—1—2a+z2a ><x+2a—z %4 =0

Como C nao possui divisores de zero, obtemos as duas raizes complexas conjugadas

_ —b=£i/[b? — 4ac]|

T = 5 .

ou seja,

1.2.7 Topologia de C.

Definicao 1.2.16 Dados dois numeros complexos z1, z2, definimos a distancia de entre z1 e
29 por
d(z1,22) = |22 — 21].

Esta distancia verifica os trés axiomas:

1. Vz1,29 € C, d(21,22) =0 < 21 = 29.

2. Vz1,29 € C, d(z1, 22) = d(22, 21) (simetria) ;

3. V21, 22,23 € C, d(21, 22) < d(z1,23) + d(23,22) (desigualdade triangular).

Tomando z; = x1 4+ 1y1 € 21 = T2 + Y2,

d(z1,22) = |22 — 21| = /(w2 — 21)2 + (2 — 11)? = dp((z1, 1), (22, 42))-

Assim, munido desta distancia, C identifica-se ao plano euclidiano (R?, dg), via a isometria (ver
defini¢do no inicio do capitulo seguinte)

{9: (C,d) — (R?,dg)
z — (Re(z),Im(z))

Dé-se o nome de plano complexo ou plano de Argand ao conjunto C munido da distancia
d. Pela isometria existente entre o plano de Argand e o plano real, podemos “importar” todo o
vocabulario de geometria euclidiana :

e Podemos falar do ponto z para designar o niimero complexo z.

20



e Designamos por eixo real o conjunto {z € C : Im(z) = 0}, e por eixo imaginario
o conjunto {z € C : Re(z) = 0}.

e Para (21,22) € C?, definimos o segmento [z1; 23] por

[2’1; ZQ] = {tZQ + (1 — t)Zl ,t € [O; 1]}

e Para r > 0, o conjunto {z € C, |z —a| = r} pode ser identificado a circunferéncia de
centro a e de raio r. Em particular o grupo unitario U corresponde & circunferéncia
trigonométrica.

A topologia de C é pois uma cépia da topologia de R? estudada na disciplina de Anélise
Matemadtica 2. Em particular, designaremos por D,(€) o disco aberto centrado em a € C e
de raio e:

Dy(e) ={z€C: |z—a| <e}

Sendo o plano complexo bidimensional, preferimos o termo “disco” ao termo “bola”. Com esta
definicao seguem as definicGes topoldgicas usuais:

e A C C diz-se aberto se
Vzo € A, 3e > 0, D, (€) C A.

e A C C diz-se fechado se A°=C\ A é um conjunto aberto.

O ponto zg diz-se ponto fronteira de A se
Ve >0, D, (e)NA#DAD,, ()N A #0.
Designa-se por fronteira de A (fr(A)) o conjunto de todos os pontos fronteira de A.
e A aderéncia de A é o conjunto
A= AU fr(A).

Trata-se do mais pequeno conjunto fechado que contém A.
O conjunto A é fechado se e s6 se A = A.

O conjunto A diz-se limitado se

dM >0,Vz e A, |z| <M.

e 0 conjunto A diz-se compacto se A for fechado e limitado.
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2 Funcoes complexas e Geometria

O objectivo deste capitulo é o estudo preliminar das fungoes de varidvel e valores complexos, ou
seja, fungoes do tipo
f: AcC — C
{ z — w= f(2).

A representacgao de tais funcbes nao é necessariamente simples uma vez que seriam necessarias
quatro dimensdes para desenhar o seu grafico. Assim, ilustraremos frequentemente f com di-
agramas de correspondéncia entre a varidvel z e a sua imagem w = f(z). Se f for bijectiva,
diremos que f é uma transformacao do plano complexo.

O corpo dos ntimeros complexos é especialmente bem adaptado a representagdao de algumas
transformagoes geométricas simples do plano.

2.1 Isometrias do plano

Nesta seccao vamos classificar todas as isometrias do plano.

Dado um ponto z = z + iy, f(z) = (x + zo) + i(y + yo): a imagem por f do ponto M = (z,y)

do plano é o ponto (z + g,y + yo) = M + to, onde o = (2o, Y0)-

Exemplo: Determine e represente a imagem do tridngulo
T={z2=24+iyeC:0<2x<1A0<y<uzx}

pela transformacao definida por f(z) =z + 1+ .



A transformagao f é uma translacdo. A imagem do triangulo 7 por f é portanto um tridngulo
T'. Para o determinar, basta calcular a imagem dos vértices de 7: f(0) =1+, f(1)=2+ie
f(1+4) =24 2i: T’ é o triangulo de vértices 1 +4, 2+ i e 2 + 2i. |

Observemos agora o efeito da multiplicacdo por um complexo de médulo 1. Seja u = €' € U.
Para z = re? € C tem-se uz = e’ ou seja:

o |uz| =|z|: z e uz estdo & mesma distancia da origem;
o arg(uz) = arg(z) + ¢.

Desta forma:
Definicao 2.1.3 Seja u = €' € U.
A transformagado

zZ — uz

{f:(C—>(C

diz-se a rotacao de centro 0 e de angulo ¢.

Exemplo: A transformagcao definida por f(z) =iz é a rotagao de centro 0 e de angulo g |

A rotacio centrada na origem e de dngulo 7 (f(z) = —z) é habitual chamar-se simetria central
de centro 0. Por outro lado, a rotagao de angulo 0, f(z) = z, é a identidade.

A transformagao z — Z é a reflexao de eixo Ay = R.

Como representar a reflexdo de eixo Ay = {te’® : t € R} ?

Seja f,(2) = €®z a rotagio centrada em 0 e de angulo ¢. Observando que f_,(Ay) = Ag
podemos calcular a imagem de z € C pela reflexao de eixo Ay do seguinte modo:

1. Executamos a rotacao de angulo —¢, por forma a trazer a recta Ay para Ag:
foolz) = e,

2. Fazemos a reflexao de eixo Ag:

fo(2) = e7i92 = €97

3. Voltamos a colocar o eixo de reflexao na sua posicao original, aplicando a rotacao de angulo

o:

fs (m) = elPe—idy = 207,
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Assim,

2

~ . . . s , A
Exemplo: A reflexao relativamente ao eixo imagindrio é dada por f(z) =e*2zZ = —Z.

De facto, é esta a transformacao que conserva a parte imaginéria de z e inverte a sua parte real.ll

O seguinte teorema, que deixaremos sem prova, descreve todas as isometrias do plano que
fixam a origem:

Um importante corolario deste resultado descreve todas as isometrias do plano:

Prova:

Seja f uma isometria e zp := f(0). Entao g(z) = f(z) — 20 fixa a origem: ¢g(0) = 0.
Pelo Teorema 2.1.5, g é da forma g(z) = €z ou g(z) = €%, o que conclui a prova.
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2.1.1 Estudo das isometrias directas
Seja f(z) = uz + 2z uma isometria directa do plano, onde u = % € U.
e Seu=1, f éa translacao de zg.

. .o Z0 -
e Se u # 1, f possui um dnico ponto fixo w = T—% Podemos entao escrever

f(z)=uz+ 20 =uz+w(l —u) =u(z —w) + w.

A transformagao f é portanto a composicao, nesta ordem, da translacado de —w, da rotacgao
centrada em 0 e de angulo 6 e finalmente da translagao de w.
Trata-se da rotagao de centro w e angulo 6.

Exemplo: Caracterize a transformacao definida por f(z) =iz + 1.

Como |i| = 1, f é uma isometria directa. Visto que i # 1, f é uma rotagdo. O centro é
dado pela equacdo f(w) = w, ou seja, w = —— = — + i——. Finalmente, como i = €'Z, o
pela equagao f(w) = w, ja, =i -5 ; ;
T
angulo da rotacgao é 5 |

2.1.2 Estudo das isometrias indirectas
Seja f(z) = uZ + 29 uma isometria indirecta do plano, onde u = e e U.
e Se uzy+ 29 =0,
20 20

f(z) =uz+ 2 :u(zf ?> +5.

p .~ ~ 20 ~ .
f é a composicao, nesta ordem, da translagdo de 5 da reflexao de eixo Ay e da
2

z z
translagao de 50. Trata-se da reflexao de eixo ?0 + Ay.
2

1
e Sec= §(u70+z0) #0:
Tem-se u(zp — ¢) + (20 — ¢) = 0. Entao,

f(z)=(wz+20—c)+c

—C

z
é a composicao da reflexdo de recta 0 + Ay e da translagao de c.
2

A transformacao f é entao dita reflexao deslizante por se tratar da composicao de
uma reflexdo e de uma translacao paralela ao eixo da reflexdo, uma vez que

1 1, ; - 0 0
c= §(u70+ 20) = §ezg <elgo+ e’gzo) 15 € arg(c) vV 3 + 7 €arg(c),

. , Y
consoante o sinal do nimero real e'2Zy + €'2Z.
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Exemplo: Caracterize a transformacao definida por f(z) =iz + 2.

Como |i| = 1, a transformagao f é uma isometria indirecta. Tem-se

1, -
c= 5(2’2-}—2):1—1—1’7&0,
, . . . 1—1 .
pelo que f é uma reflexdo deslizante de eixo A% + —5 = 1+ ]

Em particular acabamos de provar o seguinte resultado:

2.2 Homotetias

Dado z = re?? € C, f(z) = are®: 0, z e f(z) sdo colineares, isto é, pertencem & mesma recta.
A distancia de f(z) a origem é dada por |f(2)| = alz|.

Dados z1, 20 € C,

d(f(21), f(22)) = [f(z2) = f(21)| = laz1 — aza| = alz1 — 22| = a X d(21, z2).
Se a > 1 (resp. a < 1), f aumenta (resp. diminui) a distancia de z; a z2. Por essa razao,
e Se a > 1, f diz-se uma ampliagao.

e Se a <1, f diz-se uma redugao.

(se a =1, f é a identidade).



Exemplo: Caracteriza a transformagao definida por f(z) = (1 + i)z + i.

Temos 14+ i = \/ie’%, pelo que ‘
f(2)=V2(e'iz)+i:

~ , s ~ A ™
a transformacao f é a composicao, nesta ordem, da rotacao centrada em 0 e de angulo 1 da

ampliacio de razdo r = v/2 e da translacdo de i. |

2.3 A fungao quadratrica

Consideremos a funcdo f(z) = z2. Uma primeira observacao:

f(2)] = |2,

Denotando por C, a circunferéncia centrada em 0 e de raio r > 0, os pontos da circunferéncia
C, sao enviados para a circunferéncia C,2. Em particular, o grupo unitario U é invariante por
esta transformacao.

Por outro lado, se  é um argumento de z, 20 é um argumento de f(z). Desta forma, a semi-recta
Ry é transformada na semi-recta Rog.

Definindo A = {z € C : Im(z) > 0} UR{, fla : A — C é uma bijeccio.

Este facto pode ser verificado facilmente. Observemos que A = {re? : r >0A0 <60 < 7}.
e Sejam z; = 111, 290 = 19€2 € A tais que f(z1) = f(22). Entdo
-
Por unicidade da decomposigao polar dos niimeros complexos, 1 = 73 e e2i01 = ¢2i02

sejary =r9e b1 =0+ km, k€Z. Como —1w < 01 — 0y <7, 01 =0o.
Conclui-se entao que z; = z2, pelo que f|4 é injectiva.

, ou

e Sejaw=re? € C,r>0e0<6 < 2r. Entdo, definindo z = \/776%%), f(z)=we flagé
sobrejectiva.
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3 Funcoes da varidavel complexa

3.1 Limites e continuidade

Ja foi referido que, de um ponto de vista topoldgico, o plano complexo C é uma cépia do
plano R2. Assim, as defini¢des e resultados que seguem sdo uma mera traducio dos conceitos
estudados em Andlise Matemédtica 2 em linguagem dos nimeros complexos.

Esta condigao resume-se naturalmente a existéncia, para todo € > 0, de um disco D, (9) tal que

F(D4(0)NU) C Dy(e).




Fornecemos apenas uma prova desta ultima propriedade:

Seja e > 0.
A fungao g é continua em wy = f(29), logo

38 >0, VzeA, |z—wol <8 =|g(z)—glwy)| <e.
Seja um tal 6’ > 0. A funcao f é continua em 2g, pelo que
35>0, VzeU, |z—z2|<d=1f(2)— f(z0)] <9

Assim, para |z — zg| < 4,
9(f(2)) = 9(f(20))| <,

e acabdamos de provar que
lim go f(2) =go f(z0)

Z—20

Consideremos uma fungao f : U C C € C. Definimos as fungoes de duas varidveis “parte
real” e “parte imaginaria” de f por




Desta forma, para todo z =z + iy € U, f(z) = u(z,y) + iv(z,y).

E f4cil observar que

3.2 Funcoes elementares

3.2.1 A funcao exponencial

Nesta definicao, e® designa naturalmente a exponencial real ja conhecida. Algumas observagoes:

e Sez € R (isto é, se z =z, € = e”(cos(0) +isin(0)) = €”, pelo que a exponencial complexa
coincide, na recta real, com a funcao exponencial real.

e Da mesma forma, se z = iy é um nimero imaginario puro,
e* = 9 = 0 (cos(y) +isin(y)) = cos(y)+isin(y): esta definicio é igualmente compativel
com a definigdo apresentada no capitulo anterior.




Prova:
1. Seja z = 2 + iy € C. Tem-se |e*| = |e%e™| = |e®||e??| = e® # 0, pelo que e* # 0.
2. Basta observar que

e# AT — T HWHIT) — o (cos(y + 27) + i sin(y + 27)) = e”(cos(y) + isin(y)) = 7.

3. A func@o exp |4, é sobrejectiva:
Seja w =re’? € C*, 0 € R, 7 > 0.
Escolhendo y = 6 + 2k7 por forma a que b <y < b+ 27 e x = In(r),

e = ) (cos(y) + isin(y)) = r(cos(h) + isin(h)) = w, z=x+1iy € Ap.

Também, f|Ap é injectiva:

Sejam z1 = x1 + iy1, 22 = T2 + iy2 € Ap, T1,22,Y1, Y2 € R, tais que e = e*2.

Entdo, por unicidade da decomposicio polar, e*! = e%2 e el = €2, Assim, x1 = a9 €
y1 =y2 + 2km, k € Z. Como —27 < y; — Yo < 27, Y1 = Yo € 21 = 23. |

Observacao: Seja, para zg € R, r,, o segmento de recta vertical do conjunto A
reo ={x+iyeC:ox=a20Nb<y<b+2r}.
Qual a imagem de 7, pela funcao exponencial? Para z = xg + b € 7y,
exp(z) = exp(xo + ib) = €™ (cos(y) + isin(y)), b<y <b+2m.

Trata-se de uma circunferéncia centrada em 0 e de raio ¢”°. Como a fungao exponencial real
toma todos os valores positivos nao nulos, estas circunferéncias cobrem de facto todo o plano
complexo com excepcao da origem.

Destas propriedades podemos deduzir o seguinte corolério:

Finalmente, combinando as propriedades da funcio exponencial real e as propriedades de e
provadas no capitulo anterior, é facil demonstrar a seguinte proposigao:




3.2.2 Trigonometria complexa

e'LI _|_ e—zm 1T —1T

. . € . . ~
Vimos que para x € R, cos(z) = ——— e sin(x) = — Estas identidades vao
i
permitir estender ao plano complexo as fungoes co-seno e seno, por forma a coincidirem, no eixo

real, com as fungoes trigonométricas usuais.

Da mesma forma, define-se o co-seno e o seno hiperbdlico no plano complexo por

Algumas propriedades elementares destas fungoes:




Prova:

Seja z € C. Tem-se

1/, - 1, .. 5 .
COS(Z + 27‘(’) _ 5 (ez(z+2ﬂ') + e—z(z+2ﬂ')) _ i(ezzeZ'm + e—zze2z7r) _ COS(Z).

Um célculo andlogo mostra a periodicidade de sin, cosh e sinh.

Por outro lado,

cos(—z) = % (ei(_z) + e‘i(_z)) = %(e“iz + €%) = cos(2).

Um célculo andlogo permite mostrar que sin(—z) = —sin(z), cosh(—z) = cosh(z) e que
sinh(—z) = — sinh(z2).

Finalmente, observe-se por exemplo que tomando z =iz, x € R,

cos(iz) = % (ei(i”) + e_i(_i“”)) = %(em + e ¥) =cosh(z) e R

lim cos(iz) = +o0.
T—+00

Este ultimo cdlculo sugere uma relacao mais proxima entre a trigonometria circular e a trigonome-
tria hiperbdlica no plano complexo. Algumas férmulas que a ilustram encontram-se sintetizadas
na proposicao seguinte:

Prova:
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Mostramos apenas a segunda identidade, ficando as restantes como exercicio. Para z € C,
1 1
cosh?(z)—sinh?(z) = Z(ez+e_z)2—l—(ez—e_z)2 = Z((ezz+26ze_z+e_2z—(e2z—26Ze_z—|—e_2Z)) =1.
|

As propriedades 5. e 6. permitem determinar os zeros das funcbes seno e co-seno no plano
complexo. De facto,

cos(z + iy) = 0 < cos(x) cosh(y) = 0 A sin(z) sinh(y) = 0 < cos(x) = 0 Asinh(y) =0

Da mesma forma,
sin(z +iy) = 0 < sin(z) = 0 A sinh(y) = 0.

Acabamos de provar a seguinte propriedade:

Por outras palavras, nao se introduziram novos zeros para estas fungoes ao estendé-las ao plano
complexo. Podemos pois definir a fungéo tangente:

Sendo periodica, a funcao sin ndo pode ser bijectiva. Trata-se no entanto de uma funcao sobre-
jectiva. Restringindo adequadamente o seu dominio, é possivel tornar esta funcao bijectiva, tal
como foi feito para a fungao exponencial.

3.2.3 Logaritmos complexos



Alguns exemplos:

T OT
® 21 =17 ,22=1

97 - . .
5 5 148 =175 ... 880 logaritmos de z =i :

2

log (i) = {zg +o%kn ke Z} .

e log(0) = 0.

Com efeito, a funcao exponencial complexa nao é injectiva (visto ser 2im periédica) pelo que um
mesmo complexo possui varios logaritmos. Este facto coloca dificuldades a definicao de uma
fungéo logaritmica em C.

Comecemos por analisar a estrutura do conjunto log(z) :
Seja z = |2|e4r9() € C*.
Entao w = w; + tws € log(z) se e s6 se
eV =z & eWe™? = |5[e'AT902),
Pela unicidade da decomposicao polar dum complexo nao nulo,
eV =z & e = |z] e €2 = AT90),
ie.

w _ wy = Ln(|z|)
¢ _Zﬁ{ wy = Arg(2) + 2km , k € Z.

Acabamos de provar a seguinte propriedade :
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Da Propriedade 1.2.14 resultam de forma imediata as seguintes propriedades:

log(z) é um conjunto, uma vez que arg(z) apenas estd definido médulo 27. Pretendemos agora
definir uma fungao logaritmo propriamente dita. Uma primeira ideia consiste em fixar o argu-
mento dentro de um intervalo de amplitude 27. Por exemplo, escolhendo o argumento principal,
podemos tomar

Log(z) = In(|z]) +iArg(2) (Arg(z) €] — m;m)).
Infelizmente, esta funcdo nao é continua nos pontos da semi-recta
Ry={re" : r>0A0=7}=R".

Tal deve-se a uma discontinuidade da funcao argumento principal Arg ao longo desta recta.
Note-se por exemplo que Arg(—1) =7 e lin% Arg(—1 — €%) = —.
€—>

Por essa razao, vamos optar por retirar a semi-recta R~ do dominio de Log:

Obtém-se assim uma fungdo continua no seu dominio:



Prova:

Comecemos por notar que, por composi¢ao, z — Ln(|z|) é continua em C/R™.

)
)

Se () < 0, Arg(2) = —arccos (e ().

Seja z € C/R™ :

| e

Se Re(z) >0, Arg(z) = arcsin <Im (| |

Se Im(z) >0, Arg(z) = arccos (Re (|z|)
z

|

]
Assim, Arg é continua em C\ R™, por composicao e produto de funcoes continuas. ]
Tomando b = —m, a Propriedade 3.2.2 estudada no capitulo anterior afirma que

expla_,. : A = C*,

onde A_; ={2€C : —w < Im(z) < w}, é uma bijecgdo. A imagem da recta Im(z) = —r pela
funcao exponencial é a semi recta R™: para z = x — i,

eF = ex—iﬂ' _ ewe—iﬂ — _et,
Desta forma, tomando A = int(A_r),

expla : A= C\ Ry

é uma bijecgao. Trata-se da bijeccao inversa da determinagao principal do logaritmo:

Prova :

Ja vimos que ¥ é uma bijeccao e que Log : A — C'\ R, . Por outro lado,

Vze C\R,, WYolLog(z)= en(z))+idrg(z) _ |z|eiArg(z) —
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Vw =w; +iwy € A, Logo ¥(w) = Log(e®) = Log(e“e™?) = In(e*?) + iArg(e™?) = w.

Atencao: é necessario ser muito cuidadoso na manipulagao algébrica das fungoes Log e exp:
estas fungOes apenas sdo inversas uma da outra se as restrigoes forem adequadas. Por exemplo,

Log(e*™) = In(|e*™|) 4+ iArg(e*™) = 0 # 2in.

As propriedades habituais da funcio logaritmo também nao sdo necessariamente validas. Por

1
2

2m s
exemplo, tomando z; = €'2 e z3 = €'3, Log(z1) = i5

,57r_

2 T
Log(z2) = ?ﬂ e Log(z129) = Log(e’%) =—ig

Log(z122) # Log(z1) + Log(z2).

Para definir o ramo principal do logaritmo, optamos por escolher um argumento no intervalo
| — m; [ e retirar ao plano recto a semi-recta correspondente ao argumento w. Esta escolha é
naturalmente arbitraria:

Com estas notagoes, Log = Log_r. As propriedades de Logy sao essencialmente as mesmas do
ramo principal do logaritmo. Em particular Logs é uma bijecao, de inversa

expla : A — C\ Ry, A={ze€C: ¢ <Im(z) < ¢+ 2m}.

3.2.4 Poténcias complexas




Comecemos por examinar a estrutura de z% :

Escrevendo de maneira genérica
l=Ln(|z|) +i(Arg(z) + 2km) , k € Z,

vem
2 — ea(Ln(\z|)+i(A7"g(z)+2k7r)) _ ea(ln(|z\)+iArg(z))e2iak7r’ kel
Assim,

e Se o € Z: para todo k € Z, e***™ = 1, pelo que a expressao z® admite um sé valor.
Se o € ZT U {0},

) . . a
o 6cy(ln(|z|)-|—zArg(z) _ 6oz1r1(|z\)ezozA'rg(z) _ |Z‘a <€zArg(z)> X Xz X 2 (Ol VGZGS),
pelas férmulas de Moivre.

Se a € Z~, um célculo semelhante fornece

1 1 1 1
2% =—x—x—---x = (|a] vezes).
z

e Sea= %, e? kT — 41 (segundo a paridade de k),e
Z% _ ieaLog(z)

possui dois valores possiveis.

e Se a = —, n €N, e ¢ uma rafz n-iésima da unidade, admitindo n valores distintos:
n

iL Arg(z

Z% = {\z|%e n )7 |z’%ei%ATg(Z)+%7 .. ,’zﬁel’%Arg(z)Jr(nfl)Q%}.

e No caso geral tem-se uma infinidade de valores distinctos para z“.

Por esta razao, utiliza-se frequentemente o formalismo das fungoes multivaluadas, ou seja,
fungbes que admitem vérias imagens para cada objecto. J& vimos alguns exemplos: arg(z),

log(z) e o podem ser vistas como fungoes deste tipo.

Se quisermos definir correctamente uma fungao
z—z¢

no verdadeiro sentido do termo, podemos por exemplo optar pela seguinte defini¢ao:
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FEsta definicao tem a virtude de coincidir com a de 2™ no caso de n € Z, mas apresenta no
entanto dois grandes inconvenientes: as formulas

/ yZe% / /
(22')% = 2%2"" e (29) =29
nao se verificam no caso geral.

Assim sendo, sempre que possivel, evitaremos utilizar esta definigao.
Vamos no entanto definir a fungao “raiz quadrada”

De notar que dos dois valores possiveis para 23 (i.e. das duas solucdes da equagio X? = z)
escolhemos aquela que tem parte real positiva :

Re(v/z) = |2/} cos (%Arg(z)) > 0.

A fungao v é continua em 0. Mas atencao: herddmos o problema das poténcias complexas. No

caso geral
Vzz #2V7 .
;3T s
Por exemplo, tomando z; =e"4 e 20 = €'2,
—igy : ;3w 4 s .
VZiizg =e "2 = —i e V27 =€e'sels =e'2 = 3.




3.2.5 Funcgoes trigonomeétricas inversas

Vimos anteriormente que as fungoes cos e sin sao 2w-periodicas. Desta forma, apenas se
tornam bijectivas se forem sujeitas a uma restricio conveniente. De outro modo, eventuais
fungoes inversas arccos e arcsin deverao ser obrigatoriamente func¢oes multivaluadas. Comegamos
pois por resolver, para w € C, a equagao

sin(w) = z.

Esta equacao é equivalente a
e —e " = 2iz,

ou ainda _ .
(e™)? — 2iwe™ — 1 =0.

Esta equacao do segundo grau possui as solucoes
e =iz 41— 22,

As solugoes sao entao dadas por

w € —ilog(iz + V1 — 22),

conforme a defini¢cao de log. Com o formalismo das fungos multivaluadas:

Calculos anadlogos permitem estabelecer a seguinte definigao:
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Podemos definir ramos das fungoes arccos, arcsin e arctan fixando por exemplo a determinagao
principal do logaritmo e a determinacgao principal da raiz quadrada.
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4 Funcoes Holomorfas

4.1 Primeiras definicoes

f(z0+h) _f(zo)

Esta condicao é naturalmente equivalente a existéncia do limite }llim .
—0

Apesar de f poder ser vista como funcio de R? em R?, este limite apenas faz sentido em C
uma vez que se divide por z — zj. E no entanto natural perguntarmo-nos qual a relagao entre
a C-diferenciabilidade e a diferenciabilidade de f em R? estudada em Andlise Matemética 2.
Trataremos este assunto no paragrafo seguinte. Tal como acontece no caso de fungoes reais da
variavel real,

Prova:

Basta observar que f(zg + h) = f(z0) + hf'(z0) + he(h), onde }lziné e(h) =0.
—>

Por serem em tudo analogas ao caso das fungoes reais da varidvel real, omitimos a prova das
seguintes propriedades:




Alguns exemplos:

1. Seja f : z — 2™, n € Ny. Tem-se f € H(C).

De facto,

n—2
(z4h)" = 2" 4+ nhz""! 4 h? Z CFZER=F = 2™ 4 nh2""t 4 he(h),

k=0

onde lim e(h) = 0. Entao,

h—0
h—0 h ’
ou seja,

VzeC, f(z)=nz""".
1
2. Sejag:z— = Tem-se g € H(C*). Com efeito, para z # 0,

f(z4+h) = f(2) z—(z+h) 1

h  h(z+h)z (24 k)2

de onde se conclui que

1
VzeC* d'(z)= 3

3. Resulta destes exemplos que para n € N a funcdo h(z) = z=" é holomorfa em C*.
Observando que h = g o f, h é holomorfa em todo z # 0 e

W) = (FE)F () = —me™ = —nz L
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4.2 (C-derivabilidade e diferenciabilidade em R?

Seja f: Q C— C uma fungao da varidvel complexa.

Retomamos as notagdes introduzidas anteriormente para as fungoes parte real e parte imaginaria

de f:

isto é,
f(z) = f(z +iy) = u(z,y) + iv(z,y).

Caso as derivadas de primeira ordem de u e v existam num dado ponto (z,y), definimos

1

z

x y
_|_

1 . .
f(z)_;_|z|2_x2 yz_zxz_'_yQ_u(x7y)+7’v(xay)'

Tem-se entao a7 5 5 5 9
_Ou 00y = T 2
Ox (2) = Ox (2, y) + “ox (.y) = (22 4 y2)? + Z(m2 +y2)?

of , ,  0ou Ov _ 2wy oy — a2
8y(z) = ay(x,y)Jrlay(w,y) = (22 + y2)? +Z(m2+y2)2'

Neste exemplo, observe-se que

of .of
o Ty =0
Observe-se ainda que
(e L __Z @ imy—yr Of . Of
F(z) = 22 |22 w292 8x(z) N Z&y(z)'

Tratam-se de igualdades gerais a todas as fungoes C-diferenciaveis:
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Prova:

Para h = hy +iho, (h1, hs) € R,

iy o feHh) = flz) f@+hi +i(y+ ho)) — flz+1iy)
F(z) = lim h = hy + ihg

existe.

Em particular, se hy =0,

e+ +iy) — flatiy) _of

I'(z) = hlligo hi or (2)
e, se hy =0, 5
. ha)) — .
Fie) = i EHH LD 2SO _ )

O facto de f verificar a condigdo de Cauchy-Riemann num dado ponto z nao é suficiente para
que f seja C-diferenciavel em z. E necesséria mais uma condicdo, ligada & R2-diferenciabilidade
de f. Como j4 referimos, f pode ser vista como uma funcio de R? em R2. Apesar de alguma
redundancia, com o objectivo de distinguirmos correctamente estes dois pontos de vista sobre
f, vamos introduzir, dada uma funcao

f:QcC—-C,
o conjunto Q = {(z,y) € R? : 2+ iy € Q} e a funcdo F

F: Q - C
(,y) < (u(z,y),v(z,y)).

A funcdo F é a funcao f do ponto de vista de R2.
Temos o seguinte teorema fundamental:
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Prova :

(2) & (3):

Por definicdo, F é R%-diferencidvel se e s6 se as funcdes u e v o siao. Por outro lado,

of, . af . _
%(z) —i—za—y(z) =0

=

%(x,y) +i8—(x,y)+i (g—Z(z) —i—zgv(x,y)) =0
<~

(Gote - Gown) +i (igh @+ o) =0
<

S 0) = G A G ) =~ 5 )

1) = (2):

Ja vimos que se f é C-diferencidvel em z,

0 9
8—£(z) —i—ia—gj;(z) 0.

Basta pois provarmos, com esta hipdtese, a equivaléncia entre C-diferenciabilidade de f e R2-
diferenciabilidade de F'.
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F ¢ R2-diferencigvel no ponto (z,%)

& u e v sao R%-diferencidveis no ponto (z,%)

1 ou ou
& lim ———— (u(x + h1,y + he) —u(z,y) — h1i—(z,y) — hs x 0
o i ] (104 00 2) ) b)) ) =

ov ov
/\(h1,h2 = 0.0) ||(h < (:c—l—hl,v—i—hg)—v(m y) hlaf( ) hgay( ,y)) =0
0 0
& hllig)—miﬂ (f x+h1+z (y+ h2)) — f(z) — hlaf( ) — h26£(2)> =0
ol (F il ) - 5G) gl () - il () =0

& lim

(h1+ih2)— (

Pt b+ iy + he)) — F2) — L >)=o

= lim
(h1+iho)—

fx+h1+zy+h2)) f(Z)_af(Z)>:0

o i ferhribrh)-fe)_0f,
(h1+iha)— h 833

pelo que f é C-diferencidvel em z.

Inversamente, se z é C-diferencidvel em z, ja vimos que

of

!/

)=,

pelo que as equivaléncias anteriores mostram a R? diferenciabilidade de F. |

Na disciplina de Andlise Matemética 2, vimos que se uma dada funcao F é de classe C'! num
aberto €2, entao F' é diferencidvel em ). Essa observagao fornece o seguinte corolario:

Corolario 4.2.4 Seja f : Q C C — C, Q aberto. Se u = Re(f),v = Im(f) € C*(Q),

9 9
FEHO) o Vzeq, ’ai( )i a—g( ) =0.
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4.3 Aplicagao as funcoes elementares

Prova:

Para z,y € R,
u(z,y) = Re(e"™) = e cos(y) e u(z,y) = Im(e®TW) = e sin(y).

Assim, u e v sdo de classe C*(R?).
Por outro lado, verifica-se a condicdo de Cauchy-Riemann:

(%e”iy + i%e””y = ¢e” cos(y) + ie” sin(y) + i(—e” sin(y) + ie® cos(y)) = 0.

Logo, a funcao exponencial é holomorfa em C.

As restantes afirmacoes resultam das propriedades de soma e composicao de fungées C-diferencidveis.
Por exemplo,

. . 1 . 1 . .
cos'(z) = = (¥ +e %) = 5(1'6” —ie *) = —(—e" + ) = —sin(z).

2i

Do =
||

Antes de passarmos & holomorfia de fungoes inversas, vejamos o seguinte resultado:
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Prova :
Sejam z,7 € Becom z # Z e w = 0"1(2) , w = 071(3).
Entao,
6 1z)—-071¢z)  w-w 1
z—Z C(w) - O(w)  Ow)=b(@) "

w—w

(Note-se que O(w) — 0(w) # 0 se w # W.)
Pela continuidade de 71, se z — %, w — w’. Assim,

-1 —1(z
—1\/ I (2) 07 (2) - 1 1 _ ! !
(671) (@) = lim ———"— = i S o) 90 1(2)

w—w

Como corolario, obtemos a holomorfia da determinacao principal do logaritmo:




Prova:

Vimos que Log é continua e que se trata da bijeccao reciproca da restrigdo da fungdo expo-
nencial & banda
A={zeC: —w <Im(z) <7}
Pelo terorema anterior, Log € H(C* \R™) e
1 1

~exp/(Log(z)) ~ 2

Estas consideragoes permanecem obviamente vélidas para qualquer outro ramo do logaritmo. W

Log'(2)

Mais atras definimos a fungdao multivaluada arcsin que se encontra definida por
arcsin(z) = —ilog (zz +(1-— f)%) )

Podemos definir um fungao fixando um ramo do logaritmo e um ramo da fungao raiz quadrada,
por exemplo,

arcsin(z) = —iLog (zz +v1-— z2) .

Trata-se, no seu dominio, de uma funcéo continua, de bijeccao inversa sin. Assim,

De facto,

(iz+vV1-22)"  (iz+ e%(L°9(1_Z2)))’ i zﬁm

= — = —
iz+V1— 22 iz+V1— 2?2 iz 4+ V1 — 22

arcsin’(z) = —i

1 ( L+ 21 ) B 1
iz+ V1 — 22 V1—22 V1—22
Note-se que pela Propriedade 4.3.3, este cdlculo permanece véalido para outras escolhas do ramos
do logaritmo que aparecem na defini¢cao de arcsin. |

Da mesma forma,
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4.4 Operadores formais

Consideremos uma funcao f : U C C — C.
Como vimos, f pode ser vista como uma funcao de x = Re(z) e y = I'm(z):

flx +iy) = F(z,y) = u(z,y) +iv(z, y).
Por sua vez, podemos escrever x e y em funcao de z e de Z:
zZ+z Z—Z
2 Y
Desta forma, podemos considerar f como fungao de z e Z:

. z2+zZ z2—72 . z2+zZ z2—72
f(Z,Z)—U( 2 bl 2'L >+ZU< 2 9 2Z )

Admitindo que todas as derivadas parciais de primeira ordem existem, o teorema de derivagao
da fungao composta fornece formalmente no ponto (z,%)

of _ 1o 10u idv 100
0z 20x 210y 20x 20y

(o oy i (o o
2\ 0x Oy 2\0x 09y/)’

Podemos ainda escrever esta igualdade na forma
of 1 [/0f .Of
9z 2 (6_90 - 28_y> '
Célculos andlogos fornecem igualmente
ﬁ 10u 10u i0v 10v

T =

9z~ 20z 2oy 200 20y
(0w v\ i (dv o
2\ 0x Oy 2 \0x Oy
1 [af  .of
B 2(8w+18y)



Estes calculos levam-nos a seguinte defini¢ao:

Observe-se que:

Moralmente, este resultado significa que uma fungao holomorfa é uma funcao que, quando escrita

na base (z,%), nado depende de Z. Nessa situacao, a derivada partial P coincide com a derivagao
z

complexa usual das fungoes holomorfas.



5 Séries de nuimeros complexos

5.1 Sucessoes de nimeros complexas
Seja E um qualquer conjunto. Uma sucessao de F é simplesmente uma funcao
u: N— FE.

Tradicionalmente, o valor de u em n € N é denotado u(n) = u,, e a funcao u é referida por

(un)neN-

Assim,

A partir de uma sucessao complexa, podemos definir de maneira natural as sucessoes (reais)
(un)nEN € (un)nEN por

Exemplo:

Consideremos a sucessao geométrica dada pelo termo geral

(1+z‘>"
Zn — .
" 3

Vamos calcular o termos geral das sucessoes (un)nen € (Vn)nen :

Observando que

(1+i):\/§( ! ):\/iei%,

1 .
E+EZ
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para todo n € N,

5.2 Convergéncia de sucessoes

Seja um conjunto F munido de uma distancia d. Para traduzir a ideia intuitiva de que os termos
de uma dada sucessao de elementos de E se “aproximam indefinidamente” de um certo valor
l € E, recorremos a seguinte defini¢ao :

Assim, se (2, )nen € uma sucessdo complexa e | € C, diz-se que [ é o limite de (z,)nen se
Ve>0,IN €N, n>N= |z, -] <e.

Tal como ja foi observado nos capitulos anteriores, de um ponto de vista topolégico, C é uma
cépia de R?. Desta forma, as seguintes propriedades sio consequéncias imediatas das pro-
priedades das sucessoes do plano, estudadas em Anédlise Matemética 2D.




5.3 Séries complexas

Neste capitulo vamos introduzir a nocao de série para os nimeros complexos. Os conceitos
e definigOes apresentadas s@o em tudo andlogas ao caso das séries reais estudadas em Anélise
Matematica 2D.
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Exemplo: Séries geométricas
Seja z € C, z # 1.

Considera-se a sucessao geométrica de razao z e primeiro termo a € C
VneN, z, =az"" L

A que condicao a série correspondente converge ?

Exactamente como no caso das sucessoes geométricas reais, é possivel calcular explicitamente o
termo geral de Sy :

N
VneN, Sy= Zaz”_l =q—-
n=1

E facil observar que a sucessao de termo geral 2™ converge se e s6 se |z| < 1. Neste caso, o limite
desta sucessdo é nulo. Assim,




5.3.1 Propriedades elementares das séries complexas

Prova :

Seja (Sp)nen a sucessao das somas parciais, lirf S, =1€C.
n—-+0oo

VneN, z,41 = Spp1 — Sn.

Tem-se lim S,11 = lm S,, visto (Sp+1)nen ser uma sub-sucessao de (Sy,)nen.
n——+00 n——+00
Logo

lim =z = lim z,=0.
n—4o0o ntl n—+oo "

Se o limite da sucessao de termo geral z, for ndo nulo (ou nao existir), entdo a série E Zn
diverge.
Neste caso, a série é dita grosseiramente divergente.

A prova deste resultado é trivial. Basta observar o Teorema 5.2.2 e raciocinar em termos de

somas parciais.



Tal como no caso real,

Prova:

Basta observar que |u,| = |Re(zn)| < |zn| € |vn| = [Im(zn)| < |zn|- Pelo primeiro critério
de comparacao para séries de termos positivos, Z |un| € Z |v| convergem, logo, por um teo-

rema de Andlise Matemadtica 2, > u, e Zvn convergem. Pela Propriedade 5.3.3, Zzn é
convergente. |
5.3.2 Séries de fungoes

Seja (fn)nen uma sucessao de fungées de dominio U C C. Podemos considerar a soma parcial
de funcoes dada por

N
YNEN, Sy=) fu.

n=1

Atencdo : Sy ¢ agora uma funcio. E definida por :

N
VzeU, Sn(z) = ful2).
n=1

Podemos formular uma grande quantidade de perguntas interessantes :

1. Que sentido dar a “ lim Sy” ?
N—oo

+oo

No caso de podermos escrever algo como “f = lim Sy = E 7
N—4o00 1
n=

2. A continuidade das fungoes f, implica a continuidade de f7
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3. Se cada f,, é holomorfa, f é holomorfa ? Nesse caso como calcular f" ?

Na realidade, hd uma “hierarquia” de nocoes de convergéncia de séries de fungoes:

Tem-se portanto:

Z fn converge pontualmente para f em U

=
N
VzeU, Ve>0, INEN, n>N= > fu(2) - f(2)| <e
n=1

Exemplo:
Seja, para todo n € N, f,(2) = €*|z[""1(1 — |2|) definidas no disco D = {z € C : |z| < 1}.
Tem-se, para todo N € N,

N N N
Sn(2) =) falz2) =Dl A [z = Y& (|2~ |2]") = ¢ (1 - [21Y).

A sucessdo complexa Sy(z) = €* (1 — |z|") converge para todo z € D :

1. S 1, i S = e~
elz] < ) N(z) =€

2. =1, 1l =0.
Se |z| =1, yam Sn(z)=0

Assim, a série de fungdes { f,, }nen converge pontualmente para a funcao f definida em D por

e® selz] <1

1(z) = { 0 selz|=1.
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Observe-se que a fungao limite nao é continua, apesar de cada S,, ser continua. A nogao de
limite pontual de séries de funcoes parece ser pouco util.

Para garantir a preservagao da continuidade, assim como de outras propriedades interessantes,
temos que definir outra nogao de convergéncia um pouco mais forte. Invertendo a ordem dos
quantificadores:

Ou seja, dizer que a série Y f,, converge uniformemente para f é dizer que, dado €, se consegue
escolher uma ordem N € N valida para todos os pontos z de U, a partir da qual a distancia de
Sn(z) a f(z) é inferior a e.

Esta nocao de convergéncia ja é mais interessante, visto termos o seguinte resultado:

Prova :

Provamos apenas o primeiro ponto. Seja zg € U. Para z € U, e N € N:

N N
f(z) = f(z0) = ( an ) + (Z fa(2) —an(zo)> (Z fn(20) Zo))
n=1 n=1

Utilizando a desigualdade trlangular,

N N N
|f(Z) (ZO | < an an(z)_z.fn 20)| + an(zo)—f(z()) .
n=1 n=1 n=1
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Seja € > 0.
A convergéncia sendo uniforme,

N
€
AN eN, VzelU, - —.
eN, Vze |f(z) nzzzlfn(z) <3
N
Por outro lado, a fungao z — Z fn(2)é continua (soma finita de funcoes continuas), pelo que
n=1
N N .
36>0, VzeU, |z—z20]<d=|> falz) =D falz0)| < 3
n=1 n=1
Assim, para |z — 2| < 4,
€ € €
[f(2) = fo)l <3 +3+3=¢
e a funcéo f é continua. |

Na pratica, nao é muito facil estabelecer que uma série de fungoes converge uniformemente.
Neste sentido, o seguinte critério é particularmente 1til:

Prova :
Seja z € U. Para todo n € N,

|[fn(2)] < My

Logo, pelo critério de comparagdo para séries de termos positivos, Y fn(z) é absolutamente
convergente. Seja entao
+oo
f = Z f n
n=1
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a soma (pontual) da série g fn-
Provamos agora que a convergéncia é uniforme :

N +0c0 400 +o0o
VzeU, |f(2)=Y_Ff)|=| > fG)|< D IHEI< D M.
n=1 n=N+1 n=N+1 n=N+1
+00 +oo
A série Z My, sendo a série resto de uma série convergente, lim Z M,, = 0. Fixando
—+00
k=n+1 n=N+1
€ >0, seja N € N tal que
+oo
n>N= Y M,<e:
n=N+1

N +o00
Vze U, Vn>N, f(z)—an(z) < Z M, < e,
n=1 n=N+1

e a convergeéncia é uniforme. |
Exemplo:

Consideremos a sucessao definida por f,,(z) = 2" definida no disco D1 = {z € C : |z| < 3}.
2

Tratando-se de uma série geométrica de razao z, com |z| < 1, sabemos que se tem a convergéncia

pontual
“+00
I
1—2z
n=1

1
Para z € D%, |fu(2)| = 2" = o

1 . o . : .
E on é uma série convergente, pelo critério de Weierstrass a convergéncia é uniforme em D1.
2
Assim, no interior de D1 temos
2

+oo
fll) =) na"",
n=1
ou seja,
1-2)2 '
n=1

Observando que este raciocinio pode ser feito em qualquer disco D = {z € C : |z] < R},
R < 1, esta férmula é vélida no interior de D;. Assim, para |z| < 1,

: f

-1
ﬁ = TLZ” .
(1—2) ot
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5.3.3 Séries inteiras

No ambito das séries inteiras, utilizaremos a convencao 0° = 1. E relativamente ficil analisar
em que pontos converge ou diverge este tipo de série de fungées. Comecemos por observar a
seguinte propriedade:

Prova:

Tem-se
Z — Zo "
E an(z — 20)" E an (z1 — z0)"
Z1 — 20
Uma vez que a série converge no ponto z = z1, tem-se em particular

. _ n _
nll}I-ir-loo n (zl Z()) 0

Logo, a sucessao de termo geral a, (21 — z0)" é limitada: existe M > 0 tal que para todo n,

lan(z1 — 20)"| < M.

. . ) .
Tomando z no disco aberto centrado em zg e de raio |z9 — 21|, | ————| = r < 1.. Finalmente,
21 — 20
Z— 20 "
an | —— | (21— 20)"| < Mr"™.
Z1 — R0

A série geométrica E Mr™ é convergente, pelo que pelo primeiro critério de comparacao
+oo
E an(z — 2z9)" é absolutamente convergente. [ B

n=0



Esta propriedade sugere que havera um “disco méximo” para a convergéncia de uma série
inteira. A préxima definigdo, como veremos mais adiante, formece o raio desse disco:

Aqui, lim z,, designa o limite superior da sucessdo de termo geral x,,, ou seja, o maior sublim-
ite desta sucessao. O limite superior de uma sucessao existe sempre (eventualmente igual a +00).

Exemplos:
o x, = (=1)".
Esta sucessao possui dois sublimites, 1 e —1, pelo que

limz, = 1.

mxn = +00.

e Se a sucessao de termo geral x,, for convergente, possui um tnico sublimite (o seu limite).
Assim, nesse caso,

limz, = lim z,.
n—,oo

Na disciplina de Anélise Matematica 2 estuddmos o critério da raiz de Cauchy. Na realidade
existe uma versao ligeiramente mais geral que serd bastante 1til no estudo da convergéncia das
séries inteiras:




Enunciamos agora o teorema central que descreve o comportamento das séries inteiras:

Prova :
e Suponhamos que |z — zg| = R’ < R. Entao, para todo n € N,

lan(z = 20)[" = lan||z — 20| = |an|R™,

ie.,
Y — el PR — N
(lan(z = 20)I")* = la[* B = (Rlan|7) 7 :
- ny L R/
lim (Jan(z — 20)[")» = =

Pelo critério da raiz , se R’ < R, Z lan(z — 20)"| converge.
Por outro lado, se R’ > R, existe uma subsucessao v, de u, = |a,(z — 2,)|™ tal que v, > 1

para n suficientemente grande: g |an(z — 20)"| é grosseiramente divergente.

e A convergéncia é uniforme no disco D, (R') para R’ < R :
Com efeito, j4 vimos que para todo z € D, (R'),

. R’
T (Jan (2 — 20)|") " = = <L

/

R
Sejae>0talqueE+e<1eN€Ntalque

n> N = (Jan(z — 2)")7 <

==

Rl n
+e¢, ouseja, n> N = (Jap(z — 20)|") < (E + e) .

A série numérica
R "
E — t¢€
( R
é convergente, logo pelo critério de Weierstrass E an(z — 2z,)" converge uniformemente.l
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Este resultado possui o seguinte corolario:

Prova :

Basta combinar os Teoremas 5.3.8 e 5.3.14.

Na disciplina de Anélise 1 vimos o seguinte resultado: dado uma sucessdo (z,)nen de ter-

. .. . Tn+1 ~ , . . e .
mos estritamente positivos, se lim entao também existe lim /x, e estes dois limites
n—+o00 Tp n——+00

sao iguais. Temos pois, em certas circunstancias, um método mais simples para o calculo do
raio de convergéncia de uma série inteira:

5.4 Funcoes analiticas




Exemplo :

Ja vimos que

Vz € Do(1), => 2"

pelo que z — 1 ¢é analitica em zg = 0.

Seja z, € U.
Entao existe por defini¢ao p > 0 e (an)nen tal que

+oo
Vz € D, (p), f(z)= Zan(z —20)".
=0

Seja R o raio de convergéncia da série de poténcias Y a,(z — 2,)". Tem-se claramente p < R,
—+o00

pelo que z — Zan(z — Z5)
n=0
fn(2) = an(z — 20)" é holomorfa, pelo Teorema 5.3.8, f é holomorfa em D, (5). Em particular,

f é C- derivavel em zy. Como esta conclusao é valida para todos os pontos de U, f é holomorfa
nesse aberto. |

" converge uniformemente em D, (4). Como para todo n € N,




Prova :

“+oo
Vz € D, (p), [f(z)= Zan(z — 20)".
n=0
Em particular, no ponto zo,

+oo
f(z0) =Y an(z0 — 20)" = do.
n=0

Para mais, f é holomorfa em D, (p), e j& vimos que

+oo
Vz € Dy(p), [fl(z)= Znan(z — z)" L.
n=0

Logo,
+oo
f(20) = Znan(zo —20)" ! = l.ay.
n=0

Argumentamos agora que f’ é por sua vez holomorfa, e coincide com a série inteira

“+o00o

z— Z nan(z — 29)" !

n=0

no disco D, (p).
O raio de convergéncia desta série sendo obviamente superior a p, podemos derivar termo a
termo, e

—+oo
f'(z) =Y nn = Dan(z — 20)" 7,
n=2
e
“+oo
" (z0) = Z n(n — 1V)an(z0 — 20)" 2 = 2las.
n=2
O resultado pode entéao ser provado por uma indugao trivial que omitimos. |

Surpreendentemente, a implicacao inversa é também verdadeira, embora a sua demonstragao
ultrapasse o ambito deste curso:
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Vemos aqui uma diferenca fundamental entre a nocao de diferenciabilidade em R e em C. Com

efeito, o simples facto do limite

existir em todos os pontos zg de um aberto €2 C C implica automaticamente
e A continuidade de f’ em Q.

o A existéncia de f(™ para todo n € N no aberto Q e consequentemente a continuidade de
fn) em Q.

e A convergéncia da série

(") (s
> A1) n(, o) (z—20)"

num disco centrado em zg e de raio nao nulo. Esta série é dita a série de Taylor de f
centrada em z.

Estas implicagoes sao obviamente totalmente falsas em R. Existem fungoes diferencidaveis num
aberto de R cuja derivada nem sequer é continua.

Exemplo:
A fungao exponencial é holomorfa em C.
Calculemos a sua série (formal) de Taylor centrada em zp =0 :

Vn e N, (exp)™(0) = e =1,

onde denotdmos por exp a funcdo exponencial. Assim, a série de Taylor é dada por

ZTl
>
Pela Propriedade 5.4.4, a funcao exp coincide com a sua série de Taylor em todos os discos

centrados em 0 que s6 contenham pontos de U.
Visto que U = C, tem-se
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Da mesma forma, é facil argumentar que

5.5 Funcgoes harmonicas

5.5.1 Teorema do valor médio e principio do maximo

Moralmente, as fungbes harménicas sao as fungodes que num dado ponto (xg,yo) assumem a
média dos valores tomados a uma distancia fixa de (x¢,yo). Mais precisamente,
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Prova:

Parametrizando Cg pela fungao v : t € [0;27] — (x¢ + Rcos(t), yo + Rsin(t)),

1 1 27
R a u(s)ds = o /0 u(zo + Rcos(t), yo + Rsin(t))dt
Vamos mostrar que a fungao
1 27
A(R) = / u(xo + Rcos(t),yo + Rsin(t))dt
0

é constante:

R =L / Ou . () 2 .
A(R) = 2R o R cos(t) o (xo + Rcos(t),yo + Rsin(t)) + Rsin(¢) a9 (zo + Rcos(t),yo + Rsin(t)) | dt.

ou Ou

_8_y’ %) ao longo de Cgr, no sentido

Reconhecemos aqui a circulagao do campo F(z,y) = (

directo. Pelo teorema de Green,

A(R) = % / / rOt sentor FdA — / / A(u)dA = 0.

Assim, A é uma fungéo constante. Por outro lado,

. 1 . 1 2m ) 1 27
}zlinm R A u(s)ds = }_clin)o %/0 u(zo + Rcos(t), yo + Rsin(t))dt = %/0 uw(Xo) = u(Xo).

Logo, para todo R nas condigbes do teorema, A(R) = u(Xj). [

Este resultado possui o seguinte importante corolario:

Prova:

Vamos supor que Xy é um maximo local de u. Entao, para R suficientemente pequeno,
u(X) < u(Xp) para todo X € Cg. Logo,
1

1
u(Xo) = i L u(s)ds < i ] u(Xo)ds = u(Xo).
R R
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0 que é absurdo.

5.5.2 Relacao com as funcgoes holomorfas

A relagao entre fungoes holomorfas e fun¢ées harménicas é a seguinte:

Prova:

Sendo f analitica em 2, u e v sdo de classe C*°(2). Para observar que se tratam de fungoes
harménicas, basta derivar em ordem a x e em ordem a y as condigoes de Cauchy-Riemann

ou ov

ov ou
%(xay) - _a_y(xay)'

Este resultado possui uma reciproca cuja prova esta fora do ambito deste curso:

Naturalmente, este resultado permanece vélido invertendo no enunciado os papeis da funcao u
e da funcao v.



