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Capitulo 1

Calculo integral em R': Integrais
duplos

1.1 Introducao

Definem-se os integrais multiplos por meio de fungoes de varias variaveis e limites de somas de
modo analogo ao caso do integral definido:

/abf(:c) dz.

Vejamos, de forma breve, como se procede para definir integral de Riemann para funcoes
reais de varidvel real. Comecamos por definir particdo de um intervalo de R.

Definicao 1.1.1 Sejam a,b € R, a < b. Dados n + 2 pontos

a=20<x] <T2 < <Tp1 < Ty <Tpyi1 =0,
ao congunto dos subintervalos da forma [z;,z;11], i =0,1,...,n, chama-se parti¢do de |a,b].
NOTAS:

1. A parti¢dao é um conjunto de subconjuntos, mais precisamente:
P ={[xi,zit1] s i € Ny, 0 <i<mn}.

O nome partigao resulta de Ujy[z;, zi+1] = [a,b] e do facto de dados dois quaisquer ele-
mentos de P a sua interseccao ou é vazia ou se reduz a um ponto.

2. A partigao P fica bem definida pelo conjunto P={a= xg,21,22,...,Tn-1,Tn,Tny1 = b}
pelo que podemos identificar a particao P com o conjunto P. Pelo modo como definimos
a partigao, consideramos o conjunto P ordenado, isto é, x; < x;41, ¢ =0,1,...,n.

Definicao 1.1.2 Sejam a,b € R, a < b, f : [a,b] — R uma funcdo limitada e P uma parti¢cdo
de [a,b]. Chama-se soma inferior de Darboux de f, relativa a particio P a

n

sp(f) = (i1 —x) _inf f(x).

i—0 xe[mi,$i+1]
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Chama-se soma superior de Darboux de f, relativa a particao P a
n

Sp(f)=> (i1 —a) sup  f(x).

i=0 T€[wi,mit1]

NOTAS:

1. As somas superior e inferior estao bem definidas. Como f é limitada em [a, ], f é limitada
em [x;, Tit1], isto é, o conjunto {f(x) : x € [z;, xi+1]} € limitado e, portanto, tem infimo
e supremo.

2. E 6bvio que sp(f) < Sp(f). Veremos que esta propriedade se pode generalizar: para
uma fungao limitada em [a, b], qualquer soma superior é maior ou igual a qualquer soma
inferior.

3. Se f é uma fungdo nao negativa em [a,b], dada uma particio P, a soma inferior de
Darboux ¢ igual a soma das areas dos rectangulos cujos lados tém comprimento ;1 — x;
e inf  f(x) (ver Figura 1.1).

T€[T;,Tit1

a  x; X;X; X,X;XgX; Xg X, X0 b X

Figura 1.1 Soma inferior de Darboux.

Analogamente, a soma superior de Darboux é igual & soma das areas dos rectangulos cujos
lados tém comprimento x; 11 —x; ¢ sup  f(z) (ver Figura 1.2).
TE[Ti,T41]
Resulta de vérias propriedades das partigoes que se a,b € R, a < b, f : [a,b] — R é uma fungao
limitada, o conjunto das somas superiores é minorado (todas as somas inferiores sao minorantes)

e o conjunto das somas inferiores é majorado (todas as somas superiores sao majorantes); estes
conjuntos tém, pois, infimo e supremo, respectivamente.

Definicao 1.1.3 Sejam a,b € R, a < b e f : [a,b] — R uma funcao limitada. Ao infimo do
conjunto das somas superiores de f chama-se integral superior de f em |a,b] e representa-se
por f_; f(x)dz. Ao supremo do conjunto das somas inferiores de f chama-se integral inferior
de f em [a,b] e representa-se por f;f(x) dx. Se f;f(x) dx = f_;f(x) dx, diz-se que f € in-
tegrdvel a Riemann em [a,b]; a este nimero chama-se integral de f em [a,b] e representa-se

J!f(@)de = [ f(@)de = [P f(2) da.
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y

a x; X, X; X, X:XeX; Xy X, X0 b X

Figura 1.2 Soma superior de Darboux.

NOTAS:

1. Sejam a,b € R, a < be f:[a,b] — R uma funcao limitada. O integral superior de f em
[a,b] e o integral inferior de f em [a,b] existem (ver nota antes da defini¢ao).

2. Se f é continua, nao negativa e integravel em [a, b], o integral de f é igual a area da figura
limitada pelo gréfico de f e pelas rectas x = a, x = be y = 0 (eixo dos xx) (ver Figura 1.3).
Para nos convencermos deste facto, basta ter em conta as figuras 1.1 e 1.2 e a definigao.
O integral é o infimo do conjunto das somas superiores, que sao todas maiores ou iguais
que aquela drea (ver Figura 1.2), portanto, o integral é maior ou igual que a drea da figura
referida. Por outro lado, o integral também ¢é o supremo do conjunto das somas inferiores,
que s@o todas menores ou iguais dquela drea (ver Figura 1.1), portanto, o integral é menor
ou igual que a area da figura referida. Conclui-se assim que o integral é igual & area da
figura.

sl
S
=

Figura 1.3 O integral é igual a area da figura indicada.

Seguiremos um caminho semelhante a este para definir integral de uma funcao de duas
variaveis. A principal diferenca reside no facto de em lugar de comecarmos com uma particao
do intervalo [a, b], subdividimos um rectangulo R do plano, passando depois para conjuntos mais
complexos. Os teoremas utilizados no calculo baseiam-se em equacoes de curvas que constituem
a fronteira desses conjuntos sendo pois mais complicados do que o teorema fundamental do
célculo para integrais definidos.
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Comecaremos por definir o integral de uma funcdo continua f : R> — R no caso de um

rectangulo R = [a,b] X [c, d]:
// fz,y)dA.
]

[a,b]x[c,d

A seguir, veremos como o integral definido de uma funcao de duas variaveis (considerando
uma delas constante):

d
F(z) = / fzy) dy,

nos permite calcular integrais iterados:

// f(:c,y)dA:/ab (/cdf(x,y)dy> dx:/abF(x)d:c.
]

[a,b] X [c,d

Continuaremos com o célculo de integrais em regioes mais gerais do que rectangulos, ou seja,
regioes delimitadas por graficos de funcgoes continuas e veremos uma aplicagao ao calculo da area
de superficies.

Finalmente, o conceito de jacobiano visto na primeira parte deste curso serd aplicado ao
problema da mudanca de varidveis nos integrais duplos. Estudaremos o caso particular das
coordenadas polares.

1.2 Integral duplo sobre dominios rectangulares

|| 1@y dsay,
R

onde R é um rectangulo contido no dominio de f. Um rectangulo é o produto cartesiano de 2
intervalos de R:

Comecemos por definir o integral

R=la,b] x[c,d] = {(z,y) ER*:a <z <b A c<y<d}

[ P —
S
=

Figura 1.4 Um rectangulo.
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Quando introduzimos o integral de Riemann para fungoes da recta real, comecdmos pela
nogao de subdivisao do intervalo de integragao [a,b]. Aqui, vamos considerar subdivisoes dos
intervalos que definem o rectangulo e obter dessa forma uma particdo de R:

Definicao 1.2.4 Dados n + 2 pontos a = x¢g < 1 < ... < Tp—1 < Tpt1 = b e m + 2 pontos
c=Yo <Y1 < . <Ym-1 < Ym+1 =d, ao conjunto dos subrectangulos da forma

Rij = [zs, xit1] % [Yj,yj4+1]

chama-se particao de R.

R.. (Xiip:Yje)
d:ymﬂ I

| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
L 1
Xy X, X, X, X

Figura 1.5 Uma particao do rectangulo R.

Note-se que acabamos de subdividir o rectangulo R em (m + 1)(n + 1) rectangulos com a

propriedade
R= U Ry
0<1<n
0<j<m

e verificando para (i,7) # (k,1), int(R;;) Nint(Ry;) = 0.

Definicao 1.2.5 Sejam f : D C R?> — R uma funcdo limitada, R um rectangulo contido em D
e P uma particao de R. Chama-se soma inferior de Darbouz de f, relativa a particao P a

sp(f) =) ) ARy ” ggleij f(@,y),
i=0 j=0 ’ B

onde AR;; = (xi4+1 — 2)(Yj+1 — yj) € a drea do rectingulo R;;.
Da mesma forma, chama-se soma superior de Darboux de f, relativa a particao P a

Sp(f)=>_> ARy sup f(z,y).

i=0 j=0 (z,y)ER;;
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z z z
Y Y Y
X X X

Figura 1.6 Somas inferiores de Darboux.

z z
Y Y
X X x

Figura 1.7 Somas superiores de Darboux.

Estamos agora em condi¢oes de dar a seguinte definigao:

Definicao 1.2.6 Sejam f : D C R? — R uma funcdo limitada e R um rectingulo contido em
D. Diz-se que f € integravel em R se

Is31€117)) sp(f) = lgrelg? Sp(f)s

onde P € o conjunto de todas as particoes de R.
Define-se nesse caso o integral de f em R por:

J] @y dedy = sup sp(5) = jut Si(s).
R

pPeP

NOTA: Se f é continua, nao negativa e integravel em R, o integral de f é igual ao volume da
figura limitada pelo gréfico de f e pelos planos © = a, t = b, y = ¢, y = d e z = 0 (plano xy)
(ver Figura 1.8). Para nos convencermos deste facto, basta ter em conta as figuras 1.6 e 1.7 e
a definicao. O integral é o infimo do conjunto das somas superiores, que sao todas maiores ou
iguais que aquele volume (ver Figura 1.7), portanto, o integral é maior ou igual ao volume da
figura referida. Por outro lado, o integral também é o supremo do conjunto das somas inferiores,
que sao todas menores ou iguais aquele volume (ver Figura 1.6), portanto, o integral é menor ou
igual ao volume da figura referida. Conclui-se assim que o integral é igual ao volume da figura.

No exemplo seguinte fazemos o cdlculo, usando as somas de Darboux, de um integral duplo num
caso simples. Em particular, provamos que o integral duplo

é/ldA:é/dA,



1.2 Integral duplo sobre dominios rectangulares 7

Figura 1.8 O integral é igual ao volume da figura indicada.

que da o volume do sélido de altura 1 construido sobre o rectangulo R, tem o valor da drea do
rectangulo R. Designaremos essa drea por A(R).

EXEMPLO 1: Consideremos a fungao f : R — R definida por f(z,y) = 1. Para toda a particao
P do rectangulo [a, b], com as notagoes anteriores, tem-se:

Sp(f) = ZZARU sup  f(z,y) = Z Z(%H =) (Yj+1 — y5) =
i=0 j=0 (z,y)ER;; i=0 j=0
= | D @i =) | [ D_(wie1 = 93) | = @ns1 = 20) Y1 — y0) = (b — a)(d = ¢).
i=0 J=0

Da mesma forma, se obtém sp(f) = (b—a)(d — c).
Assim,

a L IR 2 R S

Figura 1.9 O integral é igual ao volume da figura indicada.

Admitiremos o resultado seguinte que nos da uma condicao suficiente para uma funcao ser
integravel:
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Teorema 1.2.1 Sejam R um rectingulo e f : D C R?> — R uma fun¢do continua num conjunto
aberto contendo R. Entao f € integrdvel em R.

Vimos, ao estudar o integral em R, que uma fungao descontinua apenas num nimero finito de
pontos de um intervalo I ainda era integravel. Também no caso de fungoes reais de duas variaveis
reais ha um teorema que garante a existéncia de integral de algumas fungoes descontinuas.

Figura 1.10 Uma funcao descontinua em R, mas integravel.

Teorema 1.2.2 Seja f : R C R? uma funcdo limitada no rectingulo R e suponhamos que o
conjunto de pontos onde [ € descontinua estd contido na uniao de um niumero finito de grdficos
de fungoes reais de varidvel real, continuas. Entdao f € integrdavel em R.

Vejamos, sem demonstrar, algumas propriedades dos integrais duplos:

Proposigao 1 Seja f uma fungdo real de duas varidveis reais.

1. Sejam Ry e Ry dois rectingulos tais que int(Ry) Nint(Ry) = 0. Se f € integrdvel em Ry e
em Ro, e se R = R; U Ry € um rectangulo, entao f € integrdvel em R e

lfdA:!l/fdA+4/fdA.

2. Se [ ¢é integravel num rectangulo R entdo |f| € integrdvel em R e

[ a4 < é/mdA-

R
3. Seja f >0 uma funcdo integrdvel num rectangulo R. Entdo
/ fdA > 0.
R
4. Sejam f1 e fo duas funcoes integrdaveis num rectangulo R, e seja ¢ € R uma constante.

Entao
//(fl+Cf2)dA=//f1dA+c//f2dA.
R R

R
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1.3 Integrais iterados

Tal como acontece para a integracao em R, poucos integrais podem ser calculados directamente a
partir das somas de Darboux. Neste capitulo vamos introduzir um método que permite calcular
alguns integrais duplos a partir de integrais simples.

Consideremos uma funcao continua f : [a,b] x [c,d] — R. Para todo o = € [a,b] podemos
definir uma funcao f, : [¢,d] — R por:

f2(y) = f(z,y), Yy € le,d].

Qualquer que seja x, f, é uma funcao continua logo o integral usual:

/Cdfm@)dy:/cdf(x,y)dy

estd bem definido. A este processo chama-se integragao parcial em ordem a y. De maneira
equivalente podemos definir a integracao parcial em ordem a x por:

[ nww=[ e,

onde a fungao continua f, é definida para todo y € [c,d], por fy(x) = f(x,y), Vx € [a,b].

EXEMPLO 1: Consideremos a fungao f(z,y) = Y

x+2
Vamos integrar parcialmente f em ordem a z e em ordem a y no rectanglo [1,2] x [2,3].

Utilizando as regras de cdlculo do integral definido temos:

2
Y o 2 %
| 5 o = lioate +2)1 = s (3):

Da mesma forma:

/3 y Jy— 1 y2 3_ 5
s r+2 7 T er2 2], 2@+2)

1+ a2

1+92
em ordem a z e em ordem a y no rectangulo [0,1]%. Temos:

1 2 a? 2 ]! 2

L+ 2 T+ T o 4 Yy

+ay?)d = T

/0 (1+y2 Y 1142 " 27 3(1+42) ' 2
1+ 22

! 2 2 y® ' 2N T
/0 (TyQ—i-xy )dy:[(1+x)arctg(y)+x?h:(1+x)Z—i-g.

EXEMPLO 2: Consideremos a funcao f(z,y) = + 2y, Vamos integrar parcialmente f

Como vimos nestes exemplos, o integral parcial em ordem a x da funcdo f é uma funcao
de y. Da mesma forma, o integral parcial em ordem a y é uma funcao de . Vamos admitir o
resultado seguinte, cuja demonstracao sai do ambito deste curso:
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Proposicao 2 Seja f : [a,b] X [¢,d] — R uma fun¢ao continua. Entao as fungoes

:/abf(x,y)d:c e J(x)z/cdf(x,y)dy

definidas, respectivamente, nos intervalos [c,d] e |a,b], sdo fung¢des continuas.
Sendo continuas, estas fungdes podem ser integradas nos seus dominios respectivos:

Definicao 1.3.7 Os integrais

/cd dy—/ {/fxy }dyZ/cd/abf(x,y)dxdy
/ab dx_/[/fxy }dw:/ab/cdf(w’y)dydm,

chamam-se integrais iterados.

EXEMPLO 3: Calcular os integrais iterados de f(x,y) =

Utilizando os calculos anteriores temos:

//x+2dxdy—/2 ylog( )d [y2 log(g)} :glog(§>
/12/23xi2dydx:/12ﬁd$= [glog(u’H?)K: glog (%)

1422
1+ 92

1,1 2 1 2 371
1+=x 2) / 4 Y 4 Y T 1
da dy = <7 _>d N _r. L
/0 /O (1—|—y2+xy vdy = | gasyey T 2) WS [ | =5t G

Lol /1422 9 ! T X B 2210 r 1
dy dx = (1 Nl —)d: ey b
/0/0<1+y2+xy)yx /0 Aty tg)de=|@r3)3 5] =3+5

EXEMPLO 5: Célculo do integral iterado de uma fungao do tipo f(x,y) = g(z)h(y) com g e h
duas fungoes continuas em [a, b] e em [c,d], respectivamente. Temos:

/ / dydx—/abg@) (/th(y)dy) dr = (/abgcc)dx) (/jh@)dy).

De forma analoga tem-se que:

/ / d:vdy—/cdh(y) (/abg(w)dm> dy = (/cdh(y)dy> (/abg(w)dfﬂ)

O facto dos integrais iterados dos ultimos exemplos serem iguais nao é acidental, como
veremos de seguida.

J 5 1o rectangulo [1,2] x [2,3].

EXEMPLO 4: Calcular os integrais iterados de f(z,y) = + 272 no rectangulo [0, 1]2:
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1.4 Teorema de Fubini. Aplicacao do integral iterado ao calculo
de volumes.

Historicamente, o calculo de integrais iterados é baseado num método geométrico desenvolvido
pelo matematico italiano Bonaventura Cavalieri (1598-1647) para calcular o volume de certos
solidos:

Proposicao 3 (Método da secgao) Seja S um sdlido de R® e consideremos a familia
{P,}a<z<p dos planos passando por (x,0,0) e paralelos ao plano yz tal que:

1. S estd contido entre P, e P,
2. A drea da interseccio Py NS € dada por A(z).

Se a fungdo A : [a,b] — R for integrdvel entao o volume V de S é dado por:

V:/abA(x)dx.

<o

A(y)

Figura 1.11 O Método da Secgao.

NOTAS:

1. Vamos dar uma interpretacao geométrica deste resultado. Chama-se S, a intersecgao entre
P, e S, ocilindro de base S, e altura o ”infinitésimo dz”tem por volume A(x)dz. O volume
de S é dado pela soma desses volumes infinitesimais. Note-se que se trata aqui de uma
interpretagao intuitiva: nao existem ”alturas infinitesimais”!

2. A proposigao é obviamente vialida se substituirmos P, por uma familia { P, }cgygd de planos
paralelos ao plano zz desde que S esteja contido entre P, e Py. O mesmo acontece com
planos paralelos a xy.
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EXEMPLO 1: Caélculo do volume do sélido S delimitado pelo plano z = 1 — x e o rectangulo
R =10,1)%

Para = € [0,1], a interseccao do plano P,, passando por (z,0,0) e paralelo ao plano yz,
com o so6lido S é um rectangulo de comprimento 1 e de largura 1 — x; a sua area é dada por
A(z) =1—x. O Método da Seccao permite-nos concluir que o volume de S é:

1

V:/Ol(l—:c)dx: [x—"”;]o:%.

TZ

\ plano paralelo ao plano yz
\/

\

plano 1-x

Figura 1.12 O sélido do Exemplo 1.

EXEMPLO 2: Volume de um sélido de revolugao
Seja f uma fungao continua e nao negativa no intervalo [a,b]. Consideremos a regiao R do
plano limitada pelo eixo dos zx, as rectas de equagao x = a, x = b e o grafico de f,

R={(z,y) eR?*:0<y < f(z) A =€ [a,b]}.

Figura 1.13 Um s6lido de revolugao.

A rotagdo de R em torno do eixo dos xx permite-nos definir um sélido de revolucao S.
Seja P,, para cada x € [a,b], o plano passando por (z,0,0) e paralelo ao plano yz. A secgao
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S, = P, NS é um disco de centro (z,0,0) e raio f(x). A drea de S, é dada por :

Logo pelo Método da Seccao, o volume de S é:

b
V:/ 7 [f(2)]? de.

O resultado seguinte permite-nos afirmar que nos integrais duplos sobre rectangulos a ordem
de integracao ¢ irrelevante, e faz a ligacao entre o integral duplo construido com as somas de
Darboux e os integrais iterados:

Teorema 1.4.3 (Teorema de Fubini) Seja f : R = [a,b] X [¢,d] — R uma funcao continua.

Entao
//f(x,wdA:/cd/abf(x,y)dmdy=/ab/cdf<x,y>dydx.
R

Demonstragao: A demonstragao rigorosa deste teorema esté fora do ambito deste curso. Vamos
dar apenas uma ideia geométrica no caso em que a funcao f é nao negativa.

Quando construimos o integral duplo como limite de somas de Darboux, vimos que o volume
V do sélido S limitado superiormente pela superficie de equagao z = f(x,y) e inferiormente pela

regiao R é dado por:
V= //f(m,y) dA.
R

Figura 1.14 Os cortes na superficie S.

Gragas ao Método da Seccao temos uma outra maneira de calcular esse volume. Considere-
mos para = € [a,b] o plano P, passando por (z,0,0) e paralelo ao plano yz. Fixando = = xy no
intervalo [a,b], a intersecgdo Sy, = Py, NS é uma regiao plana limitada pelos planos zy, y = c,
y = d e a curva de equacao z = f(xg,y). Recorrendo a teoria de integracao de fungoes reais, a
area de Sy, é dada por:

d
Alx) = / F(xo.y) dy.
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O Método da Secc¢ao permite-nos concluir que o volume de S é:

:/abA(x)dx:/ab [/Cdf(:c,y)dy} dx:/ab/cdf(:c,y)dydx.

Vamos agora aplicar o método da seccao a familia de planos @), passando por (0,y,0) e paralelos
a zz. Fixando y = yo no intervalo [c, d], a interseccao Ry, = Qy, NS é uma regiao plana limitada
pelos planos zy, * = a, x = b e pela curva de equacao z = f(x,yp). Como anteriormente, a drea

de R, ¢ dada por:
b
B(yo) = / f(@,yo)dx

Aplicando o Método da Secgao, temos que:

V:/cd dy—/ [/fxydx}dy—//fxydxdy

Podemos entao concluir que

- [ sewas=[" [ seacar= [ [ s yacm

EXEMPLO 3: Caélculo do volume do sélido limitado superiormente pela superficie de equagao

z = y? — 22 e inferiormente pela regido rectangular R = [—1,1] x [1, 3].

Figura 1.15 O sdlido do Exemplo 3.

1,3 17,3 3
2 2 Y 2 26
= Yy —x dydx:/ [——:cy] dx:/ — — 2z° ) dx = 16.
/—1/1( ) -1 3 1 _1<3 )

EXEMPLO 4: Célculo do volume do sélido limitado superiormente pelo paraboldide eliptico
2z =16 — 22 — 2y, os planos = 2, y = 2 e os trés planos coordenados (ver Figura 1.16).

3 2
// (16 — 2 —2y)dxdy—/ [16x—%—2xy2] dy
0

:/0 (3—4y2>dy §[22y y} = 48.
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Figura 1.16 Duas perspectivas do paraboléide eliptico do Exemplo 4.

1.5 Integrais duplos sobre dominios gerais

Definimos anteriormente integral duplo sobre um conjunto rectangular. Pretendemos generalizar
essa definicdo a outras regioes limitadas do plano. Dado que regioes no plano podem ser muito
complexas, vamos restringir-nos a trés tipos de conjuntos. No que se segue usaremos a expressao
”fronteira suficientemente regular” com o seguinte sentido: a fronteira do dominio é constituida
por curvas que representam os graficos de funcgoes reais de variavel real, continuas num intervalo.
Adiante veremos com mais profundidade o significado desta expressao.

y

Figura 1.17 Um conjunto limitado.

Seja C um conjunto limitado do plano, com fronteira suficientemente regular. Consideremos
f:C C R? — R uma funcao limitada em C. Sendo C limitado, existe um rectangulo R que
contém C. Para definir o integral duplo de f sobre a regiao C, comecamos por prolongar f ao
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rectangulo R. Seja f o prolongamento de f definido do seguinte modo:

: ) f(zy), se (x,y) €C,
fey) = {0, se (z,y) € R\ C.

Definicao 1.5.8 Se f ¢ integrdvel no rectangulo R entio f ¢ integrdvel em C. Podemos definir

//fdAzé/fdA.

C

NOTAS:

1. Na realidade, é sempre o caso se f for continua no conjunto C e se a fronteira de C for
reqular. Veremos na seccao seguinte exemplos de tais conjuntos.

2. B importante notar que a definicao do integral duplo de f sobre C nao depende da escolha
do rectangulo R. Seja R’ um rectangulo tal que C C R/ temos:

//fdA:é/fde/ fdA.

R R\R

Verifica-se que para todo (x,y) € R'\ R, temos f(z,y) = 0, logo :

/ fdA=o0.

R\R

3. Se f(z,y) >0 em C temos f(x,y) > 0 em R. Consideremos o sélido S limitado superior-
mente pela superficie de equacio z = f(x,y) e inferiormente pelo conjunto C. Seja S o
sélido limitado superiormente pela superficie de equacdo z = f(z,y) e inferiormente pelo
rectangulo R. A diferenca entre os dois sélidos é constituida pelos pontos de R que nao
pertencem a C e tem uma contribuicio nula para o volume de S, logo S e S tém o mesmo

volume:

Volume(S) = Volume(S) = [ fdA.
J

De modo geral, sejam f| e fo duas fungoes integraveis num conjunto C e tais que: fi > fo.
O volume do sélido S limitado superiormente pelo grafico de f; e inferiormente pelo gréfico
de f2 é:

VOIUIHG(S) = //(fl - f2) dA.
C
Esta definicao nao é 1til para calcular directamente integrais duplos sobre regices gerais,

no entanto, sabendo que esses integrais podem ser interpretados como volumes podemos
calcular certos casos simples.
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EXEMPLO: Sendo C = {(z,y) € R? : 22 + y? < 1} e f a funcdo constante de valor 3, calcular:

/ fdA.

C

O solido limitado superiormente pelo grafico de f e inferiormente por C é um cilindro de altura
3 e area da base 7. Logo o seu volume é 3m:

/ fdA = 3.

C

1.6 Conjuntos basicos

Na seccao anterior, ao definir integral duplo em regioes nao rectangulares, fizémos referéncia
a trés tipos de conjuntos. Nesta seccdo vamos definir esses conjuntos e deduzir um método
relativamente geral para calcular integrais duplos sobre esses conjuntos.

Definicao 1.6.9 Uma regiao V do plano diz-se verticalmente simples se existirem a,b € R,
a <b, g1 e ge duas fungoes continuas em [a,b] tais que:

V={(z,y) eR*:a<a<b A gi(z) <y < go(x)}

y = gx)

y=gix)

3

[ I
[S ) P AR
=

Figura 1.18 Um conjunto verticalmente simples.

Proposicao 4 Seja f continua numa regido, V, verticalmente simples. Entdo

J[1aa= | b /g g(()’ F(@,y) dy de.
1%

Demonstragdo: Seja R = [a,b] X [c,d] um rectdngulo que contém V. Definimos como na secgao
anterior uma funcao f:
f_(fI,' y) — f(xvy)7 se (.’L',y) € V7
7 0, se (z,y) € R\ V.
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Por definicao e aplicando o Teorema de Fubini, temos:

//fdA://fdA:/ab/cdf(x,y)dydx.
R

v

Sendo f nula no complementar de V e igual a f em V temos para a < x < b:

d g2(z) g2(z)
/ f(w,y)dyz/ f(fv,y)dyz/ [z, y)dy.
c g1 () g1(x)

//fdA: /ab/::)f(x,y) dy doc
%

EXEMPLO 1: Calculemos o integral // (x + 2y)dA, onde D é o conjunto representado na
D

Logo podemos concluir que:

Figura 1.19. O conjunto D é um conjunto verticalmente simples:

D={(z,y) ER*: -1 <2 <1 A 222 <y <1+2a?}.

1

X

Figura 1.19 Um conjunto verticalmente simples.

1 ,lta? 1 22
//(:c+2y) dA:/ / . (:c+2y)dydx:/ [my+y2];:2 dzx
—1J2z -1

D
1[ 30 4 2.3 22 1

1
_ gt 3 492 1d:/ T 22
/1( vHI et )dr= [ = T .5

EXEMPLO 2: Célculo do volume do sélido limitado superiormente pelo plano z = 1 — z e
inferiormente pela regiao:

V={(z,y) eR*:0<z<1 A z<y<1+2%}.
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plano z=1-x

Figura 1.20 Volume sobre um conjunto verticalmente simples.

Sendo V verticalmente simples, pela proposi¢ao anterior temos que o volume do sélido é dado

por:
//(1—:C)dA:/01/:+x2(1—:c)dyd:n:/01 [y—wy]i,ﬂQ da

1%
1 471
2 )
= /(1—2x+2x2—x3)da@:[m—x2+—x3—x—]
0 3 4

0 12
De maneira anédloga podemos definir:

Definicao 1.6.10 Uma regigo H do plano diz-se horizontalmente simples se existirem
c,d € R, c<d, hy e hy duas funcgoes continuas em [c,d] tais que:

H={(z,y) ER*:c<y<d A hi(y) <z < ha(y)}.

Figura 1.21 Um conjunto horizontalmente simples.

Tal como no caso das regides verticalmente simples, temos para as regides horizontalmente
simples o resultado seguinte:

Proposicao 5 Seja f continua numa regidgo, H, horizontalmente simples. Entdo

//fdA:/cd/}:;(j)f(x,y) da dy.

H
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EXEMPLO 3: Calculo do volume do sdlido limitado superiormente pelo grafico da funcgao
f(z,y) = v/x e limitado inferiormente pela regido:

H={(z,y) eER*: 0<y<1 A y<z<el}

Sendo H horizontalmente simples o volume do sélido é dado por:

Lot 112 51¢ 2 tos 3
/ \/EdA:/ / \/dedy:/ [gaw} dy:§/ (e2¥ —y2)dy
) 0 Jy 0 0

2023, 2 L9795 16
_ — —e2 ——y2 _ — —e2 — — .
313 577, 3\3 15

Figura 1.22 O dominio de integracao do Exemplo 3.

Note-se que ha regides do plano que sao simultaneamente horizontal e verticalmente simples.
Chamaremos regioes mistas a esse tipo de conjuntos.
Y Y

Figura 1.23 Uma regiao mista.

EXEMPLO 4: O circulo C = {(z,y) € R : 2% + y? < 1} é uma regido mista (ver Figura 1.23).
De facto C é horizontalmente simples:
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C={(z,y) eR*: —1<2<1 A —V1-22<y<VI1—2x2}

e verticalmente simples:

C={(z,y) ER?: ~1<y<1 A —/1-92 <z <1-y2}.

EXEMPLO 5: O conjunto C = {(z,y) € R?: 0 <2 <1 A 22 <y < /x} é verticalmente
simples. Verifica-se que:

C={(r,y) eR*:0<y <1 A y* <2<y,

logo C é um conjunto misto.

X
Figura 1.24 Uma regiao mista.

De modo geral, se f é uma fungao continua numa regiao mista C, tem-se:

g2(z) ha(y)
//fdA // xydydm—// f(z,y) dx dy.
g1(z) hi(y)

EXEMPLO 6: Calculemos o integral // (2% + y2) dA onde C é o conjunto representado na

C
Figura 1.25. A regido de integracdo é uma regiao mista. Considerando esta regidao como verti-

calmente simples temos:

2x

2 2z 2 y3
JJevpraa= [ [T@ v paa= [y ] o
0 Ja2 0 3 ]2

Considerando a regiao como horizontalmente simples temos:

(x2+2dA—4ﬁ2 Yavdy— [ |2 +ap?]” d
y”) =/, (:v+y)wy—0 g Tyt dy
[ 2 2
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2 x 2 x
a) Regido verticalmente simples. b) Regido horizontalmente simples.

Figura 1.25 A regido de integracao do Exemplo 6.

4
:/“ VI E g |2V 2V 18yt 216
0 3 24 2 15 ‘

7 24 4 35
0

Em certos casos algum dos integrais iterados precedentes pode nao ser facil de calcular, utilizan-
do-se entao uma técnica denominada mudanga da ordem de integragao ou inversao da
ordem de integracao. Vejamos alguns exemplos.

8 2
EXEMPLO 7: Calculo de / / e dx dy invertendo a ordem de integracao.
0 Sy

4

Calcular directamente este integral iterado torna-se impossivel porque a fungao f(z) = e
nao admite uma primitiva que se escreva de forma elementar.
O primeiro passo ¢é interpretar este integral iterado como um integral duplo num conjunto

horizontalmente simples:
8 2
/ / e dr dy = //614 dA,
0 J¥y S

com C = {(z,y) eER?2:0<y <8 A Yy <x <2}

X

Figura 1.26 O conjunto C do Exemplo 7.
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Com a ajuda da representacao grafica de C (ver Figura 1.26), o segundo passo é notar que C
é uma regiao mista:
C:{(x,y)€R2:0§x§2 A O§y§x3}

é verticalmente simples, logo:

8 r2 . 2 2t
/ / e’ dxdy://e“” dA:/ / e’ dydx
o Jyy 0o Jo
C
2 3 2 472
T T 1
:/ {ye$4] dx:/ B de = | S| = —(e!® —1).
0 0 0 4 0 4

y y

— =

y=x® | X =y

Figura 1.27 O conjunto C do Exemplo 8.

Notar que este integral iterado é um integral duplo sobre uma regiao C verticalmente simples:
C={(z,y) eR*:0<x<1 A 22 <y<1}.
Com a ajuda de uma representacao grafica verifica-se que C é um conjunto misto:

C={(z,y) eR*:0<y<1 A 0<z<yl},

1,1 Loy
/ / z3sen(y®) dy do = //:cgsen(gf) dA = / / 3sen(y?) dx dy
0 Ja2 0o Jo

C

- [ [ - [ sents?y iy = [ cos<y3>r _1oes®)

logo:

EXEMPLO 9: Calculemos o volume do sélido limitado superiormente pela superficie de equagao
2z =V x3 + 1 e inferiormente pela regiao:

C:{(x,y)eRQ:OSygl AN Vy <z <1}
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Sendo C horizontalmente simples, o volume procurado tem por expressao:

1 1
V://\/:c3+1dA:// Vi + 1 dzdy.
0 JVy
C

Nao sabemos calcular uma primitiva da funcao va3 + 1. Temos que mudar a ordem de inte-
gracao. Sendo C um conjunto misto:

C={(z,y) eR*:0<x<1 A 0<y<a?}

temos:

1 pa? 1 22 1
1% :/ / \/x3+1dydx:/ [y x3—|—1}0 dx:/ 22V a3 + 1dx
0o Jo 0 0
2 o2
= [§(m3+1)%h:§(2%—1).

X =\/ V. y=x

1 X 1 X

Figura 1.28 O conjunto C do Exemplo 9.

1,1
EXEMPLO 10: Calculemos o integral / / sen(y?) dy dz. A funcao sen(y?) nao é elementar-
0 Jz

mente primitivavel em ordem a y, portanto, vamos inverter a ordem de integracao.
C:{(x,y)€R2:0§x§1 A xgygl}:{(x,y)eRQ:OSygl A 0<z<y}

Podemos escrever a igualdade

1,1 1y
/ / sen(y?) dy dx = / / sen(y?) dx dy,
0 Ja 0o Jo

sendo o integral facilmente calculado:

/01/0y sen(y?) dw dy = /Olsen(y2) (2]} dy = /1ysen(y2)dy _ [_%ﬁ)l 1 cos2(1).

0

DO |
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<
I
=
=
I
<

rox rox
Figura 1.29 O conjunto C do Exemplo 10.

Teorema 1.6.4 (Teorema da Média) Sejam D um conjunto bdsico e f : D — R uma fung¢ao
continua. Entao existe (a,b) € D tal que

[ 1wyaa= s a),
D
onde A(D) ¢é a drea de D.

1.7 Mudanca de variaveis

Quando estudamos o integral definido, vimos que alguns integrais s@o mais faceis de calcular
utilizando uma integragao por substituicao:

b B
[ t@de= [ semysa

onde f é uma funcdo continua e ¢ é uma funcio bijectiva de classe C! tal que ¢(a) = a e

¢(B) = b.

Vamos agora ver uma férmula andloga no caso dos integrais duplos. Suponhamos que uma

v y
7!

T

- -

Figura 1.30 O conjunto S é transformado no conjunto R.

regiao S no plano uwv € transformada, de forma injectiva, numa regiao R no plano xy pelas
equagoes © = z(u,v), y = y(u,v) (ver Figura 1.30). R é a imagem de S por esta transformagao
e S é aimagem inversa de R. De facto, qualquer funcao f(x,y) definida em R pode ser encarada
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como uma fungao f(x(u,v),y(u,v)) definidaem S. A questao é saber como se relaciona o integral
de f(x,y) sobre R com o integral de f(z(u,v),y(u,v)) sobre S.

Sejam R e S dois conjuntos basicos de R?: por exemplo conjuntos que sejam horizontal ou
verticalmente simples. Seja T': § — R uma funcao vectorial definida por:

V(u,v) € S, T(u,v) = (z(u,v),y(u,v)).

Sabemos que se T' for diferencidvel em (ug,vp) podemos definir o seu jacobiano nesse ponto:

a(fI,' ) @(UO)UO) @(UO)UO)
Y (uo,v0) = ou ov
a(uv ’U) ' 6:1/

0
%(Uo,vo) 8—Z(U0,Uo)

Teorema 1.7.5 Sejam f: R — R uma funcao continua e T : § — R uma fungao vectorial tal
queT(S)=R e

(i) T € de classe C*,
(ii) T € injectiva no interior de S,

(iii) o jacobiano de T ndo se anula em int(S):

V(up,vo) € int(S),

4/ fz,y)dA = ! F(u,v), y(u,v)) - 1353«@;1 du dv.

EXEMPLO: Calculemos o integral // (222 — 2y — y?)dz dy usando a mudanca de varidvel
R

Entao

u+v v—2u
3 7 3
pelas curvas y = -2z + 4,y =22+ 7, y=x—2ey=x+ 1 (ver Figura 1.31).
A fungao T transforma as rectas que definem o conjunto R nas rectas v =4, v =7, u=2¢
u = —1. Além disso, o jacobiano de T' é

definida por T'(u,v) = < ), e onde R é a regiao do primeiro quadrante limitada

5(9€7y)(u v0) = %(Uo,vo) %(UO,UO) 13 3] .1
Ou,0) 0| oy dy o2 1] 3
%(UO,UO) %(UO,U()) _g g

portanto,

1
//(2x2—xy—y2)dxdy://(Qx—i—y)(x—y)dxdy://guvdudv
R R 9 .
7T 2 7 2 7 2
= // luvdudv:/ lv ° dv:/ 1vdv: — :§.
4 J13 4 3 2], 4 2 41, 4
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\% y
7 T_l y=xz+1
IS . r

y=-2x+7 x

y=—-2x+4

Figura 1.31 O conjunto S ¢ transformado no conjunto R.

1.7.1 Mudanga de variaveis em coordenadas polares
No caso das coordenadas polares, a fungao de substituicdo tem a seguinte expressao:
T : [0, +o0 x [0,27] — R?
T(r,0) = (x(r,0),y(r,0)) = (rcosf,rsind).

T é sobrejectiva, é injectiva em |0, +o0o[ X |0, 27| e o jacobiano é diferente de zero nesse conjunto:

@ @ cos@ —rsinf
o(x,y) _| Oor 00 | _ =r 0052(0) + rsinz(e) =r.
o(r,0) @ @ sinf  rcosf

or 00

Logo, no caso das coordenadas polares, a férmula de mudanca de varidvel nos integrais duplos

//fdA:R/*/f(rcosé?,rsinﬁ)rdrd&

R
onde o conjunto R* é o conjunto R visto no plano das coordenadas polares.

Esta fungao é particularmente 1til porque transforma regioes rectangulares no plano rf em
regioes circulares no plano xy. Por exemplo, se a > 0, T" aplica a regiao

R*={(r,0):0<r<a A 0<6<2r}

do plano 70 na regiao
R={(z,y):2* +y* < a}

do plano zy, como se pode ver no Exemplo 2. Mais geralmente, quaisquer que sejam « e (3,
0 <a<pf<2m T transforma a regiao

R*={(r,0):0<r<a AN a<0<p}

do plano r6 na regiao R do plano zy que é o sector circular da bola fechada de centro em (0, 0)
e raio y/a compreendido entre os angulos a e 3. Como se pode ver no Exemplo 1, T" transforma
regides rectangulares do plano 70 em coroas circulares no plano zy.
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EXEMPLO 1: Célculo de // e+’ 44 onde R estd definido por (ver Figura 1.32):
R

R={(z,y) eR?:2>0 A y>0 A 1<a?+y%<4}.

O primeiro passo para calcular este integral é encontrar o conjunto R* que é a representacao de
‘R no plano das coordenadas polares.

R*

1 2 r
Figura 1.32 O conjunto R do Exemplo 1.

Utilizando uma representacao geométrica de R tem-se que as condigoes © > 0 A y > 0
correspondem no plano das coordenadas polares a:

0
0<o<—.
- T2
Notando que:
22 + % = (rcos6)? + (rsenf)? = r2(cos® 0 + sen®0) = 2,
tem-se que a condicdo 1 < 22 + y? < 4 corresponde no plano das coordenadas polares a:
1<r?<d4el1<r<2
Podemos concluir que R se representa no plano das coordenadas polares por:

R*={(r,0) :1<r<2 A ogegg}.

Finalmente, pelo teorema da mudanca de variavel aplicado as coordenadas polares tem-se:
2

:EQJr 2 7.2 % 2 7.2 % 1 7'2 T 4
e dA = || € rdrdf = re’ drdf = 3¢ d@zz(e —e).
0 1 0 1
R*

R

EXEMPLO 2: Calculemos o volume do sélido S limitado pelo plano z = 0, o cilindro 22 +3? = 1
e o paraboléide de equacdo z = 2 + 2.

A interseccdo do cilindro com o plano z = 0 é a circunferéncia de equacio z? + y? = 1.
O solido estudado é assim limitado superiormente pelo paraboldide e inferiormente pelo disco
22 + y? < 1 do plano zy. O volume de S é dado pelo integral duplo:

V= //(:C2 +y?) dA,
R
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y

Figura 1.33 O sélido do Exemplo 2.

onde R = {(x,y) € R?: 22 + y? < 1}. No plano das coordenadas polares, R representa-se como
o conjunto:
R*={(r,0):r<1 AN 0<6<2r}.

ah

Figura 1.34 Os conjuntos R e R* do Exemplo 2.

Utilizando a mudanca de varidveis em coordenadas polares temos:

1

2m 1 2m 4
V:ﬂﬁmw:/ /ﬁmw:/ F]wzf
0o Jo o L41o 2

R*

EXEMPLO 3: Caélculo de //(m + y) dA onde R é a regiao
R

R:{(x,y)ERQ:xQ—}—y?ZZL A (x_2)2+y2§4 Az>0 A yZO}
Notando que:
22 + % = (rcos0)? + (rsenf)? = 12(cos® 6 + sen?d) = 2,

verificamos que a condicdo x? + y? > 4 corresponde no plano das coordenadas polares a:

P>4er>2,
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2yt =4 BN 3

\&U“ x
(-2 +y* =4 ? o

Figura 1.35 Os conjuntos R e R* do Exemplo 3.

e a condi¢do (z — 2)? + y? < 4 corresponde a:
(rcos(f) —2)? 4+ r?sen®(0) < 4 < r < 4cos(6).

Podemos concluir que R se representa no plano das coordenadas polares por:

}

R* ={(r,0):2<r <4cos(d) A 0§0<§

Entao

4 cos(0
// x+y)dA = // (r cos(0) + rsen(d rdr do = / / cos (0) + sen(&)) dr do
= ’ (c ) + sen(f )
8
3

wlx

3 1
= /03 3 (1 + cos (26 ) do + —2 -sen(f) — 36 -cos(0) + g . cos(&)]o
)

5 46 43 -1
= /3—6<1+20052¢9 COS( )d@— V3 10

o 3 2 3

1 1 5 431
_ 36 [9+ben(e)+§.sen(4e)]o—y
B 8_7r+7\/§_4\/§—10_87r+3\/§—10
3 3 3 B 3 ’

EXEMPLO 4: Calculemos o integral
// ydA
R

onde R é a regiao representada na Figura 1.36. A curva que delimita o conjunto chama-se
cardidide e, em coordenadas polares, tem equacao r = 1 + cos 6.
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No plano de coordenadas polares, R representa-se como um conjunto R* dado por:

R*={(r,0):0<r<1+cosf A 0<6?<2

Figura 1.36 O conjunto R do Exemplo 4.

Logo utilizando a mudanca de varidveis em coordenadas polares tem-se:

1-+cos(6
//ydA //rsen rdrd@—/ / rsen (0) dr do

oy 37 14-cos(0) oy
_ / *sen(0) | = do = / 2 5en0) 1 4 cos )2
0 3 1o o 3

[ 1+cos (9)) 4}0

<
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1.8 Exercicios Propostos

1. Calcule os seguintes integrais

3 v
(a) /0 z?y da; (e) /3 (4 —z — 2y) dy;
(b) /_7; cos(z + y) dy; L

“ (6 [ sy
@)/im2+fﬁw; A i

2 1 .’IJ3
@ [ (1 day) o @ [ i

2. Calcule os seguintes integrais

1,1 1,2 .
(a) / / x dy dzx; (d)/ / zhye® V" dy dx;
0 J-1 -1J0

3 3 2 ol
(b) / / sen?(z) dy dx; (e) / / xsen(y) dx dy;
—5m J =2 T 0
e rlog(2) 1 r3
(c) / / e’ dx dy; (f) / / x\/ 2?2+ ydydz.
1 J1 0 JO

3. Calcule os seguintes integrais

(a) //:ch,0ndeR={(m,y)€R2:O§x§1/\ -1<y<l1k
R

(b) //e”ydA,ondeR:{(x,y)€R2:03x§2/\0§y§2};
R

(c) //(xy—l—?))dA,ondeR:{(x,y)eRz:—lgxgl A 2<y<3}k
R

(d) //eydA,ondeR:{(:c,y)€R2:0§x§3 A 0<y<2};
R

y
(z+1)?

—
)
~

dA,onde R={(z,y) eR?2: 0<2 <1 A -1 <y <2}

y sec?(xy)dA, onde R = {(z,y) e R?:0 <z <

—~
—
N—

U§ ?U§ ?U§ :U§

ANO0<y<I1k

N

—~
OS]
SN—

ysen(xy)dA, onde R = {(z,y) eR?2:1 <2 <2 A 0<y<7};

(h) rydrdy, onde D = {(z,y) eR?:2<2<3 A 0<y <4}
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4. Esboce a regiao de integracao:

)/Ol/oyf(w,y)dxdy; (c) /12/0$2f(x,y)dydac;
o [ [ sy @ [ [ feasa

5. Inverta a ordem de integracao:

2) /OQ/OMﬂx,y)dydx;
b) /OQ/OWf@,y)dydx;
) /1/mf<x,y>dydx+/12/02_xf<x,y>dydx;

1 p3
f(z,y) dx dy.
3y

o\;

6. Calcule os seguintes integrais

@ [ 1 / "oy dedy; m | 1 / " sen(a?) de dy
(b) /11/;:” dy dz; // (1—y 2dyda:

4 2
() / / log(zy) dy d; ,
LIV () / / 2Vz e dx dy;
3 r+2 0 y2
(d) /1 /0 —1 Y dy dz; Lo
™ r2sen(z) (k) / / y cos(z°) dx dy;
(e) / / zy dy d; o Jyy
0 J—sen(x) )
1 1—22? | T [z 9 s du
(f) / / 22y dy da; 1) - x cos(xy) cos® (mx) dx dy;
—1Jz2-2

1ol 1 pa?
(2) / / e’ dx dy; (m) / / 22y? dy d.
0 Jy o Jo

7. Seja f(x,y) uma funcdo continua em C' C R?. Determine os limites de integracio do

integral f(z,y) dx dy, quando C' é:

(a) O ={(z,y) eR?: 92 <8 A y<2x A y+dax—24<0}
(b) C={(r,y) eR?: (x—1)* + (y —3)* < 1};
() C={(z,y) eR*:x<4—y*> Nz >1-%}
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8. Seja f(z,y) continua no conjunto S C R? tal que

twpai= [ [Vt dvay.
/| Iy
S

y/3

(a) Determine o conjunto S e inverta a ordem de integracao.
4 y—4
(b) Resolva o problema supondo que // flz,y)dA = / / ’ fx,y)dxdy.
S 0 —/4—y

9. Calcule os seguintes integrais:
(a) / / sen?(x) sen?(y) dz dy;
0o Jo
(b) //y“ge% dx dy, onde @ = [0,¢] x [1,¢].
Q

10. Seja f definida em D = [1,2] x [1,4] por

(r+y) 2 sex<y<2
f(xv y) =
0, nos restantes pontos de D

Admitindo que existe // f(x,y)dA, calcule-o.

D
b vEe > 2

11. Considereointegral// dydm—i—// dy dz.
0 Js L /s

(a) Interprete o integral como uma 4rea de um subconjunto S C R? e calcule essa érea.

(b) Inverta a ordem de integracao.

(c) Calcule // 2x dA e interprete geometricamente.
S

12. Calcule a area das seguintes regioes:
(a) Dominio limitado por y? = 2z e y = x;
(b) Dominio limitado por xy = 1, zy = 2, x = y, y = 4z, no primeiro quadrante;

(c) Dominio limitado por y? < 8z,y < 2z,y + 4z — 24 < 0.

13. Determine, utilizando integrais duplos, a area do trapézio com vértices nos pontos (1, 1),
(6,1), (2,3) e (5,3).

14. Os seguintes integrais iterados representam o volume de um soélido. Faca um esbogo do
sélido e calcule o respectivo volume.

(a) /05/124d:cdy;
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

(b) /01/01<2—x—y>dydx;

(c) /22 /Z(x2 +y?) dx dy.

Calcule, utilizando integrais, o volume compreendido entre os planos z =0, z =1, z = 0,
r=1,y=0ey=1.

Calcule os seguintes volumes:

(a) Volume do sélido limitado superiormente pelo cilindro parabdlico z = 1 — 2?2 e infe-
riormente pelos planos zy, y = —1 e y = 2.

(b) Volume do sélido limitado pelo plano x + 2y + 3z = 6 e os planos coordenados.

(¢) Volume do sélido limitado pelos planos z = 1 + x4+ y, x = 2, y = 1 e os planos
coordenados.

(d) Volume do sélido do 1° octante limitado pelo paraboléide z = 22+32, o plano z+y = 1
e os planos coordenados.

(e) Volume do sélido do 1° octante limitado pelo cilindro parabélico z = 2

r=2y,y=0,2=0ex=2.

e os planos

Calcule o volume do subconjunto de R? limitado por z =2+, 2 =6, x =0, y = 0.

Lo rVi=v? 9p 4 gy
Interprete o integral / / 3 dx dy como volume de um sélido e calcule-o.
0o Jo

Calcule o volume da regiao do primeiro octante limitado pelas superficies z = x + y + 2,
22 +1y?=16e 2 =0.

Determine o volume da regido de R? limitada por z? + y? = 1, 22 + 22 = 1.

Calcule o volume de um dos sélidos limitados pelas superficies y? = 4z, z = —2— (22 +4?),
z=—".

Calcule o volume do sélido limitado pelo paraboléide z = 1 — 22 — 4% e o plano z = 1 — 4.
Calcule o volume do sélido limitado pelo paraboléide z = 4 — 22 — 2y? e o plano xy.

Dada uma superficie plana S do plano zy cuja densidade é o, chama-se centro de massa
dessa superficie a um ponto de S cujas coordenadas (T, 7y) sao dadas por

[ xodxdy [ yodxdy
S S

[ odxdy’ - [ odxdy
S S

T =

<

Determine as coordenadas do centro de massa de uma superficie quadrangular de lado a
em que a densidade em cada ponto é directamente proporcional a distancia a um dos lados
do quadrado.
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Mudanca de variaveis e coordenadas polares

1.

10.
11.

12.

13.

14.

Calcule os seguintes integrais

2 pV4—z2
(a) / / 2*y? dy dz;
0 J—v4—z2
s P
(b) / / V2 + y? dz dy;
0 JovET
(c) //(x2 +y)dA, onde D = {(z,y) € R? : 1 <22 4+ y* < 5};
D

(d) //x2y3dA, onde D = {(z,y) €R?: 22 +92<1 A x>0 A y>0}.
D

. Determine a drea da regido plana S = {(z,y) € R?: 2?2 + > > 1 A (z — 1)? + ¢y < 1}

. Determine a area da figura plana limitada por (z —1)? +¢y? > 1, (x —2)? +¢y? < 4,2 < 2,

y>0,y<+V3um

Calcule a 4rea do conjunto C' C R? definido por

C={(z,y): 2> +1*>1 AN 2?2 +9y> <4 N 22 +y*— 22 <0}

. Calcule a drea da regido do 1° quadrante limitada pelas curvas z2 + 2y = 1, 22 + 2y = 4,

y=xey=+3z.

. Determine o volume do sélido compreendido entre os cilindros 2% +y?> =1, 22 + 4> =4, o

plano zy e o paraboléide z = x2 + 2.

Determine o volume do sélido compreendido entre os paraboldides 3z = 4 — 2% — y? e

2=+ 42

. Calcule o volume da regido limitada por z = 22 + y?, 2> + y> =4 e 2z > 0.

. Calcule, utilizando integrais duplos, o volume do sélido limitado pelas superficies 2+ 2 +

22 =9ex?+y?>+22=3.
Calcule o volume do sélido limitado pelas superficies cilindricas 22 +y% — 4z = 0 e 2% = 4x.

Calcule o volume do sélido do interior do paraboléide z = x?+y?2, limitado pelas superficies
22+ +22=92ez=6.
Determine o volume do sélido limitado pela parte da esfera 2 + 3% + 22 < 2 que é interior

ao paraboldide z = 22 + 2.

Calcule o volume do sélido limitado pelas superficies 22 + 32 = 4, 22 + 4> = 9, z = 2,
z = —3.

Calcule o volume do sélido do 1° octante limitado pelas superficies 22 + y? + 22 = 9,
2yt 422 =4, 2=x+y,2=0,y=0,2=0.
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15.

16.

17.

18.

19.

Calcule o volume do sélido limitado pelo paraboléide z = 4 — 22 — 32 e o plano zy.

Calcule o volume do sélido limitado pela semi-esfera z = /16 — 22 — y2 e o cilindro
22+ 9% =4.

Considere a funciao T : D C R? — R? definida por T(z,y) = (v +y,z —y). Verifique que é
uma mudanca de varidveis e, utilizando-a, calcule a area do conjunto definido pelas curvas
(z+y)P=4z—y)er—y=1

Considere a fungao T : D C R? — R? definida por T(z,y) = (z — y?, zy). Verifique que é
uma mudanca de variaveis e, utilizando-a, calcule o integral

//(m + 2y%) 2y dA
D

onde D é a regidao do 1° quadrante limitada pelas curvas y> =z, y> =z — 1, 2y = 1 e
Ty = 2.

Considere a fungao T : D C R? — R? definida por T'(x,y) = (2% — 2y?, xy). Verifique que
¢ uma mudanca de varidveis e, utilizando-a, calcule o integral

//(m2 — 2% y% (222 + 4y°) dA
D

onde D é a regido do 1° quadrante limitada pelas hipérboles 2 — 2y? = 1, 22 — 2y? = 3,
zy=1exzy=2.
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Capitulo 2

Integrais triplos

2.1 Integrais triplos em dominios paralelepipédicos

Utilizando um processo andlogo ao da construcao do integral duplo, vamos definir o integral de
funcgoes dependentes de trés variaveis.
Seja P uma regido paralelepipédica de R3, isto é, o conjunto definido por:

P={(z,y,2) €ER>:ay <z <ag A by <y<by A ¢ <z<ca}=]ar,as] x [b1,ba] X [c1,¢2],

representado na Figura 2.1.

C2

I

[)2 !
A

Figura 2.1 Um paralelepipedo.

De modo anédlogo ao processo visto no casos dos rectangulos de R?, podemos subdividir P
em ”pequenos” paralelepipedos (ver Figura 2.2):

Definigao 2.1.11 Dados n + 2 pontos a1 = xg < 21 < ... < Tp < Tpy1 = a2, M+ 2 pontos
b1 =90 <Y1 < eoo. < Ym < Ymay1 =ba el +2 pontos ¢ = 29 < 21 < ... < 21 < 2141 = C2, GO
congunto dos (m+ 1)(n + 1)(1 + 1) paralelepipedos da forma

Py = (T4, 2it1] X [y, yj+1) ¥ [2hs 241]
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(/'2/

Figura 2.2 Uma particao de um paralelepipedo.

chama-se particao de P.

NOTA: De modo andlogo ao caso das particoes de rectangulos, temos:

e verificando para Py # Py, int(Pijx) Nint(Py ) = 0.

Definicao 2.1.12 Seja f : D C R? — R uma funcdo limitada, P um paralelepipedo contido em
D eIl uma particao de P.
Chama-se soma inferior de Darboux de f, relativa a particio 11 a

l

ZZ V zjk (@ inf f(wayaz)7

P..
i=0 ]:0 k=0 7yvz)€ ijk

n

onde V(Pijr) = (Tit1 — i) (Yj+1 — ¥5) (2k+1 — 2) € 0 volume do paralelepipedo Pjjy,.
Da mesma forma, chama-se soma superior de Darboux de f, relativa a particao Il a

Z V z]k sup f(SC,y,Z).

n m
i=0 k (z,y,2)€Pyji,

l

[e=]

=0 j
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Definicao 2.1.13 Seja f : D C R3 — R uma funcdo limitada e P um paralelepipedo contido
em D. Diz-se que f € integrdavel em P se

;1617% su(f) = ﬁlelgp Su(f),

onde P ¢é o conjunto de todas as particoes de P.
Define-se nesse caso o integral de f em P por:

JJ] 1.2 av = sup su(r) = it su(),
[ep lep
P
Tal como no caso dos integrais duplos, pode provar-se o seguinte:
Proposigao 6 Seja P um paralelepipedo. Se f € continua em P entdo f € integrdavel em P.

O integral triplo verifica as mesmas propriedades que o integral duplo:

Proposicao 7 Seja f: D C R? — R uma funcio limitada.

1. Seja P = Py U Py, um paralelepipedo reuniao de dois paralelepipedos Py e P tais que
int(Py) Nint(Py) = 0. Se f € integrdavel em Py e em Py, entdo f € integrdvel em P e

/}//fdvzl/fdv+4/fdv.

2. Seja f integrdvel num paralelepipedo P. Entdo |f| € integravel em P e

[ 1av| < [ 151av
P P
3. Seja f >0 uma fungdo integrdavel num paralelepipedo P. Entao
// fdv > 0.
P

4. Sejam f1 e fo duas funcoes integraveis num paralelepipedo P, e seja ¢ € R uma constante.

Entao
///(f1+cf2)dV:// fldV+c//f2dV.
P P P
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2.2 Teorema de Fubini e integral triplo iterado

Como no caso dos integrais duplos, um método pratico para calcular os integrais triplos é escre-
vé-los na forma de integrais iterados. O Teorema de Fubini generaliza-se aos integrais triplos da
forma seguinte:

Teorema 2.2.6 (Teorema de Fubini) Seja f : P = [a1, as]x[b1, ba] X[c1, c2] — R uma fungao
continua. Entdao

az b2 peo az pc2 be
] tewarav = [ 7 [ r@pdzdydo = [ [ [tz dydzde
P al b1 c1 al C1 b1
c2 b2 raz
:~~~:/ / / flx,y, z)dedydz.
c1 Jbr Jax

NOTAS:

1. O Teorema de Fubini garante-nos que ha 6 maneiras de calcular // fdV: a ordem de
P

integracao ¢ irrelevante.

2. Consideremos, por exemplo, o primeiro integral iterado do teorema:

as ba c2
/ / / flx,y,z)dzdy dzx.
al by c1

Este calcula-se de modo similar aos integrais iterados duplos:

/GTQ/bf2/652f(x,y,Z)dzdydm:/:2 </: </:2f(x,y,z)dz> dy) dax.

Comegando por integrar em ordem a z e considerando as variaveis x e y como constantes:

/”f@wwMzzAuwx

a seguir integrando o resultado em ordem a y considerando a variavel x constante:
b
| Ay = Bla)
1

para finalmente integrar o resultado em ordem a x:

[ ([ ([ s )

3. Nos calculos anteriores admitiu-se que sendo f continua para todo = a funcao A(z,y) é
continua em ordem a y, e B(z) também ¢ continua. Sendo assim, faz sentido integrar essas
funcoes.
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2.2 Teorema de Fubini e integral triplo iterado

2 3 pl
EXEMPLO 1: Calculemos o integral / / / (z%y + 22%) dz dx dy:
o J1 Jo

2 r3 1
/// acy—l—Qz dzd:cdy—// [myz+ }dmdy—// <:c2y—|—§>dxdy
0 1

2

[l [ (3 o[ -3

= Yyt 5| dy = y y=|=v"+y| =+

o V3 T2, o \3 6 , 3

EXEMPLO 2: Calculemos o integral /2 /4 /2 cos(x) sen(y) tg(z) dx dz dy:
o Jo Jo

/0% /0% /0% cos(z) sen(y) tg(2) dr dz dy = /0% /0% [sen(x)}f sen(y) tg(z) dz dy
-

2 3
EXEMPLO 3: Calculemos o integral / / / zyz* dz dy dx:
0o J-1Jo

// /xyz dzdydx—// [my ] dyd:c:/ol/igggydydx

27

/0 [%—] / 2 de = [ﬁgg]: 7

EXEMPLO 4: Calculemos o integral / / / (zz — y°) dz dy d:
-1Jo Jo

1 r2 pl 1,2 22 1 L2/
/ / / (rz — y3) dzdydx = / / [w - — ygz} dydr = / / <— — y3> dy dx
1Jo Jo —1Jo 2 0 —1Jo \2

2

Lr . y42 1 T
Y= — =— d:c:/ z—4 d:c:[——llx} = 8.
/1[2 4}0 71( ) 2 -1

EXEMPLO 5: Calculemos o integral [ = /// yzsen(zy)dV. Vamos ver neste exemplo que uma
P

escolha correcta da ordem de integragao pode facilitar os cdlculos
Sendo a funcao integranda continua, pelo Teorema de Fubini tem-se

1 2 s
I—/ / / yz sen(zy dzdyd:c—// [—] 1y sen xy)dydx—§/ / ysen(zy) dy dz.
1 0

SN

1
=5 log(2).

(SE]

{ log(cos(z))};I sen(y) dy = log(v/2) [ - cos(y)}
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Integrando por partes o integral em y tem-se:

b (] )
_ % /12 (_Wcoi(wx)_l_ [senx(;y)D .

_ 1/2 _7rcos(7mc)+sen(7mc) .
2 /4 T x2

Primitivando por partes tem-se:

P(_ﬂcoi(mc)) _ _seng(vmc) P(_selrlaggmv))7
logo:
P(_ﬂcos(mc) n sen;rx)) _ _sen;mv) ‘e

Finalmente, pela regra de Barrow tem-se:

;1 [_sen(m)]j o

2 x

Note-se que pelo Teorema de Fubini, mudando a ordem de integracao para:

™ 2 1
I= / / / yzsen(zy) dz dz dy,
0 1 0

o integral é muito mais facil de calcular:

I = OW /12 [?]:ysen(xy) dx dy = %/OW [— cos(xy)ﬁdy
=5 [ teosts) = costzyp) iy = [senty) - <2227~

2.3 Integrais triplos em dominios gerais

Seja S C R? um conjunto limitado. Define-se o integral triplo em S de modo semelhante ao
utilizado para o integral duplo.

Consideremos f : S C R? — R uma funcdo limitada. Para definir o integral triplo de f no
conjunto S, comecamos por substituir f pela funcio f definida da seguinte maneira:

Flaay.z) = f(z,y,2), se(z,y,2) €S,
EAhi 0, se (xz,y,z) € P\ S,

onde P é um paralelepipedo que contém S. A funcio f estd definida em P, portanto, considerar
a sua integrabilidade sobre o paralelepipedo P faz todo o sentido (ver Figura 2.3).
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C2

Figura 2.3 O dominio e um paralelepipedo que o contém.

Definicao 2.3.14 A funcdo f ¢ integrdvel em S se f for integrdvel no paralelepipedo P. Nesse

caso, temos:
// fdav = // fav.
S P

NOTAS:

1. Na realidade, é sempre este o caso se f for continua no conjunto S e se a fronteira de S
for reqular. Veremos na secgao seguinte exemplos de tais conjuntos e como calcular os seus
integrais.

2. Como vimos no caso do integral duplo, a definicao do integral triplo de f em S nao depende
da escolha do paralelepipedo P.

2.3.1 Conjuntos basicos de R?

No ambito deste curso, o cdlculo de integrais triplos serd somente feito em certos tipos de
conjuntos, que designaremos por conjuntos basicos, e que passamos a definir.

Definicao 2.3.15 Uma regido S C R? diz-se de tipo I se existirem um conjunto bdsico, C, de
R?, e duas fungoes continuas, uy, ug, de C — R tais que S esteja limitado superiormente pelo
grafico de ug e inferiormente pelo grdfico de uy:

S={(z,y,2) eR3: (z,y) € C A uy(z,y) <z <us(z,y)}.

EXEMPLO 1: Os conjuntos

51:{(x,y,z)eR3:0§x§1 AN2<y<4 A x2§z§x2y}
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Figura 2.4 Um conjunto béasico do tipo L.

So={(z,y,2) eR’ 1y’ <z <y N O<y<1 A ay<z<u}

s@o conjuntos de tipo I (ver Figura 2.5).

Figura 2.5 Conjuntos basicos do tipo I.

Veremos a seguir como calcular integrais nestes conjuntos. Temos o resultado seguinte:

Proposicao 8 Seja f: D C R? — R wma fungdo continua. Se S C D é wma regido de tipo I

entao
flz,y,2)dV = ) flx,y,2)dz | dA.
5 ] w1 (z,y)

Demonstragao: Vamos demonstrar o resultado no caso em que C' é um conjunto verticalmente
simples de R?:
C={(z,y) eR?* a1 <x<ay A gi(z) <y < go(x)}.
O raciocinio no caso de um conjunto C' horizontalmente simples é idéntico.
Sendo S limitado é possivel encontrar um paralelepipedo P,

P = a1, a2] x [b1,ba] X [e1,¢2]
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que contém S.
Sendo f continua e o conjunto § de fronteira regular tem-se que f ¢é integravel em S e por

definicao:
|| tev2rav = [Jf v,
S P

onde f é definida por:

Flany.2) = f(zy,2), se(z,y,2) €S,
e 0, se (xz,y,z) € P\ S.

Note-se que por defini¢io de f, para todo z € [a1, az], y € [b1, g1(x)[U]g2(x),b2] e 2 € [e1, cal,

temos f(z,y,2) = 0.
Logo para x € [a1, a2 e y € [b1,g1(z)[ U ]g2(z), ba] tem-se:

c2
/ Fla,y,2)dz =0,
C1

0 que nos permite concluir que para = € [a1, as],

([ rewaaas [ ([ )i

Por definicio de f tem-se de modo andlogo que para todo z € [a1,as], y € [91(x), g2(x)] e para

z € [e1,ur (z,y)[Ulue(z,y), ca]: f(z,y,2) = 0. Logo para tais valores de = e y tem-se:

c2 uz(z,y) u2(x,y)
/ Fla,y, =) dz = / Fla,y,2) dz = / F(ayy,2) de,
C1 u

1(x,y) u1l ({L‘,y)

logo para z € [a1, ag],

b c2 92(1') UZ(zvy)
/ (/ f(x,y,z>dz> dy = / / f(x.y,2)dz | dy.
by (&1 g1(:v) u1({l‘,y)

Os calculos anteriores e o Teorema de Fubini permitem-nos concluir que:

_ az b2 pea
// f(x,y,Z)dV:/ / / f(z,y,2)dzdy dz
i al b1 c1
az  prg2(x) uz(z,y)
:/ / / f(z,y,2)dz | dydx. W
a1 Jgi(z) u1(z,y)

EXEMPLO 2: Calculemos o integral /// dV onde o sélido S é dado por:
S

S:{(x,y,z)€R3:0§x§1 ANO<y<l—z® A l—zy<z<l4z+y}
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z z=l+x+y

1T

NIV T T 17
KAV AV E N

z=1—qy S

— y=1—u
X

Figura 2.6 O dominio de integracdo do Exemplo 2 é um conjunto bésico do tipo 1.

(ver Figura 2.6). S é de tipo I, logo pela proposicao anterior:

1 pl—z? pltaty 1 pl—g? 14ty
///dV :/ / / dzdyd:z::/ / [z] dy dz
o Jo 1-zy o Jo 1-zy

S
2

1 1—z2 1 yg 11—z
:/ / (a:-l—y—i—xy)dyda::/ [:Ey—I——(l-l—x)] dz
0 JO 0 2 0
1

_ /0 (m(l —2?) + %(1 —i—x)) da

1 5 4
x x 3 1 3
/()(2-1-2 T :C+2:C+2>:1: .

Definicao 2.3.16 Uma regigo S C R? diz-se de tipo II se existir um conjunto bdsico, C, de
R?, e vy, vy duas funcées continuas de C — R tais que:

S={(z,y,2) €R>: (y,2) € C A v1(y,2) <z <y, 2)}.

Figura 2.7 Um conjunto basico do tipo II.

Por meio de um raciocinio analogo ao que foi feito para as regioes de tipo I, prova-se:
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Proposicao 9 Seja f : D C R? — R uma funcdo continua. Se S C D é uma regido de tipo II

entao
[ renara - //(/ " o)) an.

Temos que considerar um ltimo tipo de regioes:

Definicao 2.3.17 Uma regigo S C R3 diz-se de tipo III se existir um conjunto bdsico, C, de
R?, e wy, wo duas fungdes continuas de C — R tais que:

S={(z,y,2) €eR®: (2,2) €C A wi(z,2) <y < wo(z,2)}.

Figura 2.8 Um conjunto béasico do tipo III.

Proposicao 10 Seja f : D C R? — R wma funcdo continua. Se S C D € wma regido de tipo

11T entao (
wa(z,z)
//fxy, )dV = //(/ :cy,z)dy)dA.
w1 (z,z)

NOTA: Um paralelepipedo é simultaneamente um conjunto de tipo I, II e III. Quando isso
acontece dizemos que o conjunto é misto.

EXEMPLO 1: Uma esfera é um conjunto misto. Consideremos a esfera E de equacio z2 + 3% +
22 < 1. Entdo

E = {(z,y,2) eR3: 22 + 12 <1 A —/1 —22 — 92 <2< /1 —22 32}
= {(z,y,2) ERP 1y +22 <1 A —/1—y2 —22 <o <\/1—y?— 2%}
= {(z,y,2) ER3: 22+ 92 <1 A —V1—22 - 22 <y <V1-—22— 22}

logo E é de tipo I, IT e III.
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x Y

Figura 2.9 Um conjunto bésico do tipo misto.

EXEMPLO 2: O conjunto de tipo I:
C:{(x,y,z)€R3:0§x§1 AVe<y<l A0<z<1-y}

é um conjunto misto; verifica-se que ¢é de tipo II e III:

C = {(z,y,2) ER*:0<y<1 A 0<z<1—-y A 0<z<y?}

= {(z,9,2) ER3:0<2<1 A0<2<1—y2 A Vyz<y<l-z}L

2.3.2 Aplicagao ao calculo de volumes

Proposicao 11 Seja S € R um sdlido (de fronteira regular). O volume V de S é:

V:///dV.

S

Demonstragao: A prova do caso geral estd fora do ambito deste curso. Vamos demonstrar este
resultado no caso em que S é um conjunto de tipo I:

S={(z,y,2) €R3: (z,y) € C A ui(z,y) <z < wug(z,y)}.

S é o sélido limitado superiormente pelo grafico de z = uy(x,y) e inferiormente pelo grafico de
z = ug(x,y), para valores de (x,y) na regiao C' do plano zy. Podemos calcular o volume V' de
S utilizando um integral duplo:

V= //(ul(xvy) —uz(z,y)) dA.

C

Note que pela regra de Barrow:

u2($:y) uz(@y)
u(@,y) — uz(z,y) = [z] 1(z,y) :/ () =
ui(x, ui(x,y
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Figura 2.10

Logo:
u2(z,y)
V:/// dsz:///dV,
= u(z,y) -

pelo resultado sobre o calculo de integrais triplos em conjuntos de tipo I. W

EXEMPLO 1: Céalculo do volume do sélido S:
S:{(x,y,z)€R3:0§x§1 AVe<y<l A0<z<1-y}

é um conjunto de tipo I (ver Figura 2.10), logo o seu volume V é dado por:

V:///dvz/ol/;/oly dzdydx:/ol/\/;(l—y)dydm
S

1 271 1 2 1
Y T 1 T 2 3 =z 1
= —_— d = —_ — — d = _— — — = —,
/0 [y 2]\/5 ! /0(2 Vet [4 3x2+2}0 12

EXEMPLO 2: Célculo do volume V do sélido S interior ao paraboléide z = 2 — 22 — 4% e ao
cilindro 22 4+ y? = 1 e limitado inferiormente pelo plano z = 0 (ver Figura 2.11).
Temos:
S={(z,y,2) ER3: 2+ 9> <1 AN 0<2<2—2%—y?}

logo o conjunto é de tipo I. Seja D C R?, o circulo 22 + y? < 1. Tem-se:

vzg//OHLyQ dszzg/(Q—xQ—f)dA.

Utilizando a mudanga de varidveis para coordenadas polares nos integrais duplos temos:

21 pl 471
V:/ /(2—r2)rdrd¢9:27r [TQ—T—] :3—7T.
0 Jo 41, 2
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z
224yt =1 ::-:
— N !

z2=2—a2%—¢? §
s

X 1

y
Figura 2.11

EXEMPLO 3: Caélculo do volume V do sélido S limitado, no 1° octante, pelo paraboldide
1
2 =242+ Zy2 e o cilindro 22 + y? = 1 (ver Figura 2.12).

fi
i,
fj
i
h
|
f
H
,
fi
1
Iy
f
/
i
i
y
p

Figura 2.12

Temos:
3 2,2 2 19
S={(z,y,2) eR?:2>20 AN y>0 AN z+y"<1 AN0<z<2+4zx +Zy}

logo o conjunto é de tipo I. Seja D C R?, o circulo 22 + 4% <1 com z > 0 e y > 0. Tem-se:

24a2+1y? 1
V:/// dsz://(2+:c2+Zy2)dA.
D 0 D
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Utilizando a mudanca de varidveis para coordenadas polares nos integrais duplos temos:
s [ 2 2 I 5 3l 3 9 3 9
V = / /(2+r cos (0)+Zr sen (0))rdrd0:/ /(27"—1—7“ — 47 sen (0)) dr do
0o Jo o Jo

4 1 ™
9 T 3 4 9 2 (5 3 9
= —_— 0)| df = - — — 0) | do
/O|:T+4 16T sen()}O /0<4 16sen()>

5, 3 sen(20)\12 37«
= [19‘5(9—7 )]0—6—4~

N

EXEMPLO 4: Vamos calcular o volume V do elipséide S de equacdo 422 + 4y? + 22 = 16 (ver
Figura 2.13).

Figura 2.13 O elipséide é um conjunto bésico do tipo I.

Seja D C R?, o circulo 2?2 + y?> < 4 com = > 0 e y > 0. Entéo

24/ 4—x2—y?
V:8/// dsz://Q\/zl—x?—y?dA.
0
D D

Utilizando a mudanga de varidveis para coordenadas polares nos integrais duplos temos:

2 r2 s 9 2 11 4
V:8/2/2 4—r2rdrd9:8/2 [——(4—72)} d9:8/2—6d9:6—”.
0o Jo 0 3 0 0o 3 3

NOTA: A seguir veremos que a técnica que acabamos de utilizar nos trés ultimos exemplos
pode ser vista como uma mudanca de varidvel em R3 para coordenadas cilindricas.

[SI[oY

2.4 Mudancga de variavel nos integrais triplos

Consideremos R e S dois conjuntos basicos de R?. Seja T : S — R uma funcao vectorial definida
por:
T(u,v,w) = (x(u,v,w),y(u,v,w), z(u,v,w)), Y(u,v,w)eS.
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Se T for diferenciavel em (ug, v, wp) podemos definir o seu jacobiano nesse ponto:

) ou v Ow
M(’UJO,UmwO) = @ @ @
A(u, v, w) ou Ov Ow

0z 0z 0z

du v Ow (u0,v0,w0)

Teorema 2.4.7 Sejam f: R — R uma funcao continua e T : § — R uma fungao vectorial tal

queT(S)=R e
(i) T € de classe C*,
(ii) T € injectiva no interior de S,

(i1i) o jacobiano de T ndo se anula em int(S):

%(uo,vo,wo) #0, Y(ug,vp,wo) € int(S).
Entao
// flx,y,2)dV = // f(z(u,v,w), y(u,v,w), z(u,v,w)) ‘ % du dv dw.
R S

2.4.1 Coordenadas cilindricas

As coordenadas cilindricas combinam as coordenadas polares no plano zy com o eixo dos zz.
Representam um ponto P no espago por um terno ordenado (7,0, z), onde r e 6 sao as coorde-
nadas polares da projecgao vertical de P no plano zy e z é a coordenada cartesiana vertical (ver
Figura 2.14).

Figura 2.14 A interpretagao geométrica das coordenadas cilindricas.
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As equagoes que relacionam as coordenadas cartesianas com as coordenadas cilindricas sao
x = rcos(0)

’ r2 = 22 442
= Y
y_ rsen(d) e ta(6)

z=z T

onder >0e0 <6< 2m.

No caso das coordenadas cilindricas a fungao de substituicao tem a seguinte expressao:
T :[0,+o0[ x [0,27] x R — R3
T(r,0,z) = (x(r,0),y(r,0),z) = (rcos(0),r sen(d), z)
T é sobrejectiva, é injectiva em |0, +oo[ x ]0,27[ x R e o jacobiano nao se anula neste conjunto:

cos(f) —rsen(d) 0
.y, 2) sen T COS
Ao =| ) res®) 0

= rcos?(0) + 7 sen 2(9) = .

Pelo Teorema 2.4.7, a formula de mudanga de varidvel para coordenadas cilindricas escreve-se:
// flz,y,2)dV = // f(rcos(8),r sen(),z) rdrdfdz,
R R*

onde o conjunto R* é o conjunto R descrito em coordenadas cilindricas.

7777
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Figura 2.15 O dominio de integracao do Exemplo 1.

3 prV9—zx? 2

EXEMPLO 1: Célculo de I = / / / vV 22 + y2? dz dy dx utilizando coordenadas cilin-
o Jo 0

dricas. O conjunto de integracao é:

R:{(x,y,z)€R3:0§x§3 ANO<y<v9—z2 AN 0<2z<2}.

R é o sélido do primeiro octante limitado superiormente pelo plano z = 2 e inferiormente pelo
disco 22 + y? < 9. Em coordenadas cilindricas o sélido esté definido por:

R* = {(r,0,2) € [0,400[ x [0,27[ x R: 0<r<3 A 0<O< = AO<z<2}



56 2. Integrais triplos

(ver Figura 2.15).

A férmula de mudanca de varidveis em coordenadas cilindricas permite escrever:
2 5 13 2 3 3 3
I:/ / / \/ﬁrdrdedz:/ / [—] df dz = 9.
o Jo Jo o Jo L31o

N
SRR

SRR
Ry

f
H\
RN
RN
IR
N

2
X P +@y-1)7=1
(r :y2 sen()) ﬁ g

Figura 2.16 O dominio de integracao do Exemplo 2.

EXEMPLO 2: Calculemos o volume do cilindro circular recto limitado inferiormente pela cir-
cunferéncia de equacao 22+ (y — 1) = 1 e superiormente pelo plano z = 4 —y (ver Figura 2.16).
Em coordenadas cilindricas o sélido esta definido por:

R*={(r,0,z) € [0,+o0[ x [0,27] x R: 0 <7 <2sen(f) A 0<O<7m A 0<z<4—rsen(d)}

O volume é

m pr2sen(f) pd—rsen(f) m  r2sen(f) 4—rsen(6)
vV = / / / rdzdrd@z/ / r 2]y dr df
0 0 0 0 0
m r2sen(f) ™ 3 2sen(0)
= / / (47 — r?sen(9)) dr d = / [2r2 - = sen(ﬂ)]
o Jo 0 3

_ /0 (8 sen?(6) — gsen4(6)> i = /0 i (401 ~ cos(20)) - §(1 ~ cos(26))?) do

do
0

= /0” <4 — 4cos(26) — ;(1 — 2cos(26) + cos2(2¢9)> df = /O7r (3 - g cos(20) — écos(zw)) do

™

4 1
= {30 ~3 sen(20) — D sen(46)] ) = 3.
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Figura 2.17 O dominio de integragao do Exemplo 3.

EXEMPLO 3: Célculo do volume V do sélido S limitado pela esfera de equacio 22 +y? +22 =1

e o cone de equagao z = \/x? + y? (ver Figura 2.17).
A projeccao no plano z = 0 da interseccao entre a esfera e o cone é a circunferéncia de
equacao 2r2 = 1, logo a expressao de S em coordenadas cilindricas é:

S ={(r,0,z) € [0,+00] x [0,27 x R : OSTS% ANO0O<O<2r A r<z<+V1-—1r?}

logo:
21 € V1—r2 2 1
V:/ /ﬂ/ szdrdez/ /ﬁr(\/l—rg—r)drdﬁ
o Jo r o Jo
1

:W/O%(zr 1—T2—27‘2)dr:7r[§ (-(1-#)%-#”)]” :%(1—%).

Figura 2.18 O dominio de integracao do Exemplo 4.

EXEMPLO 4: Célculo do volume V do sélido S limitado pelo paraboléide z = 4 — 22 — 42, o
cilindro 22 + y?> =1 e os planos y =z, y = 0 e z = 0 (ver Figura 2.18).
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Em coordenadas cilindricas, as respectivas equacdes destes conjuntos sdo: z =4 — 12, r =1,
¢ = % e 0 = 0. Logo podemos escrever a expressao de S:

S={(r0,2) €[0,+o0[ x [0,2r[ x R: 0<r <1 A Og@g% A0<z<4—72,

e o volume de S é dado por:

Tl pd—p? T 471
:/4/ / szdrd0:/4/ (4—7“2)7“d7“d¢9:z [27“2—74—} :7—7T.
o Jo Jo o Jo 4 41, 16

Figura 2.19 O dominio de integragao do Exemplo 5.

EXEMPLO 5: Calculo do volume V do sélido S limitado pelo cone z = /22 + 32 e os planos
z=1e z =2 (ver Figura 2.19).

Em coordenadas cilindricas, a equagao do cone é z = r. Podemos escrever a expressao de S
como uniao dos conjuntos S7 e So:

S1={(r,0,2) € [0, +oo[x[0,27[xR: 1 <r<2 A 0<6O<2mr AN r<z<2}

So ={(r,0,2) € [0,4+00[x[0,27[xR: 0<r<1 A 0<6O<2r A 1<z<2}

e o volume de S é dado pela soma dos volumes de S; e So:

2T 27 27 27
/ / / rdzdrdf —i—/ / / rdzdrd@-/ / d’rd@ —i—/ / d’rd@
2 2 2T ’1“3 27 2
/ / (2 —r)drdf +/ / rdrde_/ [ﬂ——} df +/ [—} df
3 2],

2r 9 2mq 47 T
= —db —df = — = —
/0 3 —i—/o 3 + T 3

2.4.2 Coordenadas esféricas

As equacgoes que relacionam as coordenadas cartesianas com as coordenadas esféricas sao

x = rsen(p) cos(f) r? =% 4 y? + 2

y = rsen(p)sen(f) e tg() = £

z

z =rcos(p) cos(p) = N
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Figura 2.20 O significado das coordenadas esféricas.

onder>0,0<0<2re0<p <.
No caso das coordenadas esféricas a funcao de substituicao tem a seguinte expressao:

T : [0, 400[ x [0,27[ x [0, 7] — R?

T(r,0,p) = (z(r,0,0),y(r,0,p),z(r,0,9)) = (rsen(p) cos(d),rsen(p)sen(d), r cos(y)).

T é uma bijecgao de ]0, +oc[ x ]0,27[ x |0, 7[ em R3\ {(z,y,2) € R?: 2 = y = 0}. O jacobiano
tem a seguinte expressao:

cos(f)sen(p) —rsen(f)sen(p) 71 cos(f)cos(p)
o(x,y, z
% = | sen(f)sen(p) rcos(f)sen(p) rsen(d)cos(p) | = —r? sen(p).
cos(p) 0 —rsen(p)

Como sen(yp) > 0 para 0 < ¢ < 7, a férmula de mudanca de variavel para coordenadas esféricas
escreve-se:

// f(z,y,2)dV = // f(rsen(p) cos(), rsen(p) sen (), cos(p)) 12 sen(y) dr df dp,
R R*
onde o conjunto R* é o conjunto R descrito em coordenadas esféricas.

2 pVA—2? pn[ai—a2—y?
EXEMPLO 1: Calculemos o integral [ = / / / 24 — 22 — y? dz dy dx utili-
o Jo 0

zando coordenadas esféricas.
O conjunto de integragao é dado por:

R={(z,y,2) ER®: 0<2x<2 AN 0<y<Vd—a2 A 0<z2<4—a2—y2).

R é o so6lido no primeiro octante limitado superiormente pela esfera de centro na origem e raio
2. Visto em coordenadas esféricas R é descrito por:
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R* = {(r,0,¢) € [0,400[ x [0,27[ x [0,7] : 0<r<2 A 0<H<

Figura 2.21

Pela formula de mudanca de variaveis em coordenadas esféricas tem-se:

T 9 LT
I= /2 / /2 1 cos(p)y/4 — r2sen2(p) 2 sen(p) dp dr df
o Jo Jo
9 .z
m 203 2 o2
= 3 r° cos(p) sen(p)v/4 — r? sen?(yp) dp dr
0o Jo

2 192 > 2
= g/o T |:—§.§(4—T286n2((p))%] dr = %/0 (—7“(4—?"2)% +8r) dr

0
N ™

EXEMPLO 2: Calculemos o volume do sélido limitado inferiormente pela esfera de equacao

224+ y2+(z—1)2=1eocone z = /a2 + o2

DO |
(G101 \)

X

Figura 2.22
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2 cos(r)

2r % p2cos(r) 2 3 73
I= / / / r?sen(y) dr dp df = / / [— sen(ap)] dp db
0 =z Jo 0 s 3 0
4 4

™

138 8 [P [ cost(p)]? 8 [P 1 ™
= — cos® dd@:—/ — de:—/ —df =~
/0 /4 3 e (p)sen(p)dpdd =5 | T 3/, 16 3

EXEMPLO 3: Calculo do volume V' do sélido S limitado pela esfera de equagao r = 1 e o cone
de equagao ¢ = 7.
A expressao de S em coordenadas esféricas é dada por:

S={(r,0,¢) € 0,400 x [0,2n][ x [0,7] : 0<7r <1 AO0<O<2r AN 0<p<—},

2 1 T 1 -
Vv :/ / /4 r?sen(p) dp dr df = 277/ r? [~ cos(p)|d dr
o Jo Jo 0
1
2

1 2m 1
:27T/0 r (1—5)61’!“:?(1—%).

Note que o resultado é idéntico ao do EXEMPLO 3 das coordenadas cilindricas.

IS

logo:

i,

\
i

W
||

Figura 2.23

EXEMPLO 4: Calculo do volume V' do sdlido S, do primeiro quadrante, limitado pelas esferas

T

1’2+y2+2’2:1’ x2+y2+z2:4eosplan08y:\/gxey:%'
Em cooordenadas esféricas, as respectivas equagoes destes conjuntos sao: r = 1, r = 2,

0=3%,0=7%eqp=75. Logo S tem a seguinte expressao nas coordenadas esféricas:

m s

S={(r,0,p) € 0,400 x [0,27 x [0,7] : 1 <r <2 A Egegg ANO0O<ep<—}

|3
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consequentemente o volume de S é dado por:

T 9 LT 9 .
V= /6 / /2 r?sen(yp) do dr df = E/ r? [ cos(p)]g d 77T.
= i Jo 6/, 18

ﬁ
I
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2.5 Exercicios Propostos

1. Calcule os seguintes integrais

(a) /03/12/22(4—362yz)dxdydz;

™ 0 2
(b) / / z cos(x +y) dz dy dx;
- 0

~ J_T
4 4

1 2 3
(c) / / / (2? +y* + 22) do dy dz;
-1Jo J-3
2. Calcule os seguintes integrais
1 T Y
(a) / / / (4z — 2?y) dz dy du;
0o J1 J-2
g T ry
(b) / / / y cos(z) dz dy dzx;
- z JO

s
4

1 -2 pl—ax—y
(c) / / / zdz dy dx;
0o Jo 0

3. Calcule os seguintes integrais

2 2 4
(d) / / / (z + 4zy) dz dz dy;
1 J-1J/3
V2 12
(e) / / / (4z — x — 2y) dy dz dx;
-3 Jo Jo
1 1 3 3
f / / / L dedyde.
) o Jado T 2T

2 2 /122
(d) / / / ze® dy dz dx;
o Jo Jo
\/i xr z
(e) / / / (4z — z — 2y) dy dz dx;
—3 Jo Jo
1 1 Y 3
(f) / / / T dedyde.
o Jo1Jo 14y

(a) /// log(\/m) dV, onde D é o subconjunto de R3 limitado pelas superficies
D

2?2 +y?+ 22 =1ex?+y?+ 22 =4, e acima do plano zy;

(b) /// \/m dV, onde D é o subconjunto de R? definido pelas condigoes 0 < z < 5
D

el <a?+4+y? <4

(c) /// ydV, onde D é o subconjunto de R? limitado pelos paraboléides z = 3 — 22 — g2
D

ez=-5+2>+y* comz>0ey>0;

(d) ///de, onde D é o subconjunto de R? limitado pelos planos z = 0, y = 0, z = 0,
D

z=1eocilindroz?+y>=1,comz >0ey > 0.

4. Calcule os volumes dos seguintes conjuntos:

(a) Regido de R? limitada pela superficie 22 + 32 + 22 = 2 e o plano z = 1;

(b) Regidao de R? limitada inferiormente pela superficie 2 = /22 + y2, superiormente
pelo plano zy e pelo cilindro 22 4 y? = 16;

(c) Regidao de R? definida por 22 + y? + 22 < 1e z > /22 + 9,
egiao de imitada pelo plano z + y + 6z = 9 e os planos coordenados;
d) Regido de R? limitada pelo pl 6z =9 1 denad
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2. Integrais triplos

(e) Regido de R? limitado por 22 +2y?> =2, 2 =0e x +y + 2z = 2.

5. Define-se centro de massa de um sdélido S, cuja densidade é o, como sendo um ponto de

coordenadas (T, 7, 2):

[ o dxdydz [ yodxdydz [[[ zo dxdy d=
S S S

=4 J=" Z=

[ cdxdydz"’ [l odxdydz"’ [ odxdydz
S S S

Calcule o volume e o centro de gravidade de uma regiao limitada pelo cilindro parabdlico
z=4— 12 e pelos planos =0, y =0, y = 6, z = 0, em que o é constante.



Capitulo 3

Integrais de linha

3.1 Linhas em R"

3.1.1 Primeiras definigoes

Definicao 3.1.18 O conjunto C C R" diz-se uma linha ou curva de R™ se existir um intervalo
I C R e uma fungao vectorial continua

¢o: I — R

t — o)

tal que C = ¢(I).

Dada uma tal funcdao ¢, o ponto X € C diz-se um ponto maltiplo se existirem t,t' € I,
distintos, tais que X = ¢(t) = ¢(t').

Se existir apenas um numero finito de pontos maltiplos, ¢ diz-se uma representagcao pa-
ramétrica de C, de parimetro t, e o par (C,¢) diz-se uma linha paramétrica. Diremos ainda
que C € uma linha plana se n = 2.

Figura 3.1 Parametrizacao de uma curva no plano e de uma curva no espaco.

O conceito de linha ou curva que acabamos de introduzir é mais geral do que o de grafico
de uma fungao. Por exemplo, uma curva pode intersectar-se a si prépria, ser fechada (como a
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circunferéncia ou a elipse) ou desenvolver-se em espiral em torno de um ponto (ver Figuras 3.2

e 3.3).

y y
ﬁs
i ‘ x \\y x x
Figura 3.2 Exemplos de curvas no plano.
z
z
y

Figura 3.3 Exemplos de curvas no espaco.

EXEMPLO 1: Seja f : [a,b] — R uma funcao continua de uma varidvel real (ver Figura 3.4). O
grafico

Gr=1{(t.f(t) € R: t € [a,0]}
de f é uma linha plana, parametrizada por
¢: [a,b] — R?
t = (tf1)

De notar que uma linha pode nao ser o grafico de uma funcgao, como se pode ver no exemplo
seguinte.

EXEMPLO 2: A circunferéncia C centrada em (a,b) € R? e de raio r, representada na Figura 3.5,
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VAU

Figura 3.4 O grafico de uma fungao f.

é uma linha plana parametrizada por
¢: [0,27r] — R?
t — (a4 rcos(t),b+ rsen(t))

(a+rcos(t), b+ rsin(t))

X

Figura 3.5 Uma parametrizagao da circunferéncia de centro (a,b) e raio r.

Note-se que, com a definicao dada,

¢: [0,47r] — R2

t —  (a+rcos(t),b+ rsen(t))
nao é uma parametrizacao de C, uma vez que todos os pontos de C sao multiplos.

EXEMPLO 3: Seja r > 0. A linha C parametrizada por
p: R — R?

t — (r(t—sen(t)),r(1 — cos(t)))
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diz-se uma cicléide (ver Figura 3.6).

2nr X

Figura 3.6 A cicloide.

Uma cicléide pode ser interpretada como a trajectéria de um ponto de uma circunferéncia que
roda sobre um plano, como se pode ver na Figura 3.7.

(r(t — sen(t)). r(1 — cos(t)))

2nr X

Figura 3.7 A cicléide.

Definicao 3.1.19 Seja C C R™ uma linha parametrizada pela func¢do continua
¢ :la,b] — R".

(C, @) diz-se uma linha simples se a fun¢ao ¢ € injectiva. Neste caso, os pontos A = ¢(a) e
B = ¢(b) dizem-se as extremidades de C (ver Figura 3.8).

A=¢(a)

V\ B= ot

Figura 3.8 Uma linha simples.

Definicao 3.1.20 A linha C C R" diz-se um contorno ou uma curva fechada se possuir uma
parametrizacdo ¢ : [a,b] — R™ tal que ¢(a) = ¢(b).
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X

Figura 3.9 Exemplos de curvas fechadas.

Definicao 3.1.21 A linha C diz-se uma curva de Jordan se existir uma parametrizacdo ¢ de
C tal que:

(i) Pliap[ : [a;b[— R™ € injectiva
(i) ¢(a) = (b).

X X

Figura 3.10 Exemplos de curvas de Jordan.

Definigao 3.1.22 Uma linha paramétrica (C,¢) diz-se de classe Ct se ¢ : [a,b] — R"™ € de
classe C1([a,b]). Nesse caso, para t € [a,b], v(t) = ¢'(t) diz-se o vector velocidade de (C,¢)
no ponto ¢(t).

Esta nomenclatura vem da cinematica do ponto: se considerarmos um ponto material que se
desloca no espaco, e cuja posigao é dada, no instante t, por ¢(t), entao o seu vector velocidade
nesse instante é ¢'(t) (ver Figura 3.11).

EXEMPLO 4: Considerando a cicldide
p:teR — (r(t—sin(t)),r(1 —cos(t)),

temos para todo t € R, v(t) = (r(1 — cos(t)),sin(t)).

Note-se, em particular, que a velocidade se anula nos instantes t = 2k, k € Z. Isto significa
que o ponto de uma roda de uma bicicleta em andamento que se encontra em contacto com a
estrada tem velocidade nula: esta imovel!
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Figura 3.11

Definigao 3.1.23 Seja (C, ¢) uma linha paramétrica de classe C*. Um ponto ¢(t) diz-se esta-
ctondrio se v(t) = ¢'(t) = 0. Caso contrario o ponto ¢(t) diz-se regular. A linha paramétrica
(C,¢) diz-se regular se para todo t, ¢(t) € reqular. A linha paramétrica (C,$) diz-se seccio-
nalmente regular se € a unido de um numero finito de linhas requlares Cy, ..., Cy, tais que o
ponto inicial de Ci11 é o ponto terminal de C;.

E f4cil observar que se ¢(t) é um ponto regular de uma linha paramétrica, entao a recta D(t)
que passa por ¢(t) e de vector director v(t) é tangente a C em ¢(t).

EXEMPLO 5: Célculo da equacao cartesiana, D(t), da recta tangente a cicléide parametrizada
por

o(t) = (r(t —sen(t)),r(1 — cos(t)) .

D(#)

27r X

Figura 3.12

Num ponto M (t) regular (isto é t # 2km, k € Z): v(t) = (r(1 — cos(t)), rsen(t)). Logo,
D(t) = {(M(t) + Av(t) e R*: A € R}
= {(x,y) = (r(t — sen(t)) + Ar(1 — cos(t)), (1 — cos(t)) + Arsen(t)) € R? : X\ € R}.
Obtém-se pois a equagao cartesiana:

sen(t)

y=r(1—rcos(t)) + 1= cos(t)

(x —r(t — sen(t))).

NOTA: O sentido segundo o qual as equagOes paramétricas tracam a curva a medida que o
parametro cresce designa-se por orientacao da curva. Notemos que existem duas orientagoes
possiveis para uma linha, consoante as direc¢oes dos vectores velocidade v(t) (ver Figura 3.13).
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v(t) v(t)

Curva orientada de A para B Curva orientada de B para A

Figura 3.13 Orientacao de uma curva.

Por exemplo, para contornos, falaremos, consoante a sua parametriza¢do, em orientagao
directa (no sentido trigonométrico) ou indirecta (no sentido dos ponteiros do relégio), como esta
representado na Figura 3.14.

y y

Orientagao indirecta ¥ Orientagao directa

Figura 3.14 Orientagao de uma curva fechada.

Podemos de maneira candnica associar a uma parametrizagao ¢ de uma linha C uma outra
parametrizacao que inverte a orientacao:

Definicao 3.1.24 Seja ¢ : [a,b] — R™ uma parametrizacao de uma linha C. A parametrizacao
»*: R — R?
t — ¢la+b—t)
chamaremos parametrizacao inversa de ¢.

Definicao 3.1.25 Sejam ¢ : I — R"™, (C,¢) uma linha paramétrica e J um intervalo real. Se
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0:J— 1 éum homeomorfismo, entdao

v J =1
s —¢pof(s)

€ uma parametrizacao de C: diz-se que 0 € uma reparametrizacao de C.

NOTAS:

1. Sendo 6 um homeomorfismo de intervalos, 6 é estritamente crescente ou decrescente. No
primeiro caso, diz-se que @ preserva a orientacao, no segundo, diz-se que 0 inverte a orien-
tacao.

2. Se (C, ¢) é uma curva simples, (C,v) é uma curva simples.

Teorema 3.1.8 Sejam ¢ : I — R", (C, ¢) uma linha paramétrica e M = ¢(t) um ponto regular.
Seja 0 : J — I um difeomorfismo de intervalos e ¥ = ¢ o . Entdo, se s = 0~ (t), M = 1)(s)
é um ponto regular de (C,v). Consequentemente, se (C,¢) é regular, (C,1) € reqular. Se, além
disso, 0 preserva a orientagao, diremos que (C,®) e (C,v) sao equivalentes, o que denotaremos
por:

(C,0) ~ (C.4).
Demonstracao: Basta observar que para todo s € J,

W(s) = (¢00)'s =¢/(0(s))0'(s) = ¢/(t) 0'(s) # 0,

j& que, por hipétese, ¢'(t) # 0 e 0'(s) # 0 porque 6 é um difeomorfismo.

EXEMPLO 6: Consideremos a circunferéncia C centrada em (a,b) e de raio r. Vimos que
¢ : [0,27] — R2?, definida por ¢(t) = (a+rcos(t),b+rsen(t)), é uma parametrizagao de C. Para
todo o t, ¢/(t) = (—rsen(t),rcos(t)) # (0,0), portanto, (C,¢) é uma linha paramétrica regular.
Seja 6 : [1,e?™] — [0,27], definida por 6(s) = log(s). 6 é um homeomorfismo crescente pelo que
a funcao

p=¢of: [1,e"] — R?

s —  (a+ cos(log(s)), b+ sen(log(s)))

é uma reparametrizagao de C.
Notando que ¢ é de classe C! e que Vt € [0, 27], v(t) = ¢/(t) = (—rsen(t),rcos(t)) # (0,0),
(lv@®)|| =), (C,¢) é uma linha paramétrica regular.
1
Além disso, qualquer que seja s € [1,e27], #'(s) = = > 0. Assim, 6 é um difeomorfismo
s

crescente pelo que

(€, ¢) ~ (C,9).
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EXEMPLO 7: Seja ¢ : [a,b] — R™ uma parametrizacao regular de uma linha C. Temos
¢* = ¢p o0, onde

0: [a,b] — a,b]

t — a+b—t

é um difeomorfismo decrescente. Verifica-se assim que, de facto, (C, ¢) e (C, ¢*) tém orientagoes
opostas (cf Defini¢ao 3.1.24).

3.1.2 Comprimento de uma linha - abcissa curvilinea

Lema 1 Sejam ¢ : [a,b] — R™ e (C,¢) uma linha paramétrica regular. Entao, para todo o

difeomorfismo 0 : [c,d] — |a,b],

b d
/ 16/ (0l dt = / ' (s)]] ds.

Demonstragao: Comecemos por notar que ¢ é uma funcao vectorial continuamente dife-
rencidvel. Assim, t — |[¢/(¢)]| é continua no intervalo [a,b], logo integravel. Como 6 é um
difeomorfismo de intervalos, fazendo a mudanca de varidvel ¢t = 6(s), obtém-se

b 0—1(b)
[ 1 la = /9( 16/(05))]10'(s) ds

e Se # é um difeomorfismo crescente, (c) = a, (d) = b e 6'(s) > 0 para todo s. Assim,

[is@na= [1eeneeias= [“iweonas= [lueia

e Se 0 é um difeomorfismo decrescente, 6(c) = b, (d) = a e 0'(s) < 0 para todo s, pelo que

b c d
/a 16/ ()l dt = /d 16/(6(s))]] (~6 / 1= (0'(5)) &/ (0(s))]] ds = / ' (s)]] ds.

Este lema permite dar a seguinte definicao de comprimento de uma linha:

onde ) = ¢o0.

Definicao 3.1.26 Seja C uma linha de R™ e ¢ : [a,b] — R"™ uma qualquer parametrizag¢io de C
tal que (C,®) € reqular. Define-se o comprimento de C por

b
c) = / v ()] d,

onde v = ¢'.
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Damos aqui uma explicagdo intuitiva desta férmula: por comodidade, vamos tomar uma
curva plana parametrizada por ¢ : [a,b] — R2, ¢(t) = (¢, f(t)), onde f é uma funcio continua-
mente diferenciavel.

Considere-se a partigdo a =z, < 1 < -+ < Tp—1 < T, = b do intervalo [a, b] com

b—a
ri=a+) .

Seja Sj(n) = [¢(x;), p(xj4+1)] o segmento de extremidades A;(n) = ¢(x;) e Aj1(n) = ¢(xj41).
“Faz sentido” considerar que

JL%ZA Al

Ay

Figura 3.15

Por outro lado,

Aj(n)Aja(n) = [|¢(zj41) — d(x)|| = \/($j+1 — ;)" + (f(wj1) — ()2,

pelo que

n—1
— 1 \/ )2 ) — )2
nl_{goz (i1 — )" + (f(@j41) — f(25))
j=0
Como f é uma fungao continuamente diferenciavel, sabemos pelo Teorema de Lagrange que

J(w41) — f(xj)_

3¢j €lzj, xinl, fle) =

Tj+1 = Tj
Logo
n—1 n—1 n—1
A A () =) (w1 — a1+ (e)? = (w1 — )16 (¢))])-
j=0 j=0 j=0
Assim
n—1 n—1 n—1
sn= (zj—x;) min (O] <Y Ajn)Aja(n) <Y (zjr—w;) max [¢1)] =S
= telxj, 241 Jary =0 t€[z),mj41]
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Como j4 foi referido, a fungao ||¢/(t)| é continua, logo integravel no segmento [a,b]. Por cons-
trucao do integral de Riemann,

b
lim s, = hm S, —/ &' (¢)]|dt.

Pelo teorema das sucessoes enquadradas,
,}ggoZA A / 16/ (1)t

EXEMPLO 1: Calculemos o comprimento da linha em R* definida por

o(t) = (cos(t),sen(t),cos(2t),sen(2t)), t € [0,7].

/ lv(t)]| dt = / v/ (=sen(t))2 + (cos(t))2 + (—2sen(t))2 + (4 cos(t))? dt
= / VIT dt = 7V/17.
0

EXEMPLO 2: Calculemos o comprimento da curva C que é o grafico da funcdo y = f(x) no
intervalo [a, b]. Tratando-se do gréfico de uma fungao, temos a seguinte parametriza¢ao natural:

¢:a,b] = R (1) = (¢, f(t))-

Para todo ¢, v(t) = (1, f’(t)) # (0,0), pelo que ¢ é uma parametrizagao regular. Assim,
b b
&)= [ vl = [ VIF TR

EXEMPLO 3: Calculemos o comprimento da curva C que é o gréfico da funcao f(z) = log(z) —
le no intervalo [1,2]. Tratando-se do grafico de uma fungao, temos a seguinte parametrizacao
natural:
612~ R 6(1) = (1log(r) ~ 41°)

1

1 t) # (0,0), pelo que ¢ é uma parametrizacao regular. Assim,

(C):/juv(t)udt:f,/u(%—Z)zdt:/j (%+£) dt = log(2) + >

EXEMPLO 4: Calculemos o comprimento da porc¢ao de parabola

1
Para todo ¢, v(t) = (1, T

C={(z,y) eR*:y=2a” 2z €0,r]}
Tratando-se do gréafico de uma fungao, temos a seguinte parametrizagao natural:

b :[0,r] = R%,  o(t) = (t,t%).
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Figura 3.16

Para todo ¢, v(t) = (1,2t) # (0,0), pelo que (C, ¢) é uma parametrizacao regular. Assim,

10y = [vlar= [ VivaEa= 25+ a
0 0 0

1
= g L+ 4% 4 log(2m + V1 + dn?).
EXEMPLO 5: Perimetro da elipse de equagao

L={(zx,y) eR?: (2)2 + (%)2 =1}

Introduzimos t tal que £ = cos(t) e ¥ = sen(t), e obtemos assim a seguinte parametrizacao da
elipse:
¢ :[0,2n] — R? ¢(t) = (acos(t),b sen(t)).

Y

Figura 3.17

Para todo t, v(t) = (—asen(t),bcos(t)) # (0,0), portanto, (L, ¢) é regular.

2m 2m
(L) = /0 lv(t)| dt = ; Va2 sen?(t) + b2 cos2(t) dt.

Nao é possivel exprimir uma primitiva da funcao a integrar utilizando funcoes elementares, pelo
que nao podemos dar um resultado exacto do perimetro da elipse. Note-se, no entanto, que se
a = b, obtém-se uma circunferéncia de raio a, e

2m

2
10 = [ Vet + F ot di = [ adi=2ma.
0 0
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EXEMPLO 6: Comprimento da porgao de hélice
H = {(z,y,2) = (rcos(t),rsen(t),at) € R®: 0 <t < R},

onde a é uma constante positiva.

_

Figura 3.18
Temos a seguinte parametrizagao:
¢:[0,R] — R3, &(t) = (rcos(t),rsen(t), at).
v(t) = (—rsen(t),rcos(t),a) e |[v(t)]] = V2 +a?,

portanto,

R
:/ Vr24+a?2dt = RV r? + a?.
0

Vejamos como calcular o comprimento de uma linha em coordenadas polares.
Seja r = f(0), « < 0 < 3, uma funcao definida em coordenadas polares. Consideremos a
seguinte parametrizacao de r = f(6):

z = £(6) cos(0), y = f(6) sen(0),

a <6 <p. Se f'é continua no intervalo [a, (], entao

B
L= [ / I(57(0) cos(0) — F(8)sen(0). £'(8)sen(0) + 1(0) cos(0)) ] d0

/¢ cos(9) — 1(0) sen(8))2 + (J'(9) sen(8) + J(9) cos(9))? do

- / IO+ (02 do.
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Também podemos escrever

T +r2d0

| |
ﬂ
S

EXEMPLO 7: O perimetro da circunferéncia r = 5 calcula-se facilmente:

21
| = V25d6 = 107.

Figura 3.19 A cardioide.

EXEMPLO 8: Calculemos o comprimento da cardidide de equagao r = 1 + cos(f), 0 < 6 < 27.
Pela simetria da curva em relacao ao eixo polar temos

—2/ V(1 + cos(6))2 4 (— sen(9)2d9—2/ V2 +2cos(0) db

S Wd9_4/m(>d9_8

EXEMPLO 9: Calculemos o perimetro do triangulo de vértices (1,0), (0,1), (—=1,0). A linha
C é constituida por trés segmentos, que vamos designar por Ci, Co e C3, e que admitem as
parametrizagoes (1 —t,t), (—t,1 —t), (2t,0), ¢t € [0, 1], respectivamente.

Y
1

Figura 3.20 Uma curva constituida por trés segmentos.
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1C) = 1(C) +1(Ca) +1(Ca) /|| 11||dt+/ I(~1,-1) udt+/ 1(2,0)]] dt
/\/—dt+/ \/_dt+/ 2dt = 2(vV2+1)
0

Lema 2 Seja (C,¢) uma linha regular, ¢ : [a,b] — R™. Seja l o comprimento de C. Entdio a
funcao

t
0: 0t~ 0.0, 00)= [ 16)] s
€ um difeomorfismo.

Demonstracao: Temos 0(a) =0 e 6(b) = [. Pelo Teorema Fundamental do Célculo Integral, 6
¢ diferenciavel e ¢'(t) = [|¢'(¢)|| > 0.

Definigao 3.1.27 Seja (C, ) uma linha reqular, ¢ : [a,b] — R™. A aplicacio o(s) = ¢pof~1(s) é
uma reparametrizacao de C. Diz-se que a curva paramétrica (C,o) € parametrizada pela “abeissa
curvilinea” ou pelo "comprimento de arco”.

NOTA: A parametrizagao o nao depende da escolha inicial de ¢, apenas da orientacao de (C, ¢).
Assim, uma linha regular admite duas abcissas curvilineas, uma para cada sentido de percurso.

EXEMPLO 9: Parametrizemos pelo comprimento de arco, medido desde o ponto (1,0,0) na

direccao de crescimento de ¢, a hélice definida por ¢(t) = (cos(t),sen(t),t).
Dado que ¢(0) = (1,0,0), temos

/qu )| dt = /\/ —sen(t))? + cos?(t) + 1 dt = /\/_dt V2 t.

Entao 67 1(s :ieas = (0 (s :(cos i),sen<i ’i).
() = 5 e o(s) = 6(07' () (ﬁ )7
O principal interesse desta nocao é o seguinte:

Proposicao 12 Seja (C, o) uma linha paramétrica, parametrizada pela abeissa curvilinea. Entao
para todo s € [0,1], ||o'(s)|| = 1. Por outras palavras, esta parametrizagdo corresponde a um
percurso da curva C com velocidade unitdria.

Demonstracao: Seja ¢ : [a,b] — R™ tal que 0 = ¢ o =1, onde O(¢ / |¢'(z)|| dx. Entao,

pela féormula da derivada da funcao inversa,
-1 -1
o'(s)=¢'(07"(s)) (07) (s) = 701())

Pelo Teorema Fundamental do Célculo Integral, §'(t) = ||¢/(¢)]], logo

-
19/ (0= (s))l

o'(s) =

¢(071(s)),

o que implica [|o’(s)| = 1.
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a(0) o(s0) o(l)
m
Figura 3.21

Corolario 1 Seja (C,0) uma curva parametrizada pela abcissa curvilinea. Seja Cs, = (0, s, 0
trogo de C delimitado pelos pontos o(0) e o(s,). Entdo

1(Cs,) = So-

Demonstracgao: Basta observar que

z(c&,):/oO\\a'(s)uds:/oods:sg.
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3.2 Integral Curvilineo

3.2.1 Definigcao

Trata-se neste capitulo de integrar uma funcao “ao longo”de uma linha. Daremos mais adiante
uma interpretacao geométrica desta nocao.

Seja ¢ : [a,b] — R™ uma parametrizagao regular de uma linha C e f : D C R” — R uma
funcdo limitada, com C C D.

Seja P = {to,t1,...,tNn} uma particao do intervalo [a, b]:

a=t0<t1<t2<---<tN_1<tN=b.

Denotemos por Asi o comprimento do trogo de C delimitado por ¢(tx) e ¢(tgi1):

tet1
Asy = / (1) dt.

g

Definimos as somas de Darboux (superior e inferior por):

N-1 N-1
Sp = Z sup  f(o(t)) Asp e sp= Z inf  f(o(t)) Asy.
=0 t€[tkstrr1] =0 LE[th tht1]

Finalmente, seja P o conjunto de todas as parti¢des P do intervalo [a, b].
Definicao 3.2.28 Com as notagoes anteriores, se

inf Sp = sup sp
pPeP pep

dizemos que f € integrdvel ao longo de C, e denotamos

fds = inf Sp = sup sp
(C.9) Pep Pep

o integral curvilineo de f ao longo de C.

Teorema 3.2.9 Seja f: D — R uma fungao limitada, com C C D. Se f é continua em C entdo
f € integrdvel ao longo de C.

Vejamos uma interpretacio geométrica desta nocao: seja ¢ : [a, b] — R? uma parametrizacio
regular da linha plana C e f uma fungao positiva, integravel ao longo de C. Entao / fds
(C.¢)

representa a area da superficie delimitada por:

e recta que une o ponto (x,y) = ¢(a) ao ponto (z,vy, f(z,v));

recta que une o ponto (x,y) = ¢(b) ao ponto (z,vy, f(x,y));

linha C;

grafico de f.
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/

PERE;
/
/ J C\\\____—‘ |/

X

Figura 3.22 Interpretacao geométrica de / fds.
C.¢

J& conheciamos estes resultados no caso em que C é um segmento de recta: trata-se do
integral definido.
A seguinte propriedade permite, na pratica, calcular integrais curvilineos:

Proposicao 13 Seja ¢ : [a,b] — R™ uma parametrizagio reqular de uma linha C. Seja f : D —
R uma fungdo integrdvel ao longo de C. Entao

7¢fds—/f DI (1)) dt.

Demonstracao: Consideremos a particaio P = {a =t, < t; < --- <t < --- < tny = b} de
[a,b]. Temos

Z wax f00). [ 16 udt>2/ s @la= [ seoleo)

L€ty tht1]

pelas propriedades conhecidas dos integrais definidos. Da mesma forma,
N-1 tht1 N- (2388 1

sp=y_ min o) [ o)<y / e ola= [ eI ol
oo (Eltrotia] te 0 e

Assim,

3p</f NIe (1)) dt < Sp.

Passando ao infimo na desigualdade da direita e ao supremo na da esquerda, obtemos

Fds= [ flo@®) |6 @) dt.
R / 0L

Proposicao 14 O integral curvilineo fds nao depende da parametrizacdo ¢ da linha C.
(C.9)
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Demonstracao: Sejam ¢ : [a,b] — R"™ uma parametrizacao de C, 0 : [¢,d] — [a,b] um difeo-
morfismo de intervalos e ¢ = ¢ o §. Pela mudanca de varidvel ¢t = 0(s), temos

0=1(b)
L/f IS Olde = [ (0 166D '(5) ds

e Se 0 é crescente, 0(c) = a, 0(d) =b e ¢'(s) > 0 para todo s. Assim,

/f ) ¢/ (1)l dt = /f ) [1¢'(6(5)) 0' ()| ds

/f ) (6 06)'( Hds_/f W 1/ (5)]] ds.

e Se # é um difeomorfismo decrescente, 6(c) = b, (d) = a e 0'(s) < 0 para todo s, pelo que

/f DI ()] de = /f WIS @) (~0(s)) ds

= [ w0 - S o) @l = [ rweI )

1. A proposicao anterior permite-nos escrever a seguinte igualdade, independentemente da
parametrizacao ¢,
fds= / fds.
(@) ¢

2. Se C é parametrizada pela abcissa curvilinea o : [a,b] — R",

/}ds—/1f )l (s MS—/1f

0 que justifica a notagao ”"ds”.

NOTAS:

3. O integral curvilineo que define o comprimento de uma linha é o integral curvilineo da
fungao constante igual a 1.

EXEMPLO 1: As parametrizagoes

¢:[0,27] = R?, (1)
¥ :[0,1] — R%, ()
n:[0,1] = R?  n(t)

(cos(t),sen(t))
(cos(2mt),sen(27t))
(cos(27t?), sen(27t?))

verificam ¢([0, 27]) = ¢([0,1]) = n([0,1]) = C, onde C é a circunferéncia de centro (0,0) e raio
1. Seja f(x,y) = 2 + 3zy. Entdo



84 3. Integrais de linha

2 27
o fds = ; (cos(t),sen(t)) ||(—sen(t),cos(t))| dt = /0 (cos®(t) + 3 cos(t) sen(t)) dt
_[* 1+ cos(2t) cos() sen [t sen(2t) §sen2 o -
- [ (P e scosttpsentt)) e = |+ L Dseni)] -

fds = /1 f(cos(27t), sen(27t)) ||(—27 sen(t), 27 cos(t))|| dt
€¥) 0

1
= / (cos®(2mt) 4 3 cos(2mt) sen(2mt)) 27 dt
0

A Art
:/ (H#(M + 3 cos(27t) sen(27rt)> 27 dt
0

t Art) 3 !
=2 [5 + W + %sen2(27rt)]0 =

/ fds = / " F(cos(2nt?), sen(2nt2)) | (—dmt sen(2nt2), drt cos(2mt2) | dt
(Cm) 0

1
= / (cos®(2mt?) + 3 cos(2mt?) sen(2nt?)) 4t dt
0

1 2

1 4t

:/ (% +300s(27rt2)sen(27rt2)> 4rt dt
0

t2  sen(4rt?) 3 2o .2 !
W[4+ 16m —|—47Tsen(7r)0 T

EXEMPLO 2: Seja C a circunferéncia centrada na origem e de raio 1, orientada no sentido

directo. Seja f(x,y) = Vamos calcular [ fds. Comegamos por escolher uma parame-

x? +y? c
trizacao de C que a oriente no sentido directo:

¢ :[0,27] — R?, ¢(t) = (cos(t),sen(t)).

Temos

2

|| (—sen(t), cos(t))|| dt = /0 cos(t)dt = 0.

cos(t)
t) + sen?(t)

2 , 2
[ tas=[Trewneana = [

EXEMPLO 3: Calculemos a area da superficie delimitada inferiormente pela semicircunferéncia
y = V9 — 22 e superiormente pela superficie z = 2%y. Consideremos a seguinte parametrizacio
da semicircunferéncia:

o(t) = (3cos(t),3sen(t)), te[0,n].

A area é o valor do integral
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= .1'2 S = " C‘OS2 Ssen . —J Sen COS
/Cfds —/C yd /027 (t) sen(t) - | (3 sen(t), 3 cos(t))||

= /7r 81 cos®(t) sen(t) dt = 27 [— cos3(t)]g = 54.
0

3.2.2 Campos vectoriais
Definigcao 3.2.29 Seja Q2 C R™ wm conjunto aberto. Uma func¢do
F:Q—-R"

diz-se um campo wvectorial sobre Q2. Sen = 2, F diz-se um campo vectorial no plano. Se
n =3, F diz-se um campo vectorial no espaco.

Essencialmente, um campo vectorial associa um vector a cada ponto de Q (ver as Figuras
3.23 e 3.24).

Y y y
AN AN R A A A Dt NN
LN I P TINN S e i DRI
PN | N Ty A DN
S A
bAZINNN L AN AAASASAIAS S S AAS N RN
b/ A AN R AR A A I
b2 ZANN L 22NN A A A SRR SR AV BN
IV TNNINE BCVINNINE 2 A A DR
AN EANNEE: A R RN DR
NN I A At A NN MR R
NN NN 2 2 AR SR R S A
b 22NN | 222NN N
AN AN 7 AN S,
2RSS | 220000 O NN NN Ay
IV ZANNNE IV SIS NN S
Fla,y) = (sen(a). 1) Fley)=(1,1) Fla,y) = (-3,)

Figura 3.23 Exemplos de campos vectoriais no plano.

Seja V(£2) o conjunto de todos os campos de vectores.

Claramente, V() é um espago
vectorial real para as operacgoes naturais:

e VFcV(Q),VAeR, (AWF): X € Q— \F(X)
e VF.GeV(Q),( F+G): XeQ—-FX)+G((X)
Denotaremos daqui em diante V,(€2) o espaco dos campos vectoriais sobre € de classe C?(€2).
Definigao 3.2.30 Sejam Q C R® um aberto e F € V1(Q). Define-se divergéncia de F como
sendo a func¢ao
dvF): @ — R
8F1 aFg 6F3
X — X))+ —(X)+ —
- 6x( )+ By( )+ 0z
onde, para todo X € Q, F(X) = (F1(X), F2(X), F5(X)).

(X)
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—x -y —z
[y )37 (@, 2)137 (2, y, 2) |2

F(z,y,2) = (y,2,) F(z,y,Z):(

Figura 3.24 Exemplos de campos vectoriais no espaco.

Definigao 3.2.31 Sejam Q C R3 um aberto e F € Vi(2). Define-se rotacional de F como
sendo o campo vectorial:

rot(F): @ — R3
OF; OF, OFy OF; OF, OF,
x - (oo - GRen. 500 - e 200 - ).
onde, para todo X € Q, F(X) = (F1(X), F5(X), F3(X)).

De notar que rot(F) € V,(Q2) (campo vectorial continuo), enquanto que div(F) é uma fungao
com valores reais.

NOTA: Vector V (nabla)
Definindo formalmente o operador

o 0 0
“(%’a@@)’

podemos interpretar a divergéncia e o rotacional de um campo vectorial F do seguinte modo:

div(F) =V -F (“produto interno”)

e
i j Kk
g o0 0

rot(F) =V x F = % By 9: (“produto externo”),
o F F

onde este determinante é simbdélico e i = (1,0,0), j = (0,1,0), k = (0,0,1).
Note-se que se f : Q — R é uma funcao diferenciavel, podemos ainda interpretar o gradiente
de f por:

grad(f) =Vf,



3.2 Integral Curvilineo 87

3 V-2 bt A A

Figura 3.25 O gradiente de f(z,y) = 22 — y? é um campo vectorial.

isto é, o gradiente de f é um campo vectorial. Na Figura 3.25 pode ver-se o campo vectorial da
fungdo f(x,y) = x? — y? juntamente com as curvas de nivel de f. Observe-se que os vectores do
gradiente sao mais compridos onde as curvas de nivel s@ao menos espacadas.

EXEMPLO 1: Consideremos o campo vectorial definido por F(x,y,z) = (€™, ™, e"). A
divergéncia de F é

F; F: F
io(F) = G 2) + G200 2) 2 (0,0,) = g 2 4 e

EXEMPLO 2: Consideremos o campo vectorial F(z,y,2) = (2% + y* + 2%, 2yz, 2 +y + 2). O
rotacional de F é

TOt(F) = <%Fy}3($,y,z) - %(:ﬂayaz)v %(xvyv Z) - %(‘T’y’ Z)a %(:ﬂayaz) - %(xayaz))

=(1—2y,2z —1,yz — 2y).

Definicao 3.2.32 Seja F = (Fy, Fs, ..., F,) € V1(2) um campo vectorial,  C R™. Se

OF, OF;
8SCJ' N 8:[%’

Vi # Jj,
diz-se que F € um campo vectorial fechado.

3.2.3 Integracao de um campo vectorial

Definicao 3.2.33 Seja ¢ : [a,b] — R™ uma parametrizacao reqular de uma linha C. Seja
F € V1(Q2) com C C Q. Definimos o integral de F ao longo de C por:

b
F.ds = F -v(t)d
/W / (6(1)) - v(t) dt

onde v = ¢'.



88 3. Integrais de linha

P
L0

Outro modo de calcular este integral é o seguinte: seja T(t) o vector tangente

unitario. Entao

JoBte= [ (Fo0- 55 ) = [y mon toona

e

Esta nogao corresponde ao trabalho de uma forga: consideremos um ponto material (cuja
posicao é dada, no instante ¢, por ¢(t)) submetido no instante ¢ a uma forga F. O trabalho de
F entre os instantes a e b é dado por

F - ds.
(C.9)

EXEMPLO 1: Consideremos o quarto de circunferéncia parametrizada por ¢ : [0, 5] — R2,
#(t) = (cos(t),sen(t)), e F € V(Q2), 2 =R?\ {(0,0)}, definido por:

T -y

Temos

/CF ds = /O F(o(t) - v(t) dt

cos(t) sen(t)

B /0 <C082(t) + sen?(t) (msen(t)) - cos?(t) + sen?(t) (COS(t))> “

us

2 1 z
= _/0 2 cos(t) sen(t) dt = _/0 sen(2t) dt = 5[008(215)]0

(SE]

—1.

y

XA A VNN

A A S IR TR TR U RN NN

AR RN RN

A A RNV R

I VA B NN N

SO ST IR

k-\k\\\\ / P G X

SN N P A

SO NN O B AV A P

s YN Y S

AN \ANKNH A

AN NN UL UL U U B0 A A

Figura 3.26 O torial F(z,y) z Y

1gur . campo vectoria Z, = S5 5 5 |-
g p Yy 22+ y2 72 1 2

Contrariamente aos integrais de linha, a integragado de um campo vectorial ao longo de uma
linha C nao é independente da parametrizacao ¢:

Proposicao 15 Sejam ¢ : [a,b] — R™ uma parametrizacao reqular de uma linha C e F € V1 (Q),
C C Q. Sejab:[c,d — [a,b] um difeomorfismo de intervalos e ) = ¢ o 6. Entao

(i) Se 0 preserva a orientacdo (0 crescente),

/ F- -ds= / F - ds.
(Ci9) (C)
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(ii) Se 0 inverte a orientagao (0 decrescente),

/ F-ds=-— / F - ds.
(Ci9) (C)

Demonstracao: Consideremos a mudanga de variavel ¢ = 0(s):

(i) Se @ é crescente, 6(c) = a, 6(d) = b:

b 0= (b)
| Feds = [Few)vird= [ RGO 66)0) ds
(C,9) a 0=1(a)

Se nao houver ambiguidade quanto a orientagao notaremos apenas

/ F-ds:/F-dS.
(Ci9) c

Se C for um contorno (¢(a) = ¢(b)), denotaremos f(C o) F - ds por

55 F.-ds ou 55 F - ds,
c+ -

consoante C é percorrido no sentido directo ou indirecto.

Temos claramente que
/ F-ds=-— / F - ds.
(C.0) (C9%)

EXEMPLO 2: Seja C a circunferéncia parametrizada por ¢ : [0,27] — R2 ¢(t) = (cos(t),sen(t)),

e FeV(Q), Q=R?\{(0,0)} definido por:

—y T

Temos
/CF-ds :/027r F(6(t) - v(t) dt

o —sen(t cos(t
- <0082<t>+(se)n2<t>(‘se“(t))+ c082<t>+(s)en2<t>(cos(t))> “

2m 2m
= / (sen?(t) + cos?(t)) dt = / 1dt = 2.
0 0
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Figura 3.27 O campo vectorial F(z,y) = (%, %)
€ y=x Y

Consideremos a parametrizacio ¥ : [0,27] — R? ¢(t) = (sen(t),cos(t)). Esta parame-
trizagao inverte a orientacao de C e

/“me:A%F@myv@ﬁ

m —COS sen
— /o (cosQ(t)+(S?n2(t)(cos(t))+ (t) (—sen(t))) i@t

cos?(t) + sen?(t)
2m 2m
= / (—sen?(t) — cos?(t)) dt = —/ 1dt = —2m.
0 0
3.2.4 Campos de gradientes

Definicao 3.2.34 Seja Q0 C R™. O campo vectorial F : Q@ — R™ diz-se um campo de gra-
dientes ou um campo conservativo se existir uma funcio f: Q — R de classe C' tal que

VX €Q, F(X)=Vf(X).

A funcao f chama-se potencial do campo vectorial.

Para n = 2, os campos de gradientes sao os campos da forma

F(z,y) = (%(w,y% g—z(ﬂc,y)> , V(z,y) €,

e, para n = 3,

Foans) = (fotena), 5

of
) ay (:C,y,z), E(xayaz)> ) V(ﬂ:,y, Z) € Q.

Em fisica, considerando F um campo de forcas, fala-se em “forca conservativa”’ou “forga que
deriva de um potencial”.
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EXEMPLO 1: Consideremos o campo vectorial F definido por F(x,y) = (2zy,z? —y). Verifi-
quemos que é um campo de gradientes. Se existir f : R? — R tal que Vf = F entdo

g = 2zy g =z —y

Ox T Oy )
Da primeira igualdade, integrando em ordem a z, deduzimos f(z,y) = 2%y + h(y), para alguma
fungdo h, e da segunda, integrando em ordem a y, f(x,y) = 2%y — y—; + g(x). Comparando as

~ 7’ 2 ’ . .
duas expressoes, concluimos que f(z,y) = 2%y — % é o potencial do campo vectorial dado.

EXEMPLO 2: Seja F o campo vectorial F(x,y) = (cos(y) + y cos(x),sen(x) — xsen(y)). Verifi-
quemos que é um campo de gradientes. Se existir f : R? — R tal que Vf = F entdo

0 0

a—£ = cos(y) + y cos(x), 8_£ = sen(x) — xsen(y).
Da primeira igualdade, integrando em ordem a x, deduzimos f(x,y) = z cos(y)+y sen(z)+h(y),
para alguma funcao h, e da segunda, integrando em ordem a y, f(z,y) = ysen(z)+x cos(y)+g(x).
Comparando as duas expressoes, concluimos que f(z,y) = x cos(y) + ysen(x) é o potencial do
campo vectorial dado.

EXEMPLO 3: Consideremos o campo vectorial F definido por F(z,y, z) = (2zy, 22 + 22, 2yz).
Verifiquemos que é um campo de gradientes. Se existir f : R3 — R tal que Vf = F entdo

g: g:x2+z - = 2yz.

Ox 22y, oy T 0z

Da primeira igualdade deduzimos, integrando em ordem a z, f(z,y,z) = 2%y + h(y, z), para
alguma funcdo h, da segunda, integrando em ordem a vy, f(z,v,2) = 2%y + y2% + g(z,2) e da
terceira, integrando em ordem a z, f(x,y,2) = %y + u(z,y). Comparando as trés expressoes,
concluimos que f(z,y, z) = 2%y + yz% é o potencial do campo vectorial dado.

Temos as seguintes condigoes necessdrias para que um campo vectorial seja um campo de
gradientes:

Proposicao 16 Seja F = (F1, Fy) € V1(Q) um campo de gradientes, 2 C R2. Entdo

oF,, . OF
E(‘T’y) - 8y (:Cay)’ \V/(CC,y) € Q’

isto €, F € fechado.

Demonstracao: Por hipétese, F é um campo de gradientes. Entdo existe f € C1(2) tal que
F = Vf. Como F é de classe C', temos f de classe C?. Assim,

oF_ 0 R _ o
oxr  0x0y oy  Oyox’

que sao iguais pelo Teorema de Schwarz.
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NOTA: O reciproco deste teorema nao é verdadeiro: um campo vectorial pode ser fechado sem
que se trate de um campo de gradientes. Veremos mais adiante um exemplo.

Temos um resultado andlogo em dimensao 3:
Proposicao 17 Seja F € V1(Q) um campo de gradientes, Q@ C R3. Entdo rot(F) = 0.

Demonstracao: Basta fazer o calculo: existe f € C1(€), tal que

vr- (Lo

oz’ Oy az> = (P, By, Fy) = F.

Como, por hipétese, F é de classe C'!, temos na realidade f € C?(Q).

_ of of of
rot(F) =V x (%’8_(7;’5)
o (0f 0 /0f\ 0 /0f af\ 0 (0f o (0f
(87;(5)_£<6y) 8z<6w) 6w<8z> 8x<6y>_6_y<%>)
_ (82f I T T WP
 \ 020y Oydz’ 0xdz 020z’ dydx 8:683/) I

pelo Teorema de Schwarz.

NOTA: O reciproco deste teorema nao é verdadeiro: um campo vectorial pode ter um rotacional
nulo sem que se trate de um campo de gradientes. Veremos mais adiante um exemplo.

E extremamente simples calcular o integral de um campo de gradientes ao longo de uma
linha:

Teorema 3.2.10 (Teorema Fundamental dos integrais de linha) Seja ¢ : [a,b] — R”
uma parametriza¢ao regular de uma linha C. Seja ¥ = Vf € V(Q) um campo de gradientes,
com C C ). Entao

/ F.ds = Vf-ds= f(o(b) — f(o(a)).
(C,) (C,9)

Demonstracao:
_ [ i d of
/(w)F.ds_/a V(o)) ¢(t)dt_/a <; axk(gb( )).qﬁk(t)) dt,

onde ¢y é a k-ésima componente de ¢. Assim:

[ weas= [ 4 (sam)a = 160) - s0ta)
() o dt N '

EXEMPLO 3: Consideremos o campo vectorial F definido por F(z,y) = (2zy, 2*> —y). Sabemos
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que é um campo de gradientes pois Vf = F, sendo f(z,y) = 2%y — y; Entao, se C é uma linha
que une os pontos (0,2) e (1,—4),

/F-ds = f(1,-4) — £(0,2) = —10.
C

EXEMPLO 4: Seja F o campo vectorial F(z,y) = (cos(y)+y cos(x),sen(z)—zsen(y)). Sabemos
que é um campo de gradientes, porque Vf = F com f(z,y) = zcos(y) + ysen(z). Entao, se C
é uma linha que une os pontos (m,0) e (=27, 27),

/F -ds = f(—2m,2mw) — f(7,0) = —3m.
C

EXEMPLO 5: Consideremos o campo vectorial F definido por F(z,y, z) = (2zy, 22 + 22, 2yz).
Sabemos que é um campo de gradientes porque Vf = F com f(z,y,2) = 2%y + yz?. Entdo, se
C é uma linha que une os pontos (1,1,1) e (=2,1,-2),

/F cds = f(=2,1,-2) — f(1,1,1) = 6.
C

Definicao 3.2.35 Seja F € V(Q2) um campo vectorial e A, B € Q. Dada uma linha C parame-
trizada por ¢ : [a,b] — R™, com ¢(a) = A e ¢(b) = B, diremos que

/ F - ds
(C.0)

€ independente do caminho se para toda o linha paramétrica (C~, @) de extremidades A e B,
orientada de A para B,
/ F-ds:/“F-ds
(C.9) (C.9)

Voltando a interpretacao deste integral enquanto trabalho de uma forga: mostramos que o
trabalho de uma forca conservativa nao depende do percurso, apenas do ponto de partida e do
ponto de chegada.

Definigao 3.2.36 Um aberto Q) diz-se conexo por arcos se para todo A, B € §, existir uma
linha C C Q de extremidades A e B.

Temos o seguinte resultado principal:

Teorema 3.2.11 Sejam Q C R™ um conjunto aberto, conexo por arcos, e F € V() um campo
vectorial. As sequintes propriedades sao equivalentes:

(i) F € um campo de gradientes.

(ii) Para todo o contorno C C €, §1§ F.ds=0.
C

(iii) Para toda linha paramétrica reqular (C,¢) contida em €2, / F - ds ¢ independente do

(C,)
caminho.
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Demonstracao: (i) = (ii) Seja ¢ : [a,b] — R™ uma parametrizagao regular de um contorno C,
com ¢(a) = ¢(b). Vimos que se F = Vf é um campo de gradientes, entao

b Feds= [ Feds=flo(b) - fo(a) =0
(C.9) (C,9)

(ii) = (iii) Sejam A,B € Qe (C,9) e (C,¢) duas linhas paramétricas orientadas de A para B.
Se ¢ : [a,b] — Qe ¢:[c,al — §, consideremos a parametrizacao v : [¢,b] — § definida por

o(t), setelcal
o*(t), seté€la,b]

Como v(c) = 1(b), ¥ parametriza um contorno:

donde se conclui

/“F-ds:/ F - ds,
(C.9) (C,9)

pelo que o integral é independente do caminho.

(iii) = (i) Seja A € Q. Para X = (z1,%2,...,%,) € , consideremos uma linha C orientada de
A para X. Tal linha existe visto que €) é conexo por arcos. Seja

f(X):/CF-ds.

Esta funcao estd bem definida ja que o integral nao depende do caminho, apenas dos pontos A
(fixo) e X.
Para h > 0 suficientemente pequeno, consideremos o caminho C; parametrizado por

(ﬁ:[O,h]HRn, ¢(t):(x1—|—t,x2,...,xn)€§2.
Entao ¢/(t) = (1,0,...,0), pelo que

h h
f(acl+h,x2,...,xn)—f(acl,:cg,...,xn):/C F-ds:/0 F(qb(t)-gf)'(t)dt:/o Fi(o(t)) dt.

Dividindo esta igualdade por h e fazendo h tender para 0, obtém-se

0
2L (x) = Fi(o(0) = Fu(X)
I
De modo andlogo, pode mostrar-se que para todo k € {1,...,n},
of

S(X) = FL((0)) = Fi(X),
Tk
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pelo que F =V f e F é um campo de gradientes.

Vimos na Proposigao 16 que se F for um campo de gradientes entao é fechado, mas referiu-se
que o reciproco deste resultado nao era verdadeiro. Vejamos um exemplo desta afirmacao.

EXEMPLO 7: Para Q = R?\ {(0,0)}, consideremos o campo vectorial

x2+y2’x2+y2

F(x,w=<F1<x,y>,F2<x,y>>=( N )

Temos

OF O o

T,y) = T,Y) = 5.
No entanto, nao se trata de um campo de gradientes. Integrando este campo ao longo da

circunferéncia C C Q centrada em (0,0) e de raio 1, parametrizada por ¢(t) = (cos(t), sen(t)),
t € [0,27], obtém-se

[T —sen(t) cos(t) R
ygF-ds_ /0 (= O e o) o (t)>.(—sen(t),cos(t))dt— /0 dt = 27 0.

Definicao 3.2.37 Seja Q@ C R"™ um conjunto aberto. ) diz-se simplesmente conexo se,
qualquer que seja a curva de Jordan em ), o conjunto de pontos delimitado pela curva estd
contido em 2.

y

y y

a) b)

Figura 3.28 a) Conjuntos simplesmente conexos e b) conjuntos multiplamente conexos.
Temos o seguinte teorema, que apresentamos sem demonstragao:

Teorema 3.2.12 Seja Q@ C R"™ um aberto simplesmente conexo e F € V(). Entao,

(i) Sen =2,
oF;
dy

OF:
(z,y) = B—Q(x,y) < F € um campo de gradientes.
x
(ii) Sen =3,
rot(F) =0« F € um campo de gradientes.
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EXEMPLO 8: Consideremos o campo F = (32%y + y, 2> + x + 1) definido em R2.

9 2 _ 9 3 _ 2 .
8—y(3x y—i—y)—ax(x +z+1)=32"+1:

Como R? é simplesmente conexo, temos a garantia de que F é um campo de gradientes: F = V f.
Determinemos f, isto é, determinemos a funcao f que satisfaz o sistema

0
6—£(w,y) =32’y +y
g—gj(m,y) =2’ +x+1

Integrando a primeira equagao em ordem a x, obtemos

fla,y) = 2%y + ya + h(y).
Aqui, a constante de integracdo é uma funcao que depende de y. Substituindo na segunda
equagao:

B+ h(y) =23+ +1,
donde concluimos que h'(y) = 1, pelo que h(y) =y + ¢, ¢ € R. Finalmente,

F(z,y) =23y +yr+y+c, ceR.

3.3 Formas diferenciais
Neste capitulo, apresentamos uma outra perspectiva sobre os campos de vectores: as formas
diferenciais.

Definicao 3.3.38 Seja Q2 € R™ um aberto de R". Uma forma diferencial sobre Q0 é uma
aplicacao
w:Q— LR R),

onde L(R™,R) ¢ o espago das aplicagoes lineares de R™ em R.
Uma base de L(R",R) sdo as aplicagOes
dxyg : (x1,m9,...,2) — xp , k€ {1,...,n}.
Assim, as formas diferenciais w sao da forma
w = fidzr1 + fodza + -+ + frnday,

onde as fungdes de valores reais fi estao definidas em 2. A forma diferencidvel w diz-se de classe
CP se as funcoes fi sao de classe CP.

EXEMPLO: Seja f : © ¢ R — R uma fungao diferenciavel no aberto 2. Para cada

(1,...,2y) € Q, df(x1,...,2,) é uma aplicacdo linear de R™ em R. Assim, a aplicagao
w=df : (x1,...,2,) — df(z1,...,2,) é uma forma diferencidvel sobre 2. Vimos na primeira
parte deste curso que
0 0
df = —fdxl +- —fdxn,
ox oxy,

0
ou seja, fr = 8—3;“};’ qualquer que seja k € {1,...,n}.
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3.3.1 Formas diferenciais e campos vectoriais

Seja 2 um aberto de R™. Vimos que toda a forma diferencial w sobre €2 de classe CP se escreve
na forma
w = fidxy + fodxo + -+ + frdx,,

onde as fungdes f; sdo de classe CP. Assim, podemos associar naturalmente a toda a forma
diferencial w o campo vectorial F = (f1, fa,..., fn) € V,(§2) e reciprocamente. Esta constatacao
vai permitir definir o integral d uma forma diferencial ao longo de uma linha:

Definicao 3.3.39 Sejam C C R™ uma linha regular e w uma forma diferencial continua. Defi-

ne-se
/w:/F-ds,
c c

onde F € V,(Q) € o campo vectorial associado a Q2. Se C for parametrizada por ¢ : [a,b] — R",

Lo o0& (1) .

EXEMPLO 1: Seja C o segmento em R? que une os pontos (0,0) e (3,2), orientado de (0,0)
para (3,2), que podemos parametrizar por

¢:10,1] = R%, () = (1 —1)(0,0) +£(3,2) = (3t,2t).

Entao

1 1 1
2
/xydx+y2 dy:/ (3t.2t.3 + (2t)%.2) dt :/ (18t% 4 8t2) dt :/ 26t% dt = 36
C 0 0 0

EXEMPLO 2: Seja C a hélice em R? parametrizada por ¢(t) = (cos(t),sen(t),t), t € [0, 27].

/ ydr +xdy+ 22dz = /%(sen(t)(—sen(t)) + cos(t) cos(t) + t2) dt
C 0

= /27T(COSQ(7§) —sen’?(t) +t?) dt
0

sen(2t) tT o 8

_ /O%(COS(%) + 1) dt = [T+ 3

0 3
Definicao 3.3.40 Seja Q C R"™ um conjunto aberto e w uma forma diferencial de classe C'.
Seja F € V1(Q2) o campo vectorial associado. Entdo:

(i) Se F é um campo de gradientes, w diz-se uma forma exacta, isto é, existe uma fung¢do

feCHR) tal que w = df.
(ii) Sen =3, w diz-se uma forma diferencial fechada se rot(F) = 0.

d 0
(ili) Sen =2, w diz-se uma forma diferencial fechada se ﬁiyl = 6—J;2
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Temos assim a seguinte propriedade:

Proposigao 18 Seja 2 C R™ um conjunto aberto simplesmente conexo. Seja w uma forma
diferencial sobre Q0 de classe C*. Entdo

w fechada < w exacta .
Temos ainda o teorema anélogo ao Teorema 3.2.11:

Teorema 3.3.13 Seja 2 C R™ um aberto conexo por arcos e w uma forma diferencial sobre €.
As sequintes propriedades sao equivalentes:

(i) w € uma forma exacta.

(ii) Para todo o contorno C C €, yg w=0.
c

(iii) Para toda linha paramétrica reqular (C,$) contida em 2, / w € independente do cami-

(C,9)
nho.

3.4 Teorema de Green

Teorema 3.4.14 (Teorema de Jordan) Uma curva de Jordan determina dois conjuntos aber-
tos do plano, Cint € Cert, verificando:

(i) R% = Cipg UCeqt UC.
(ii) Cint € limitado e simplesmente conezo.

(iii) Ceyt € ilimitado e conexo por arcos.

Cint

D

Figura 3.29 Uma curva de Jordan.

Apesar de (em aparéncia) o Teorema de Jordan parecer evidente, a sua prova formal é
extremamente trabalhosa, pelo que sera omitida.

Falaremos de curva de Jordan regular se ¢ for uma parametrizacao regular e de curva de
Jordan seccionalmente regular, se a velocidade ¢’ se anular num subconjunto finito de [a, b].

Enunciamos agora o Teorema de Green:
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\ ¢

Figura 3.30 Uma curva de Jordan seccionalmente regular.

Teorema 3.4.15 (Teorema de Green) Seja 2 C R? um conjunto aberto e F : Q — R2
F(z,y) = (f(z,),9(z,y)) um campo vectorial de classe C'. Seja C C Q uma curva de Jordan
seccionalmente reqular orientada directamente. Entao, se Ciny C S), tem-se

og Of
F-ds = 99 91\ ga
yg s C// (856 8y>d ’

ou, em notacao diferencial,

éf(w,y) dz + g(z,y) dy :c-// (g—fc — g—£> dA.

Demonstragao: Vamos apenas demonstrar o Teorema de Green no caso de C;,s ser um conjunto
misto, isto é, um conjunto que é, em simultaneo, horizontal e verticalmente simples.

Consideremos os campos F; = (f,0) e Fo = (0,¢). Tratando C;,; como um conjunto verti-
calmente simples:

Cint = {(,) eER?:a<z<b A h(z)<y< ho(z)} .

X

Figura 3.31 O conjunto C;,; é verticalmente simples.

Sendo Cj, j = 1,2, a linha parametrizada por ¢; : [a,b] — R?, ¢;(t) = (t,h;(t)):
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/CFl-ds = %Cf(x,y)dx—i-()dy:/CQf(x,y)dx—i-Ody—/Clf(x,y)dx—i—Ody

b b
= / (f(t; ha(1)),0) - (Lh’z(t))dt—/ (f(t:h1(1)),0) - (1, 1 (1)) dt
b

b b
= [ @)= [ fem@)a=— [ eyl o

b rhi(t) 8f af
= - —(t,y)dy = —//—dA.
/a/hg(t) ay( v)dy J dy

Tratemos agora C;,+ como um conjunto horizontalmente simples:

Cint = {(m,y) eR?:c<y<d A El(y) <z <E2(y)}.

X
Figura 3.32 O conjunto C;,; é horizontalmente simples.

Sendo 5J a linha parametrizada por v; : [c,d] — R?, ¢ (t) = (Ej(t),t):

/Fg-ds = ¢de+g(x,y)dy:/~0dm+g(m,y)dy—/~de—i-g(x,y)dy
C C

Co C1

d _ . d - -

= [ uaha(t).0) - (0. 1) e~ [ (0,900 0,0)) - (s (0). 1)
cd~ . c

— [ a0t~ [ g a

d rha(t) 89 89
= —(x,t dx://—dA.
/C /}izl(t) 856( ) & 8:6

Finalmente,

/CF-ds:/Cf(x,y)dx—i—g(x,y)dy:/cFl-ds—l—/ch-ds://<%—g—£>dA.

Cint
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NOTAS:

(i) SeCint Z 2, o duplo integral do segundo membro nao faria sentido, uma vez que as fungoes
f e g apenas estao definidas em €.

(ii) Sabemos que se F é um campo fechado definido num aberto 2 C R? simplesmente conexo,
entdo F é conservativo. O Teorema de Green “contém” de certa forma este resultado.

De facto, se 2 é simplesmente conexo, para toda a curva de Jordan C C €2 tem-se C;p C €2,
visto £ ndo possuir “buracos”. Assim, se F é fechado,

oo [ (32-50)oa= ffoua-o

Entao, como todos os integrais ao longo de curvas simples fechadas sao nulos, F é um
campo conservativo.

EXEMPLO 1: Seja C a circunferéncia centrada em 0 e de raio 1 (orientada no sentido directo)
ew= (er cos(@) _ 3 dg + (ey2 + 2%)dy.
Para calcular I = @ w, poderiamos, por exemplo, parametrizar a circunferéncia do seguinte

C
modo:

¢ :[0,27] — R?, ¢(t) = (cos(t),sen(t)).

Entao,

27
I = / (eCOSQ(t) cos(cos(t)) _ sen(t), s 4 cos®(t)) - (— sen(t), cos(t)) dt
0

21
= / —sen(t) (eCOSQ(t) cos(cos(t)) _ sen3(t)> + cos(t) (esen%) + COSB(t)) dt
0

Este integral nao pode ser calculado explicitamente. No entanto, como C é uma curva de
Jordan regular e w estd definida em C;,¢, podemos aplicar o Teorema de Green:

2
= //(3.%'2 + 3y?) dA = 3/ r2r dr df (em coordenadas polares)
0

Cint

2w
= 3/ ldg—é
o 4 2

EXEMPLO 2: Seja 7 o triangulo de vértices (0,0), (1,0) e (1,2). Seja F(z,y) = (2?y,x) um
campo de forcas. Qual o trabalho W realizado por F sobre um ponto material que percorre uma
vez 7 no sentido directo? A linha 7 é uma curva de Jordan seccionalmente regular e o campo
vectorial estd definido no seu interior. Assim:

v = o [ (G- - fla-so
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Figura 3.33 A curva de Jordan do Exemplo 2.
Como Tiny = {(z,9) ER?*:0<x <1 A 0<y < 2z},
1 2 ) 1 ) 1 9ugql
W:/O /0 (1—-=z )dydx:/o 2z(1 —x )d:c:—g[(l—:c ) ]0: 7
De notar que o campo F nao é conservativo.

O Teorema de Green pode ainda ser ttil para calcular a area do interior de uma curva de
Jordan. De facto,

A(Cint) = //dA = éf(xay) dr + g(z,y) dy,
¢

int

0 0
onde f e g devem ser escolhidas por forma a que 99 _ —f =1.

dx 0

1
A(Cint) :ﬁxdy:—ﬁydx: —%—ydm—i—xdy.
c c 2 Je

EXEMPLO 3: Por exemplo, vamos calcular a drea do interior da elipse £ de eixos a e b. Tal
elipse pode ser parametrizada por

Temos assim

¢ :[0,27] — R? &(t) = (acos(t),bsen(t)).
Assim,
2m
A(&int) = ygxdy = /0 (acos(t),0) - (— asen(t),beos(t)) dt

2 T 1+ 2cos(2t
= ab/ cos?(t) dt = ab/ %S() dt = wab.
0 0
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3.5 Superficies em R?

Vimos que uma linha no espago pode ser parametrizada por uma fungao ¢ definida num intervalo
I de R. De modo analogo, podemos parametrizar uma superficie no espaco através de uma funcao
definida numa regido de R?. Ao definirmos linha em R? verificimos que essa nocao inclufa como

caso particular as curvas que sao graficos de funcgoes reais de variavel real. Neste capitulo, ao

definir superficie paramétrica veremos que estamos a incluir o grafico de uma funcao real de
duas variaveis reais.

¢ z

ﬁ )
o y

X

Figura 3.34 Parametrizacao de uma superficie.

Definicao 3.5.41 O conjunto S C R? diz-se uma superficie se existir wma funcao continua
¢: DcR® — R?

(uav) - ¢(uav) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v))

tal que S = ¢(D). Diz-se que ¢ € uma parametrizacio de S. Se ¢ € diferencidvel ou de classe
C! diz-se que a superficie € diferencidvel ou de classe C.

Lo

\ X
X
A\

N

4%

N
=2 22850500,
7
5SSOSO
S S S

———

{
|
&

Figura 3.35 Exemplos de superficies em R3.
Antes de prosseguirmos vejamos alguns exemplos de parametrizagoes.

EXEMPLO 1: Consideremos a esfera z? + 3% + 22

a’®, a > 0, em R3. Usando coordenadas
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AT

=

Figura 3.36 Uma esfera, um cilindro e um cone.

=
L
1

esféricas podemos escrever
x = asen(p)cos(f), y=asen(p)sen(d), z=a cos(p),
onde ¢ € [0,7] e 6 € [0,27]. A funcdo ¢ : [0,27] x [0, 7] — R? definida por ¢(6, ) = (z,y,2) é
uma parametrizagao da esfera de centro em (0,0,0) e raio a (ver Figura 3.36).
EXEMPLO 2: O cilindro % +y? = 9 com 0 < z < 4, pode ser parametrizado do seguinte modo:
x =3cos(f), y=3sen(d), =z=z,

onde 0 < 0 <2me0<z<4, tendo em conta que em coordenadas cilindricas o cilindro tem a
representagao r = 3 (ver Figura 3.36).

Seja f : D — R3. O gréfico de f
Gy={(w,y,2) eR®: (w,y) €D A z = f(x,9)}
é uma superficie parametrizada por

¢: DCR: — R3
(u,v)  — (u,v) = (u,v, f(u,v))

EXEMPLO 3: Seja z = /22 +y2. Uma parametrizacao da superficie que é o gréfico desta

funcao é
r=u, y=v, z=\VuZ+v2

EXEMPLO 4: Consideremos o plano paralelo a dois vectores o e 3 e que passa no ponto
Xo = (a,b,c). Designemos por N = (A, B,C) o vector a x (3. Sabemos que este vector é
perpendicular ao plano. A equagao do plano pode escrever-se A(x —a)+ B(y—b)+C(z—c¢) =0

A funcdo ¢ : D C R? — R3, definida por ¢(u,v) = Xo + ua + v/3, é uma parametrizacao do
plano gerado pelos vectores a e 3.

Se a superficie é uma superficie de revolucao obtida pela rotacao do gréfico de uma funcao
y = f(x), definida no intervalo [a,b], em torno do eixo dos xx, podemos parametrizé-la do
seguinte modo:
x=u, y=f(u)cos(v), z= f(u)sen(u),
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Figura 3.37 O plano gerado por « e 3 e que passa no ponto (a, b, c).

ondea<u<beO<wv<2m.

EXEMPLO 5: Sejay =e %, z € [0,3]. A superficie que se obtém rodando a curva em torno do
eixo dos zx estd representada na Figura 3.38 e tem a parametrizacao

r=u, y=e “cos(v), z=-¢e “sen(u),

onde 0 <u<3el<v<2r.

X

Figura 3.38 Uma superficie de revolugao.

Definigao 3.5.42 Uma fun¢do ¢ : D — R3 diz-se regular no ponto (ug,vg) se é continuamente
diferencidvel e a matriz jacobiana de ¢ messe ponto tem caracteristica 2. A funcao ¢ diz-se
reqular em D se for reqular em todos os pontos de D.

Vejamos esta definicdo com mais pormenor.
Seja S uma superficie parametrizada por uma funcao diferencidvel ¢ : D — R3,

¢(u7 U) = (.%'(’U,, ’U), y(u7 U)v z(u, ’U))

Para u, fixo, ¢1 : v — ¢(u,,v) parametriza uma linha C; tracada sobre S. Assim, o vector
velocidade

15) 0 15)
Tu(uo, vo) = ¢ (vo) = <a—z(uo,vo), a—z(uo,vo), a—z(uo,vo))
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¢ (uo,v0)

(up,vo)

Vo

w /. LT v Y

u / D

X

Figura 3.39 Os vectores tangentes.

é tangente a Cq, logo a S.
Da mesma forma, considerando a linha Cy parametrizada por ¢s : u — ¢(u, vg), o vector

ox 0 0z
T, (ug,vo) = ¢ (vg) = <%(U0,U0), 8—3(110,@0), %(Uo,vo)>

é tangente a S.

Suponhamos que estes dois vectores, T;, e T, sao linearmente independentes. Sendo assim,
geram um plano que é o plano tangente a superficie S.

Portanto, o plano tangente existe se pudermos garantir que os vectores T, e T, sao linear-
mente independentes no ponto (ug,vg). Mas as coordenadas destes vectores sdo as colunas da
matriz jacobiana da fungao ¢:

or Ox
du v
9y Oy
ou  Ov
0z 0z

L Ou  Ov

Conhecemos o seguinte teorema da Algebra Linear:

Teorema 3.5.16 Seja S C R uma superficie parametrizada por uma funcao diferencidvel
¢ :D — R3, p(u,v) = (x,y,2). Sio equivalentes as sequintes condi¢ies:

(a) Ty (ug,v0) e Ty(ug,vo) sao linearmente independentes;
(b) A caracteristica da matriz jacobiana de ¢ no ponto (ug,vg) € 2;

(¢) Tyu(ug,vo) x Ty(ug,vo) # 0.

De acordo com este teorema, os vectores tangentes 1), e T, de uma superficie regular sao
independentes e, portanto, geram um plano.
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Definicao 3.5.43 Seja S uma superficie regular. O plano tangente a S no ponto ¢(ug,vy) € o
plano gerado pelos vectores Ty, (ug,vo) e Ty(ug,vo).

O vector T, x T, é ortogonal aos vectores Ty, e T, e, consequentemente, é ortogonal ao plano
tangente a superficie no ponto ¢(ug,vg) = (a,b,c). A equagdo do plano tangente é

(x —a,y—b,z—c) (Ty(ug,vo) x Ty (up,vg)) = 0.

EXEMPLO 6: Seja f : D — R. Vimos que o grafico de f

Gy ={(z,y,2) eR*: (w,y) €D A z = f(x,9)}
é uma superficie parametrizada por

¢: DCR? — R3
(w,0) = d(u,v) = (u, v, f(u,v))

o T — of _ of
Entao T, = <1,0, au(u,v)> eT, = <0,1, 3

()

(u, U)) . O vector

0 0
T, xT, = <—8—£(u,v), —a—i(u,v), 1)

é normal a G'y. Obtemos a equagao do plano tangente a superficie em M = (xo, yo, f(x0,¥0)):

z = f(xo,90) + ( — xo)%(wo,yo) +(y — yo)g—z(%,yo)-

EXEMPLO 7: A fungao ¢ : [0,27] x [0, 7] — R? definida por ¢(0,¢) = (z,y, z) onde
x = asen(p)cos(d), y=asen(p)sen(d), z=a cos(yp),
é uma parametrizacao da esfera de centro em (0,0,0) e raio a, a > 0. Entao

Ty = (—asen(y) sen(0), asen(p) cos(6),0)

T, = (acos(y) cos(#), acos(p) sen(f), —asen(y)) .
O vector
Ty x T, = (—a® sen?(y) cos(0), —a® sen® () sen(0), —a? sen(y) cos(¢))

2
é normal & esfera. Consideremos o ponto gb(%, %) = (g, g, %) Obtemos

2 2 2 2 2
4 4 2
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CLCLCL—\/§>:

e a equacao do plano tangente a superficie em M = (

22" 2
a a a\/§ a2\/§ a2\/§ a?
(x__7y__7z_—)' - y 'y T o :07
2 2 2 4 4 2

ou seja, V2x + \/§y+ 22 —2a4/2 = 0.
EXEMPLO 8: Uma parametrizacao da superficie que é o grafico de z = /22 + 32 é
r=u, y=v, z=\VuZ+v2

u (Y
Entao T, = | 1,0, — ) e T, = | 0,1, ———]. O vector
b ( \/u2+v2> ’ < \/u2+02)

u (%
= (_\/u2+02’_\/u2+v2’1>

¢ normal a Gy. Obtemos a equagao do plano tangente a superficie em M = (x, yo, \/ac% + y(z)):

2 2 v :
_ +y2—(z— — A Va2 + o2 '
o m (x :CO) (\/m>(mo,yo) (y yO) <\/m>($0=310)

Note-se que esta superficie é regular em todos os pontos a excepcao do ponto (0,0,0).

3.5.1 Integral de superficie

Seja © C R? um conjunto aberto e f : Q — R uma funcio limitada. Seja S uma superficie
parametrizada por ¢ : D — R3, ¢(u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v)), com S C €.

Trata-se agora de definir um integral de superficie fds.
S

v
Rij (Ui Vi)
d=vy --- 7
Vil -— -
Vif-—-
Y —
c=v |-
0 | | | | | | | | | | | | |
I I I I I I I I I I I I I
| | | | | | | | | | | | |
I I I I I I I I I I I I I
I I I I I I I I I I I I I
| | | | | | | | | | | | |
I I I I I I I I I I I I I
| | | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | | |
I I I I I I I I I I I I I
a=u, u, u, u, U, b=u,, u

Figura 3.40 A particao P.
Comecamos por fazer uma particao de D. Sejam a, b, ¢, d tais que D C [a,b] X [c,d]. Seja

P ={(uj,v;) ER*:0<i<M A 0<j <N},
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coma=u<u <---<uy=bec=vyg<u <--<ovny=d.
Escrevemos entao
'DZURZ‘J‘,

onde R;; = DN R;; e R;; é o rectangulo plano de vértices (u;,vj), (Uit1,v5), (ui,vj41) e
(Uit1,vj41) (note-se que R; ; ndo é necessariamente um rectangulo):

Designando por A; ; a area da projeccao de ¢(R; ;) no plano tangente a S no ponto ¢(u;, v;),
escrevemos como habitualmente as somas de Darboux:

M N

Sp=Y_>" sup f((u,v))Ai,

i=0 j—=0 (WV)ER;

€ M N
sp=_Y inf  f((u,v)) A
=0 = (u,0)ER; j

Estamos agora em condigoes de dar a seguinte definicao:

Definicao 3.5.44 Com as notacdes anteriores, se suppsp = infp Sp, dizemos que f € in-
tegravel em S e denotamos
// 7dS = supsp = inf Sp.
S P P

Sem demonstragao, e chamando apenas a atencao para a analogia com os integrais de linha,
damos agora a propriedade que permite calcular na pratica integrais de superficie:

Proposigao 19 Seja S uma superficie parametrizada por

é:D — R3, d(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)).

Seja f: Q CR3 — R uma funcdo continua, com S C Q. Entao,

/[SdeZ//f(¢(u,v))\lTu(u,v) x Ty(u,v)|| dA,
D

ox oy 0z Oz dy 0z .
onde Ty(u,v) = <%(u,v), %(u,v), %(u,v)) e Ty(u,v) = (%(u,v), %(u,v), %(u,v)) sao

0s vectores nao colineares tangentes a S em ¢(u,v) anteriormente definidos.
NOTA: Podemos expressar || T, x T,|| de outro modo

T, xT, — <8x dy 8z> y ((%v dy 62)

_(9y9z 020y 020x 0Ox0z Oxdy Oyox
S\ Oudv  Oudv Oudv  Oudv dudv  Oudv

_ <8(y,z) (2, ) a(sc,y)>

A(u,v)’ d(u,v)” d(u,v)
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portanto,

mon- () (35) (362

Como para os integrais de linha, é possivel mostrar que a expressao do membro da direita
nao depende da parametrizacao ¢ de S. Caso contrério, esta 1iltima proposicao nao faria sentido!

EXEMPLO 1: Calculemos o integral // \/m dS onde S é a superficie parametrizada
por S

x = rcos(0)

y = rsen(f)

z=10
com (r,0) € D =[-2,2] x [0,27]. Temos

T x Tyl = ||(cos(d), sen(6),0) x (—rsen(f),rcos(d),1)| = ||(sen(d), —cos(f),r)|| = V2 +1

[§]

//\/x2+y2+1d5'://\/1"20082(0)—1—1"286112(0)+1\/r2+1dA
S
D

2 2 2 3 2 27 29 44
= / / (r2+1)drd0:/ [T——i—r} d@z/ —df = —.
0 J-2 o L3 o o 3 3

X

Figura 3.41

EXEMPLO 2: Calculemos o integral // (ac2 +y+1)dS onde S é a superficie parametrizada por
S

x = 3cos()
y = 3sen(f)
z=2z

com (0,z) € D =[0,2x] x [0,4] (ver Figura 3.42). Temos
1Ty x T:|| = [[(=3sen(6), 3 cos(6),0) x (0,0, 1)[| = [[(3cos(0), 3sen(6), 0)[| = 3
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(2> +y+1)dS =3 [[ (9cos?(#) + 3sen(d) + 1) dA
Ik ]

2 27 1
/ / (9cos®(0) + 3sen(0) + 1) dz dh = 12/ (9- —i—c%(%) + 3sen(6) + 1) df
0

27

= [ 0+ 1 sen(20) — 3cos(0) + 0] = 1327.
0

=
]
-~
Z
Z

Z
gz

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

NN

Figura 3.42

EXEMPLO 3: Calculemos o integral // yzdS onde S é a porcao do plano 2z +3y+2z = 1 que
S
estd no primeiro octante. Sendo f(x,y,z) = yz, ¢(u,v) = (u,v, ( —2u —3v)) e R a projecgao

de S no plano zy (ver Figura 3.43) temos

2 +3y+22=1
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1 2
VIT (3 [~Ruts Vi7 2
:T/Q/ ’ (v—2uv—3v)dvdu- / 1—2u—21})] 3 qu
0

- G e [, -

Teorema 3.5.17

(a) Seja S uma superficie com equacdio z = g(x,y) e seja R a sua projec¢cdo no plano xy. Se
g € de classe C' em R e f: S — R € continua em S entdo

[ as - //fwygxy>\/<§;> +<g—;)2+1dA

(b) Seja S uma superficie com equagio y = g(x,z) e seja R a sua projec¢do no plano xz. Se
g ¢ de classe C' em R e f: S — R € continua em S entdo

//de //f:cng >\/<§i) +(%>2+1d/1

(¢) Seja S uma superficie com equacao x = g(y,z) e seja R a sua projec¢ao no plano yz. Se
g € de classe C* em R e f: S — R € continua em S entdo

[ ras - //f 9(y,2). 3,2 )\/@5) +<%>2+1dA

NOTA: Da mesma forma que para os integrais de linha, obtemos, quando f é a func¢ao identi-
camente igual a 1, a area da superficie de S:

S)://SdS.

EXEMPLO 4: Calcule a drea de uma esfera de raio a. Utilizando as coordenadas esféricas é
facil verificar que a esfera centrada na origem e de raio a pode ser parametrizada por:

x = asen(p) cos(0)
y = asen(p)sen(h)

z = a cos(p)
com (0,¢) € D =[0,2n] x [0, 7]. Temos

) — (856 8y 0z

90’ 06’ ae) (—asen(p)sen(d),asen(p)cos(f),0)
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Logo:
Ty x T, = (—a®sen?(y) cos(#), —a® sen’(¢p) sen(h), —a? sen(y) cos(p)).

A norma deste vector é dada por:

[Ty x T,|| = v/a*sent(p) cos2() + a* sent () sen2(0) + a? sen2(p) cos? (i)

= /a*sent () + a* sen2 () cos?(p) = v/atsen2(p) = a? sen(yp)
porque para ¢ € [0, 7], sen(p) > 0. A drea da esfera é:

2w ™
A= // Ty x T,|| dA = / / a? sen (i) dyp df = 27ra2/ sen(yp) dp = 4ma’.
D o Jo 0

EXEMPLO 5: Calculemos a area do cone parametrizado por

x = u cos(v)
y = usen(v)

Z=U

com (u,v) € D =[0,1] x [0, 27].

Temos
_ (Ox Oy Oz\
T, = (%’ -, %) = (cos(v), sen(v), 1)
e
_(0x Oy Oz\
7= (2% %) (Cusen(v), ueos(v),0)
Logo:

Ty x Ty = (—ucos(v), —usen(v), u).

A norma deste vector é dada por:

| T % Ty || = /12 cos2(v) + u?sen2(v) + u2 = V2u

porque u € [0,1]. A &rea do cone é:

2 1
A:// HTuxTquA:/ / V2ududy =2m.
D 0 0

EXEMPLO 6: Calculemos a &rea de superficie do cilindro parabédlico y = 2?2 limitado pelos

planos y =0,y =1, 2 = 0 e z = 2. Considerando que y = 22

podemos escrever, pelo Teorema 3.5.17, que a area pedida é dada pelo integral

Joos= () + (2) o1

é uma fungao da forma y = g(z, 2)
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Figura 3.44

onde R = {(z,2) €R?: -1 <2 <1 A 0<2z<2}. Entdo

//‘9 = /02/—11\/dedz :2/_11de:2\/5+1%(2+\/§)

EXEMPLO 7: Calculemos a area da superficie que se obtém por rotacao em torno do eixo dos
xzx do gréfico de f : [a,b] — R. Vimos num exemplo anterior que uma parametrizacao possivel é

y = f(u)cos(v)
z = f(u)sen(v)

com (u,v) € D = [a,b] x [0,27]. Temos

T, = (1 %COS(U) %sen(v))
T, = <0 —f(u)sen(v), f(u)cos(v)).

Logo: 5
Tyx T = (Fu) 3L

A norma deste vector é dada por:

2
HRxﬂM=¢UWW<%)-Hﬂwﬂwﬂw+dwwwﬂ@%ﬂﬂw

//SdS://||TuxTu||dA=/027r/ab|f(u)| 1+< f> dudv—27r/ |f(u
R

 [(u) cos(v), = f (u) sen(v)).
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Vejamos um caso concreto. Suponhamos que f(z) = /x, definida em [0,1]. A &rea da
superficie de revolucao sera

//SdS:%r/Ol\/ﬂ\/@du:gﬂ/ol\/Edu:%(&/g—l).

3.5.2 Fluxo de um campo de vectores

Pretendemos nesta seccao definir integral de superficie de um campo vectorial. Tal como nos
integrais de linha veremos mais adiante a questao sobre a dependéncia ou independéncia do
valor do integral em relacao a parametrizacao da superficie.

Definicao 3.5.45 Seja S uma superficie parametrizada por ¢ : D — R3. Seja F : S — R3 um
campo vectorial continuo em S. O integral de superficie de F sobre S, representado por

//SF-dS,
//SF.dS = //F(¢(u,v)) (T, x Tp,) dudv.
D

NOTA: A este integral também se chama fluxo de F através de S.

€ definido por

EXEMPLO 1: Seja S a esfera de centro em (0,0,0) e raio 4 e F o campo vectorial definido por
F(z,y,z) = (z,y,2). No Exemplo 4 da secgao anterior vimos que uma parametrizagao da esfera
) x = 4sen(p) cos()

y = 4sen(p)sen(f)

z =4 cos(p)
com (0,¢) € D = 1[0,27] x [0, 7].

Ty x T, = (—4% sen?(p) cos(h), —4% sen? () sen(8), —42 sen(y) cos(y)).

//SF.dS z/oﬂ/ow(F(qb(H,so)) -(Ty x T,) d dy

= 27r/ —43sen(p) dy
0

Entao

=2 [4° cos(gp)]g = 41

EXEMPLO 2: Seja S a esfera de centro em (0,0,0) e raio 4 e F o campo vectorial definido por
F(z,y,z) = (z,y,z). Consideremos a seguinte parametrizagao da esfera

z =4 cos(p)
y = 4sen(p)sen(f)
z = 4sen(p) cos(0)
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com (6,¢) € D =|0,2n] x [0, n].
Ty x T, = (4% sen(y) cos(i), 42 sen® () sen(), 4% sen® () cos(6)).

Entao

Jras = [ [ TR (60.0) - (Ty < Tp) do dp
- /0 /OZW 4% sen(p) i di

= 27r/ 43 sen(y) d
0

_ 3 T 44
=27 [4 cos(gp)]o =47
Note-se que os integrais dos dois exemplos anteriores diferem apenas no sinal. Este facto
deve-se a termos usado duas parametrizagoes diferentes para a esfera.

Para fixar o sinal precisamos de orientar a superficie.

Definicao 3.5.46 Uma superficie reqular S C R3 diz-se orientdvel se for possivel definir em
cada ponto x € S um campo vectorial continuo n(x) ortogonal a S e tal que |n(z)|| = 1.

Em cada ponto de uma superficie regular S existem dois vectores unitarios normais a S, nj e
ny = —n;. Cada um destes dois vectores pode ser associado a um dos lados da superficie. Uma
superficie orientavel é, portanto, uma superficie com dois lados: um é o lado positivo e o outro
sera o lado negativo. Fala-se em superficie orientada quando em cada ponto de S se escolheu
um destes dois vectores.

X

Figura 3.45 Os dois possiveis vectores normais a uma superficie num ponto.

As seguintes superficies sao orientaveis:

(a) Superficies que possam ser representadas por uma parametrizacao, isto é, existe uma
funcio ¢ : D — R3 tal que (D) = S. A parametrizacio orienta de forma natural a
superficie. Vimos que no ponto ¢(ug,vg), 0 vector

T (uo, vo) x Ty (ug,vo)
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é normal a S e a fungao
Tu(u,v) X Ty(u,v)
1T (u, v) X Ty (u, )]

é continua. Temos pois duas possibilidades para a escolha do vector n(u,, v,):

T (uo,vo) x Ty(ug,vo)
| T (w0, vo) x Ty(ug,vo)|

n(ug,vp) = =

Se o sinal for positivo, dizemos que a orientacao de S é positiva. Caso contrario, dizemos
que a orientacao é negativa.

Superficies de nivel. Se g : R*> — R é uma funcao de classe C! e (a,b,c) é um ponto da
superficie de nivel S definida por g(z,y,z) = k, k constante, entdao o vector Vg(a,b,c) é
ortogonal a S. Escolhemos como campo vectorial normal o gradiente.

Graficos de fungoes. Seja S o gréfico da fungao z = f(z,y). Consideremos a fungao
g(x,y,2) = z— f(z,y). O grafico de f é uma superficie de nivel da fungao g. A orientagao
do grafico é a orientagdo dada pelo vector unitario normal

_of _of
ox’ Oy’

af\*  [0f\?
1 (20) 4 (Y
ox dy
Dizemos que a superficie estd orientada para cima porque a terceira coordenada do vector
é positiva.

n—

Superficies fechadas: Estas superficies sao fronteiras de solidos. Para superficies fecha-
das, falaremos em orientagao positiva (resp. negativa) se os vectores normais estiverem
orientados do interior para o exterior (resp. do exterior para o interior).

Figura 3.46 Superficie fechada com a orientacao positiva.

Notemos que certas superficies nao sao orientaveis. Um exemplo famoso é a banda de Mdbius
(ver Figura 3.47).
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Figura 3.47 A banda de Mobius é uma superficie nao orientavel.

Teorema 3.5.18 Seja S uma superficie orientada e F um campo vectorial continuo sobre um

aberto 2, com S C ). Entao
//F-dS://F-ndS.
S S

Se S estiver orientada segundo uma certa parametrizacao ¢ de S, tem-se

// F-ndS = //F(gb(u,v)) ‘n(u,v)||Ty(u,v) x Ty(u,v)||dA
_ // F(b(u,v)) - (Tu(u,v) x Ty(u,v)) dA.

Caso contrério,

//S FondS — // F(6(,0)) - n(u,0) | Ty (u, v) x T (u, v)]| dA

D
_ // F((u, v)) - (To(u, v) x Ty (u, v)) dA.
D

EXEMPLO 3: Calculo do fluxo do campo F(z,y,2) = (x,y,zy) no paraboléide P de equagao
z=4—2%—y? (x,y) € D =[0,1] x [0,1] orientado "para baixo”, isto é, o vector normal tem
em cada ponto da superficie uma cota negativa.

No ponto de coordenadas (z,y) o plano tangente ao paraboldide é gerado pelos vectores:

T, =(1,0,-2z) e T, = (0,1, —2y).
Um vector normal a superficie é dado por:
T, x Ty = (2x,2y,1),

que é virado ”para cima”, logo o fluxo é dado por:

//PF.nds:—//DF.(n ><Ty)dA:/01/01(56(—23:)+y(—2y)+:cy(—1))dxdy
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2 1 !

// (222 + 22 -I—xy)d:cdy——/ [§x3+§x2y+2xy2] dy
0
2 1 2 19
= 22) dy = — 1=—=—".
/0(3+2y+ y2) dy [3y+4y +3y]0 D

3.5.3 Teorema de Stokes

Vimos, com o Teorema de Green, que existe uma relacao muito forte entre o integral de um
campo vectorial ao longo de uma curva de Jordan e o duplo integral, no interior dessa curva,
do seu rotacional escalar. O Teorema de Stokes generaliza de certa forma esta propriedade a
superficies de R3.

Seja S uma superficie cujo bordo é uma linha C. Como é sabido, existem duas orientacoes
possiveis para C e duas orientacoes possiveis para os vectores unitarios normais a . Diremos
que C é orientada de acordo com S se estas duas orientacoes se relacionarem de acordo com a
regra do “saca-rolhas”’ou da “mao direita”:

C

Nesta situacao temos o Teorema de Stokes:

Teorema 3.5.19 (Teorema de Stokes) Seja S uma superficie orientada, de bordo C orien-
tado de acordo com S. Entdo, para todo campo vectorial F de classe C* definido num aberto Q

que contenha S,
// rot(F) -ndS = §I§F ds.

EXEMPLQO: Calcule, utilizando o Teorema de Stokes, a circulagao 956 Fds em que F = (32,22, 2?)
e C é a interseccio do cilindro 22 + y?> = 1 com o plano y + z = 1 orientado de forma a que a
sua projeccao no plano z = 0 esteja orientado no sentido directo.

Consideremos S a superficie de forma eliptica contida no plano y + z = 1 e de bordo C
orientada “para cima” (pela regra do “saca-rolhas”esta orientada de acordo com a orientagao de
C).

Pelo Teorema de Stokes, tem-se:

%F ds—//rot -ndS.

Note-se que no Teorema de Stokes podemos utilizar qualquer superficie de bordo C; no
entanto, aquela que escolhemos simplifica os calculos.
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Tem-se que:
rot(F) = (0,0,2z — 2y)

e se considerarmos que o plano y + z = 1 é parametrizado por:

o(z,y) = (z,y,1 —y)

com (x,y) € D = {2? +4? < 1}, entdo um vector normal ao plano no ponto (z,y,y — 1) é dado
por:

T, x T, = (1,0,0) x (0,1, —1) = (0,1,1)

dado que esse vector tem cota positiva ele corresponde a orientacao de S, logo:

ygF-ds = //D(O,O, 2¢—2y)-(0,1,1)dA = //D(2:c—2y)dA = 2/027r /01 r(cos(0) +sen(0))r drdf

27
== /0 (cos(f) + sen(#))df =0

3.5.4 Teorema de Gauss

Consideremos agora uma superficie fechada (isto é, sem bordo). Aplicando o Teorema de Stokes,
temos que para qualquer campo F definido em S,

#rot(F)-ndS’:ygF-ds:O.
S 0

Ou seja, o fluxo de um rotacional através de uma superficie fechada é nulo.
Vamos apresentar um ultimo teorema que liga o fluxo de um campo através de uma superficie
fechada a um integral de volume:

Teorema 3.5.20 (Teorema de Gauss (ou da divergéncia)) Seja S uma superficie fechada,
orientada para o exterior e F um campo vectorial de classe C' definido em S e no interior de

S. Entao,
#F-NdS:/// div(F) dV.
S S

int

Demonstracao: Vamos provar o Teorema de Gauss no caso em que S;,; ¢ um solido de tipo I,
da forma:

Sint = {(.’L’,y, Z) eR’: (.’L’,y) €A N g(x,y) <z< h(.’IJ,y)}

Consideremos as superficies S e S9 parametrizadas respectivamente por

o1 (u,v) € A— (u,v,h(u,v)) e os: (u,v) € A— (u,v,g(u,v)) :
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Z
z=h(x,y) S1 .
S2
z=g(x,y)
n
y

X

Seja F = (f1, f2, f3) um campo de classe C'. Definimos os campos F; = (f1,0,0), Fo =
(0, f2,0) e F3 = (0,0, f3). O Teorema de Gauss resulta do facto de:

//FlndS // Oh gy,

// FymdS = /// 12
//F3 nds = // s gy

somando estas trés identidades obtém-se o resultado.
Provamos apenas a ltima destas formulas: Temos

//andS:// FgIldS—i-// FgIldS
S S1 So

Em Si, com as notagoes habituais,

Oh  Oh

[T x Tylln = T x T, = (_%’_O_x’ 1)

pelo que

//SlFs ndS = //OOf:sxy’ (@, y)] - [ gh 8h 1]dA = //fgx% (z,y)) dA.

Da mesma forma, em S5,

0g 0Og
Ty x Ty|n =T, x T, = (%, e —1):

Fynds = [[ 10,0, fs(e,p 9] - 122, 22, 1jaa = — [ fale,y, 9(2.)) dA,
//32 //A Ox’ Ox A
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Finalmente,

//Fg-l’lds = // andS+// F3-ndS
S S1 S2

~ || v beania- | pesoeia
= [ttt - pogtpiaa = fJ Hav

int

EXEMPLO: Calcule, utilizando o Teorema de Gauss, o fluxo #3 F-ndS com F = (z, zx,y%23)
e S a superficie do sélido limitado pelo paraboléide z = 4 — 22 — »2 e o plano z = 0 orientada
positivamente.
Tem-se:
div(F) =1,

logo pelo Teorema de Gauss:

47:)3271;2
#F-ndS:/// dV:/// d=dA
S Sint DJO

com D = {(z,y) : 22 + 3? < 4}, utilizando coordenadas polares tem-se:

2 2 pd—r? 2
2
#F-ndS:/ / / rdzdrd9:27r/ (4—7“2)7“dr:3—7r.
S o Jo Jo 0 3

Note que o calculo directo do fluxo é bastante mais complicado.



3.6 Exercicios Propostos

123

3.6 Exercicios Propostos

3.6.1 Linhas em R". Coordenadas polares.

1. Esboce as curvas de representacao paramétrica:

(a) (sen(t),3cos(t)), t € [0,27];

(b) (t+2,t,2t+1),t € [0,1];

(¢) (t—2,82+1), t€[-1,2];

(d) (t+1,2t —1,3t), t € [—4,4];

(e) (4cos(2t),2sen(2t)), t € [0, 7];
(f) (14 cos(t),2 +sen(t), t € [0, F].

2. Faga corresponder a cada um dos graficos a respectiva representagao paramétrica:

(a) &(t) = (5, cos(3t),sen(t));

(b) 6(t) = (sen(mt), —t,1);

() B(t) = (cos(t), cos(t), log(t));
(d) ¢(t) = (sen(t),cos(t),sen(t2))

m

& 5
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3. Calcule o vector velocidade e a equagao da recta tangente, num ponto ¢(tg), para cada

uma das seguintes curvas:

(a) B(t) = (2(t — sen(t)), 2(1 — cos(1))), ¢ € [0, 21];
(b) ¢(t) = (cos(27t),sen(2t), sen(4nt)), t € [0,1];
(c) &(t) = (cos(t),sen(t),t), t € [0,];

(d) ¢(t) = (cos®(t),sen(t)), t € [0, 27];

(e) o(t) = (V2t,e',e™), t € [0,4].

4. Calcule o comprimento das curvas com as seguintes parametrizacoes:

(a) ¢(t) = (1’t’t2)’ le [Oa 1];
(b) ¢(t) = (t,tsen(t),tcos(t)), t € [0,7];
(©) (1) = { (2cos(t),t,2sen(t)), set € |0,2n]
(2,t,t — 2m), se t € [2m, 4]
(d) @(t) = (2t°2,41), t € [0,1];
(e) o(t) = (cos(t) + tsen(t),sen(t) — tcos(t), @tQ), t € [0,2x];
(f) (21 +1)2, —(1 —1)2,v2t), t € -4, 1];
(g) (arcsen( ) Llog(1 —t2)), t €0, 5];
(h) ¢(t) = (log(t),2t, %), t € [1,¢].

5. Reparametrize as seguintes curvas com a abcissa curvilinea

(a) 6(t) = (2t,1 — 3t,5 + 4t);
(b) ¢(t) = (e2 cos(2t),2, e2).

6. Calcule o comprimento dos graficos das seguintes fungoes reais de varidvel real:

(a) f(x)=log(z*—1), z € [2,5];
(b) f(z) =2+ 53, 2 € [1,2];
(c) f(z)=tg(z) — §(z + 3sen(x)), = € [0, F];
(d) flz)= % z(x —3), z €10,3];
(e) f(z) = 2* — log(z), v € [1,5];
(f) f(z) = log(sen(x)), = € [§, §;
(g) f(z)=3z%—1,2¢€(0,1];
6
W) f) =" w2

7. Escreva a equagao cartesiana das seguintes curvas em coordenadas polares:

(a) r=3;
(b) r=2cos(0);
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(c) rsen(f) =9;
(d) r=sec(0) tg(d);
4
cos(6) + 2sen(6)

(e) r=

8. Escreva a equagao polar das seguintes curvas em coordenadas cartesianas:

(a) z=19;

(b) (z —2)*+y* = 16;
(c) 2% +y? + 4z = 0;
(d) y=-2

(e) 2*(a? +4?) = y”

9. Calcule o comprimento das seguintes curvas em coordenadas polares:
(a) r=¢%,0¢c]0,2];
(b) r=4, 6 €]0,2n];
(c) r=sen?(%), 0 € [0,7];
(d) r=4y/cos(20), 0 € [-7F, TI;
)

(e) r=+/0, 0 <c0,10x].

3.6.2 Integrais de linha.

1. Calcule f ds sendo:
(C.®)
(a) f(z,y,2) =22 +3y+2, ¢:[0,21] — R3, ¢(t) = (cos(t),sen(t),2);
(b) f(z,y,2) == + 3y? +x2, ¢ :[0,27] — R, ¢(t) = (1 — cos(t),1 — sen(t),t);
() fl@,y,2) = =5, 6 [Le] =R, 6(t) = (¢, log(t), 4);
(d) f(x,y,z) =1ayz, ¢: [07 1] - Rgv (b(t) = (17t272)§
(e) f(x,y,2) = 2cos(x) + 3y + log(2), ¢ : [e,e?] — R3, ¢(t) = (¢t,2t,3t);
(f) flo,y,2) =22+ 9%+ 22 ¢:[0,271] — R3, ¢(t) = (cos(t),sen(t),t).

2. Utilizando integrais de linha calcule a area de cada uma das seguintes superficies:
(a) Superficie limitada pela linha C parametrizada por ¢(t) = (30cos®(t),30sen?(t)),
t €10,5], e o gréfico de f(z,y) =1+ %.
(b) Superficie cilindrica de equacdo 22 + y? = 1 limitada inferiormente pelo plano z = 0
e superiormente pelo plano z = x + 3y + 10.
(c) Superficie limitada pelo triangulo de vértices (1,0), (0,1) e (—1,0) no plano zy e a
funcao z = 6.
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3.6.3 Campos vectoriais.

1. Calcule a divergéncia dos seguintes campos vectoriais:

(a) Fa,y) = (ay?,e”*V);

(b) F(z,y) = (cos(z +y),sen(mzy));

(c) F(z,y,2) = (y,2,2);

(d) F(z,y,2) = (zy, 2z, 2%);

(e) F(z,y,2) = (z + cos(y), zsen(z), 2%yz);
(F) F(z,y,2) = (72, ™% em"),

(a) F(z,y,2) = (32%,3y* 32%);

(b) F(x,y,z) = (sen(x), z cos(y), 3z)

(c) F(z,y,2) = (cos(2zy), 3z + 2z + y,yz7)

(d) F(z,y,2) = (z,y, 2);

(e) F(z,y,2) = (—z — z,yx, —2);

x Yy z
f) F = )
() Fz,y,2) (x2—|—y2—|—z2’x2+y2+z2’x2+y2+22>
3. Sejam f: ACR" - R, g: ACR"”— R duas funcdes de classe C! e ¢ € R uma constante.

Prove que

(&) V(f+9) =Vf+Vy;

(b) V(Cf) - CVf,

(c) V(fg) = fVg+gVf;

Vf—-fV
@ (r/9) = T vr e A g(o) 20

4. Sejam F : A C R® - R*, G : A C R® — R” duas funcdes de classe C!' e ¢ € R uma
constante. Prove que
(a) div(F + G) = div(F) + div(G);
(b) div(cF) = cdiv(F).

5. Sejam F : A C R" - R" f: A C R" — R duas funcoes de classe C'. Prove que
div(f F) = fdiv(F)+ F-Vf.

6. Sejam F: A C R? - R3 G : A cC R? — R? duas funcdes de classe C' e ¢ € R uma
constante. Prove que
(a) rot(F + G) =rot(F) + rot(G);
(b) rot(cF) = crot(F);
(¢c) div(F x G) =G -rot(F) — F -rot(G).



3.6 Exercicios Propostos 127

7.Sejam F : A C R? - R3, f: A C R® - R duas funcoes de classe C''. Prove que
rot(fF)= frot(F)—F x Vf.

8. Seja F': A C R3 — R3 uma funcio de classe C2. Prove que div(rot(F)) = 0.

9. Calcule o integral / F.ds, onde F é o campo vectorial indicado e C ¢é a linha parametrizada

C
por ¢:
(a) F(z,y) = (zvy,3z), o(t) = (%, t) 0<t<2
(b) F(z,y) = 3z — 2y, 4a¥), ¢(t) = (*,1), —2 <t < 2
(©) F(a,y,2) = <myz B2, 42), ¢<> <3t 2A8),0 <1 < 4
(d) F(z,y,2) = (2, —y, —x), ¢(t) = (5, =sen(t), —cos(t)), 0 < ¢ <
(e) F(z,y,2) = (5esen<m> —4e°5(m2) 0), (1) = (3,2,log(CHE7)), 0 <t < I
22 42
10. Seja C a elipse em R? de equacio 9 + 7= 1 orientada no sentido directo. Calcule

/CF -ds, F(z,y) = (3y,4z).

11. Considere o campo vectorial F : R® — R3, definido por F(z,vy,2) = (32%y, 2> + ¢3,0).

(a) Verifique que rot(F) = 0.
(b) Determine uma funcio f : R* — R tal que Vf = F.

12. Verifique se os seguintes campos vectoriais sao conservativos e, em caso afirmativo, calcule
o potencial:

(a) F(z,y) = (42, 2y);

(b) F(z,y,2) = (2zye?, e*x?, xye* + 2%);

(c) Fz,y,2) = (y+ 2,2+ 2,2 +y);

(d) F(z,y) = (2xsen( )+ 4e”, cos(y));

(e) F(z,y) = (5y> + 4y sec?(x), 15zy? + 12y% tg(x));
(f) F(z,y,2) = (yze®™, xze®™, e 4 cos(z));

(g) Fl(x,y,2) = (yz,xz,2y);

(h) F(z,y) = (e, ze¥ +y);

(i) F(x,y) = (322 + 292, 4zy + 6y?).

13. Calcule os seguintes integrais onde C € a linha parametrizada por ¢:

etdx + zydy + xyzdz, ¢(t) = (t,t,2t), —1 <t < 1;

m\m\m\

y(x® + y?)dx — z(2* + y*)dy + zydz, ¢(t) = (cos(t),sen(t),t), —m <t < m;
1 s
yl n .%'2 1 n y2 dy) ¢(t) = (Cos(t),sen(t)), 0 <t< 1
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14. Seja C a hélice em R3 parametrizada por ¢(t) = (cos(2t),sen(2t),t), t € [0,2x]. Calcule os
seguintes integrais

(a) / 3xdx + dydy + zdz;
c

(b) /yzdm + zzdy + zydz.
C

15. Seja C o rectangulo em R? de vértices (—1,0), (2,0), (2,3) e (—1,3) orientado no sentido
directo. Calcule os seguintes integrais

(a) /w2ydx + (4y + z)dy;
1

(b) / yide + 22 dy.
c
16. Mostre que / (e —y*sen(z))dx + (3xe> + 2y cos(x))dy é independente do caminho numa
c
regiao simplesmente conexa.

17. Seja F(x,y) = (2x +y3, 3xy? + 4). Mostre que / F - ds é independente do caminho numa

C
regiao simplesmente conexa e calcule a sua fun¢ao potencial.

18. Seja F(z,y,2) = (y?cos(z), 2y sen(z) + €2, 2ye?*). Mostre que /F - ds é independente

C
do caminho numa regiao simplesmente conexa e calcule a sua funcao potencial.

3.6.4 Teorema de Green

1. Verifique o Teorema de Green em cada um dos casos seguintes:

e (5,0);

Y
Y
y) =y —sen(z), g(x,y) = cos(z) e Cint é a regido triangular de vértices (0, 0),
) e (3,
Y

2. Seja R o rectangulo em R? de vértices (0,0), (4,0), (4,2) e (0,2), com a fronteira orientada
no sentido directo. Utilizando o Teorema de Green calcule os integrais

(a) / 2xy dr + 322 dy;
fr(R)

(b) / 2x%y da + 3xy? dy;
fr(R)

(c) / ydzr + x dy.
fr(R)
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3. Seja R o triangulo em R? de vértices (0,0), (4,0) e (0,4), com a fronteira orientada no
sentido directo. Utilizando o Teorema de Green calcule os integrais

(a) / 2xy? dz + 4z dy;
fr(R)

(b) / ydx + x dy;
fr(R)

(c) / ydr — xdy.
fr(R)

4. Utilizando o Teorema de Green calcule os seguintes integrais

(a) / y? dx 4 (23 + 32y?) dy onde C é a linha que une os pontos (0,0) e (1,1) ao longo
C
da linha y = 22 e de (1,1) a (0,0) ao longo do grafico de y = x;

(b) / 2arctg(g) dz + log(x? + y?)dy onde C é a linha de equacdes paramétricas = =
C T
44 2cos(f), y=4+sen(d), 0 <0 < 2m;

(c) / e” sen(2y) dz + 2€” cos(2y) dy onde C é a linha definida por 22 + y? = 1;
C

(d) / y? dx + 2y dy onde C é a fronteira do conjunto limitado por y = 0, y = /= e x = 4.
C

5. Utilizando o Teorema de Green calcule a drea da regiao D delimitada pela curva

2 2
3 :aS’

2
r3 +vy
a > 0. Pode usar a seguinte parametrizacio: ¢(t) = (acos?(t),asen®(t)), 0 < t < 27.
6. Utilizando o Teorema de Green calcule a drea dos seguintes conjuntos:
(a) Conjunto limitado inferiormente por y = 0 e superiormente pela cicldide parametri-
zada por ¢(t) = (t —sen(t),1 — cos(t)), 0 <t < 2m;
(b) Conjunto limitado pela curva parametrizada por ¢(t) = (cos?(t),sen?(t)), 0 < t < 2m;
(¢) Conjunto limitado por z = 0, y = 1 e a curva parametrizada por ¢(t) = (sen(rt), t(1—
t),0<t<3;

(d) Conjunto limitado pela curva parametrizada por ¢(t) = (2cos(t) — sen(2t), 2sen(t)),
0<t<2m;

(e) Pentagono de vértices (0,0), (2,1), (1,3), (0,2) e (—1,1).

3.6.5 Integrais de superficie
1. Parametrize e represente geometricamente as seguintes superficies:
(a) y=2%
(b) 42y —z=2;
(c) 2 +y* = 2%
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(d) 22 +y* =z

2. Calcule, para cada uma das superficies paramétricas indicadas, um vector unitario orto-
gonal a superficie no ponto ¢(u, v):

(a) ¢ :[0,7] x [0,27] — R3, ¢(u,v) = (3sen(u) cos(v),2sen(u)sen(v), cos(u));

(b) ¢:[0,1] x [0,27] — R3, ¢(u,v) = (sen(v),u, cos(v));

(c) ¢:[—m, 7] x [-m, 7] = R3, ¢(u,v) = ((2 — cos(u))sen(v), (2 — cos(u)) cos(v), sen(u));
(d) ¢:[0,1] x [0,1] — R3, ¢(u,v) = (u,v,v).

3. Calcule, para cada uma das superficies paramétricas indicadas, a equagao do plano tan-
gente & superficie no ponto ¢(ug,vg) = ¢(0,1):
(a) ¢:[-1,1] x [0,2] — R3, ¢(u,v) = (u® + v,v?, 2u);
(b) ¢ : [_15 1] x [0’ 2] - Rg’ ¢(U,U) = (u2 - v2,u + Uau2 + 60)7
(c) ¢:10,2] x [-m, 7] — R3, ¢(u,v) = (u?cos(v),u? sen(v),u).

4. Calcule o integral de superficie // g(z,y,2)dS em cada um dos seguintes casos:
S

(a) g(x,y,z) = x, S é a porgao do plano de equagdo 6x + 4y + 3z = 12 no primeiro
octante;
= 22,8 é o cone de equacio z = /22 +y2 entre z =1 e 2z = 3;

= 22, S é a superficie esférica 22 4+ y? + 22 = 9 no primeiro octante;

(g) g(z,y,2) = 22? + 1, S é a superficie de equacio z = 3x — 2 interior ao cilindro
22+ 9% =4.

5. Calcule o integral de superficie // g(z,y,2)dS em cada um dos seguintes casos:
S

(a) g(z,y,2) = yz, S é a superficie parametrizada por ¢ : [0,1] x [0, 5] — R3, ¢(u,v) =
(u?, usen(v),ucos(v));

(b) g(z,y,2) =y, S é a superficie parametrizada por ¢ : [0,8] x [0,27] — R3, ¢(u,v) =
(v/5cos(v), Vb sen(v), u);

(¢) g(z,y,2) = x+2, S é a superficie parametrizada por ¢ : [0,4] x [0, 5] — R3, ¢(z,0) =
(x,3cos(0),3sen(h));

(d) g(z,y,2) =
(u,v,3);

(e) g(w,y,2) = 2% +y% + 22, S é a superficie parametrizada por ¢ : [0,1] x [0,1] — R3,
d(u,v) = (u+ v,u,v).

=y +5, S é asuperficie parametrizada por ¢ : [0,1] x [0,2] — R3, ¢(u,v) =
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6. Calcule a area das seguintes superficies:

(a) Porcao da esfera 2 + y? + 22 = 4 interior ao cilindro 2% + y? = 2z;
(b) Porcao do plano z + y + 2z = 4 interior ao cilindro 2?2 + y? = 4;
(¢) Porcao do cone de equagao z = /22 + y2 entre 2 =0 e z = 3.

7. Calcule a area das superficies cuja parametrizacao é dada por:

(a) ¢:10,1] x [0,1] — R3, ¢(u,v) = (2uv,u?, 2v?);

(b) 6:[0.2] % [0,1] — B, §(u,v) = (20, 7. 2):

(c) ¢:[0,27]x[0,27] — R3, ¢p(u,v) = ((9+2cos(v)) cos(u), (9+2 cos(v)) sen(u), 2sen(v));
(d) ¢:[0,1] x [0,1] — R3, ¢(u,v) = (u +v,u — v,2u).

8. Considere o paraboléide parametrizado por ¢ : [0,2] x [0, 27] — R3,
d(u,v) = (wcos(v), usen(v), u?).

(a) Escreva a equagao cartesiana da superficie.
(b) Calcule um vector unitério ortogonal a superficie num ponto ¢(u,v).

(c) Calcule a drea da superficie.

9. Calcule o integral de superficie // g(x,y,2)dS em cada um dos seguintes casos:
S

(a) g(x,y,2) = (x,y,2), S é a superficie parametrizada por ¢ : [0,1] x [0, 5] — R3,
B(ur0) = (2, usen (), u cos(v));

(b) g(w,y,2) = (v,y,2), S é a superficie parametrizada por ¢ : [0,8] x [0,27] — R3,
é(u,v) = (v/5cos(v), vVBsen(v), u);

(c) g(z,y,2) = (22,0,2), S é a superficie parametrizada por ¢ : [0,4] x [0, 3] — R3,
6(,0) = (. 3cos(8), 3sen(6));

(d) g(w,y,2) = (x +y,2%,9?), S é a superficie parametrizada por ¢ : [0,1] x [0,2] — R3,

v

¢ 5)3

g ,2) = (z,x+y+2z,22), S é asuperficie parametrizada por ¢ : [0,1] x [0,1] — R3,
d(u,v) = (u+v,u,v).

(a) g(z,y,2) = (z,
(b) 9(z,y,2) = (=,
r=0,y=0,z

(c) g(z,y,2) = (2,5,

||‘@@

,2),
,2),
1ey= ;
3),
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