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1 Introducéo a Algebra Linear

1.1 Subespacos vetoriais de R"

Exercicio 1.1
Considere o vetor v = (2
(@) Vi = span {(1,
(b) V5 = span {(1,1
(c) V3 =span {(2,0,
(d) V4 =span{(1,1

, —3). Determine se v pertence aos seguintes subespacos de R3:
,0),(0,0,1)};
), (0,1, 1)};
), (1,3,0), (1,1, 1)}
),(2,0,2),(3,1,3)}.

,0
0
1

e

Exercicio 1.2

Averigue se as seguintes familias de vetores sdo linearmente independentes:
@ a={(-2,4),(1,-2));

) b={(2,1),(=6,-3)};

(©) c={(2,3),3,2)}1

(@ d=1{(0,0,3),(0,1,1),(2,0,1};

(e) e=1{(2,0,0,0),(1,3,0,0),(4,2,1,0),(2,1,2,1)};

® f=1{1,1,1,1),(0,-2,3,5),(3,3,3,3),(1,2,2,-7)}.

Exercicio 1.3
Sejau = {u1,ug, ..., up} uma familia de p vetores de R™ néo nulos e dois a dois ortogonais.
(a) Mostre que a familia u € linearmente independente.
(b) Aplicacdo: mostre que a familia v = {(1,1,1,1),(1,-1,1,—1),(—3,0,3,0)} é linearmente independente.

Exercicio 1.4

Discuta, em fun¢@o do parametro A € R, a independéncia linear das seguintes familias de vetores:
(@ u={(3,-1),(1,1+ N}
() v ={(1,2,3),(=2,A,—6)}.

Exercicio 1.5
Considere uma familia u = {uy, ug, us} de vetores linearmente independentes de R™. Mostre que a familia formada pelos
vetores vy = 2uq, v2 = Uy + ug € v3 = uy + 3uz é também linearmente independente.

Exercicio 1.6

Mostre que os seguintes conjuntos sdo subespagos vetoriais de R” e determine uma base e a dimensdo da cada um:
@ Vi ={(z,y) €R? : z =y}
(b) Vo ={(x,y,2) € R® : 3z = 22};
(©) Va={(z,y,2) eR® : =2y =3z}



1.2 Matrizes

A Vi={(z,y,z,w) ER* : s =y Az =—w};
© Vs={(z.y,2,w) eR : w =y =2}
) Vo ={(z,y,z,w) €ER* : =2 Aw=0}.

#:  Exercicio 1.7
Seja 0 o vetor nulode R" e V' C R™.
(a) Mostre que se V' for um espaco vetorial se tem necessariamente 0 € V.
(b) O conjunto {(x,y,z,w) € R* : =3y A2z =1+ w} é um espago vetorial? Justifique.

4 Exercicio 1.8
Considere os vetores u; = (3,5) e ug = (1,1).
(a) Mostre que {u1,us} é uma familia linearmente independente.
(b) Justifique que {u1,u2} é uma base de R?.
(c) Determine as coordenadas do vetor v = (—2, 1) na base {uy, us}.

#: Exercicio 1.9
Averigue quais das seguintes familias formam bases de R? e calcule as coordenadas do vetor v = (1, 1, 1) nessas bases.
(a) a = {(1; 17 O)a (17 07 1)7 (07 1) 1)}’

(b) b=1{(2,0,0),(4,1,0),(2,-2,2)};

(©) ¢={(1,3,0),(4,2,1)};

(d) d={(1,3,0),(2,6,0),(0,0,1)};

) e={(1,3,0),(4,2,1),(2,1,2),(1,1,1)};
) h=1{(3,1,0),(0,0,1),(3,1,2)};

)
(g) = {(07 27 2)’ (17 270)’ (17 _17 1)}

1.2 Matrizes

#  Exercicio 1.10

Considere as matrizes

3 -1 0 1 35 L2 43
A:[ ] B:[ ],0:3 N

2 1 1 1 2 2
0 -2 0 3

Indique quais das seguintes operagdes estao definidas e calcule, se for o caso, a matriz resultante:

(a) 34 (b) A+ B () B+C
() 4C — 2D (e) AC () (CD)T
(2) (24)(50) (h) A2 (i) (AC)?
() (2A—-BD) (k) ATA () BC —CB.

#  Exercicio 1.11

%

Determine os valores do pardmetro real o para os quais a matriz

« a?—-1 -3
a—+1 2 a? +4
-3 4o -1



2

¢é simétrica.

Exercicio 1.12

Sejam A, B e C matrizes quadradas de mesma dimens@o. Indique quais das seguintes proposi¢des sdo necessariamente

verdadeiras e forneca um contra-exemplo para as restantes.

(@) A= B = AC = BC.

(b) AB = BA.

(c) AC=BC = A=B8.

(d AB=0=A=0VB=0.
() A+C=B+C=A=B8B.
(f) A2=T=A==I.

Exercicio 1.13

1.2 Matrizes

Seja A € M, «xm(R). Explicite as dimensdes das seguintes matrizes:

(a) AT (b) AAT (c) ATA.

4 Exercicio 1.14

Seja A uma matriz quadrada tal que A7 = 4A. Mostre que A é a matriz nula.

# Exercicio 1.15
Sejam (L;)1<i<n € (C})1<;j<m as familias dos vetores linha e dos vetores coluna de uma dada matriz A € M, (R).
Mostre que se estas familias forem ambas linearmente independentes, A € uma matriz quadrada.

4 Exercicio 1.16

Determine a caracteristica das seguintes matrizes:

“

[1 4 3 6 0 1 =6 0 0
a b
(@ 2 3 ®) -6 —-12 1 © |-6 0 9
0 1 -1
(1 1 -1 (2 4 1 1 1 2 —2 3
@ |2 o0 2 © -4 8 0 0 ® |2 4 -2 6
-3 1 —4 2 12 1 1 3 6 —6 19
0 0 0 3
M1 1 1 -3 5 1 1 0 1 1
2 0 4 4 —12 20 101 1 1
h .
©® 3 2 4 ®) 3 -9 15 ® 01 1 1 1
0 5 —5 2 —6 10 111 1 1

Exercicio 1.17

Determine uma base do espago vetorial gerado pelos vetores coluna das seguintes matrizes:




“

1.3 Inversao de matrizes

6 3 —4
@ |1 2 5

3 2

(1 -2 1 2

-1 3 0 -2
(d)

0 1 1 4

1 2 5 5

Exercicio 1.18

Discuta a caracteristica das seguintes matrizes em fun¢do do parametro ¢ € R:

t 0 t2-—2
@ |0 1 1
-1t t—1

Exercicio 1.19

_ o O O

(b)

(e

(b)

t+3

-1
1

Determine uma base dos seguintes espacos vetoriais:

(a) V1 =span{(1,2,4),(2,3,5),(1,1,1)}.

UL = O =

5

t—3

1

— = =

13

6
—6
t+4

(b) Vo = span {(1,2,4,5,1),(2,3,5,7,1), (3,5,9,12,2), (1,0, 1,0,1)}.
(c) Vi = span {(1,-2,3,4,5),(2,—3,4,5,6),(—1,0,1,2,3)}.

1.3 Inversao de matrizes

Exercicio 1.20 Considere, para a, b € R, as matrizes

1
A=
8

16

-8

2
1

Sabe-se que B = A~!. Determine os valores de a e de b.

Exercicio 1.21

-8

b

-1

eB =

—_ o
W =N
RN N

(©)

®

©)

Mostre que as seguintes matrizes sao invertiveis e calcule a respetiva matriz inversa:

1 -1
a
(a) 5 3
1 -1 1
e |1 0
2

Exercicio 1.22

Mostre que uma matriz diagonal é invertivel se e s6 se nenhum elemento da diagonal for nulo.

Exercicio 1.23

(b)

®

2 4
1 3

I T
= W W

W =~ W

(©

(2)

Seja A uma matriz quadrada tal que 5AA” + 2A + 51 = 0.

Mostre que A € invertivel.

(d)

(h)

D

-1 1

2
1
1—-1



“
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1.4 Determinantes

Exercicio 1.24
Para cada matriz A, efetue o cdculo indicado. Deduza que A é invertivel e explicite A1,

-1 1 1

(@ A=|1 -1 1],A2+A
11 -1
1 0 2

by A=10 -1 1|,A%-A.
1 -2 0

(c) A= 51 , A2 —6A+91.
0 3

1.4 Determinantes

2
3

4 2
1 4

Exercicio 1.25 Considere as matrizes A = e B =

(a) Calcule A~'e B~
(b) Calcule o determinante das matrizes A, B, AT, BT, 2A,3B, AB, BA, A=, B~1e A~!B.

Identifique as propriedades do determinante que estes calculos ilustram.

Exercicio 1.26
Seja A uma matriz quadrada de ordem 4 com det(A) = 2. Calcule

(a) det(A2) (b) det(3A4) (c) det(—A~1)

(@) det(247) (@) det(4ATA™) (f) det (34°).

Exercicio 1.27

Considere uma matriz quadrada A =

b
d] invertivel. Mostre que

c
1 1 d b
detA |—¢c a |’
Exercicio 1.28
1 2 3 4
. . -a a a a . R .
Considere a matriz C' = b b b o ,onde a e b sdo dois parametros reais.
5 6 7 8
5 6 7 8
—2a 2a 2a 2
Sabe-se que det(C') = 5. Calcule o determinante da matriz D = @ casaea
™ T 7 0
1 2 3 4

Exercicio 1.29

Calcule os determinantes das seguintes matrizes:



1.5 Sistemas Lineares

1 2 2 1 1 -1 1 1 1 1 2 3
@ |1 0 1 ® [2 0 2 © 12 3 2 @ (4 5 6
13 -3 1 —4 5 1 7 7 8 9
1 1 3 1 10 0 -5 15 -1 1 1
4 5 6 1 —2 7 3 0 1 -1 1
e f
© 10 0 3 0 Ols 1w o0 2 U
17 8 9 1 0o -21 1 -1 1 1 1 -1
4>  Exercicio 1.30
Calcule os determinantes das seguintes matrizes em fungio dos pardmetros reais a, b e c:
[a c 1 a b+ec 1 a a
@ |[c a b ® [1 b c+a © |1 b b2
_b c a 1 ¢ a+b 1 ¢ ¢
[a a b 0 a+b a a a
a a 0 b a a+b a a
(d (e)
b 0 a a a a a+b a
0 b a a a a a a+b
4  Exercicio 1.31
Determine para que valores do parametro real A as seguintes matrizes sio invertiveis:
1 1 X 1 2 1 1 0 A 1 2 A
@ |A 1 1 ® |1 1 2 © (0 XA 0 @ (1 1 0
1 XA 1 A A A A0 1 2 3 1

1.5 Sistemas Lineares

#: Exercicio 1.32
Para cada um dos seguintes sistemas lineares:

(1) Explicite a matriz ampliada correspondente e reduza-a a uma matriz em escada;
(2) Classifique o sistema e determine, se pertinente, o respetivo nimero de graus de liberdade;

(3) Resolva explicitamente o sistema.

r+y+z=1

—2x—3y+2=3 r-y+z=0 r—y+2=0
(){4x+6 32271 by e+2y=z=0 ©) yr2:=1
Y N 20 +y+32=0 Y N

20 4+y+4z=2

r—y+2z+w=1

+y+z+w=0
20 4+y—z+3w=3 rTyTETw (f){x—l—y—z—i—w:Q

d e +3y +22z+4w =0
@ r+0y—8z+w=1 ©9 @ Y : v 20 —y+z—3w=1.

%4y —w=1
Az 5y —Tz+Tw="7 Ty
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1.5 Sistemas Lineares

Exercicio 1.33

Classifique os sistemas seguintes em funcio dos parametros reais a e b:

r+y+z=3 rty=a

@q z—y+z=1 b z+2y=a’
20 =2y +az =2 r+3y=a
r+y+z=1 2c4+y=>5

(d) z—y+2z=a (e) 3x+2y+2=0
2¢ + bz =2 rt+ay+z=2

Exercicio 1.34

Seja A uma matriz quadrada.
(a) Mostre que ker(A) C ker(A?).
(b) Deduza que c(A42%) < c(A).

Exercicio 1.35

ar+z =2

©< z+y+2=2
3t+y+32=6
by+az=1

() y+az=0
x+by=0

Mostre que as familias seguintes formam uma base de V' e explicite as coordenadas do vetor v nessa mesma base.
(@ d={(1,1,1),(0,3,5),(2,1,-1)}, V =R3, v = (7, -2, —12).
) e={(1,2,1),(3,5,2),(—1,1,-1)}, V =R3, v = (4,10, 3).
(© f=1{(1,1,1,1),(1,0,2,2),(0,3,1,4),(1,1,0,1)}, V =R*, v = (7,14, 8, 21).
(d g=1{(1,3,1,0,1),(1,2,2,2,-1),(0,3,1,4,-2),(1,1,0,1,0), (1, -1,1, -1, 1)}, V = R?,

v=(4,9,2,8,—1).

Exercicio 1.36

Determine uma base do nicleo das seguintes matrizes e deduza as respetivas caracteristicas.

2 -1 1
0 -1 -1 1 0 1 1
(@2 1 3 =3 0 (b) 0 1 ] (o |1
0 1 1 -1 0 3

0 7

Exercicio 1.37

Mostre que o sistema

2 3 1 2 3
11 d|-2 -4 -6
79 3 6 9

r+2y—z=-5
20 —y+z2=6
r—y—3z=-3.

€ de Cramer e determine a respetiva solugdo.

Exercicio 1.38
Mostre que o sistema

r+y=3
r+z=2
y+z=1.

€ de Cramer e determine o valor da incégnita z da solucdo.
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1.6 Modelos input-output

Exercicio 1.39
Mostre que, independentemente dos valores dos parametros reais a, b e ¢, o sistema
r+y=a
r—y+2z2=0>
2r+3y—z=c
é possivel e determinado e calcule a respetiva solucao de duas formas:
(a) Utilizando as férmulas ditas de Cramer;

(b) Comecando por calcular a matriz inversa de

1.6 Modelos input-output

Exercicio 1.40
Duas oficinas automdveis, especializadas respetivamente em motores (M ) e em embraiagens (F), utilizam frequentemente
os servigos uma da outra. Para produzir trabalho no valor de um 1 euro, a oficina M utiliza os seus proprios recursos
num valor de 0, 5 euros e 25 céntimos de servicos da oficina E. Por seu lado, para vender 1 euro, a empresa E utiliza 10
céntimos do seu proprio trabalho e 25 céntimos em servigos da oficina M.

(a) Construa a matriz de consumo desta economia. Trata-se de uma economia rentavel?

(b) Quanto devem produzir, em euros, cada uma destas empresas sabendo que existe uma procura externa de 7000 euros

em trabalho para a oficina M e de 14000 euros para a oficina E£?

Exercicio 1.41

Uma pequena loja de uma aldeia do século XIX vende dgua potdvel e lenha. O negdcio consiste em recolher estes bens
em dois locais distantes (um rio e uma floresta) e trazé-los para a aldeia. Cada viagem dura varios dias: os trabalhadores
da loja precisam de beber enquanto estio em marcha e utilizar lenha durante as noites para se aquecerem.

Por cada litro de 4gua recolhida no rio, os trabalhadores consomem durante a viagem 0, 2 litros de dgua e 0, 3 quilos de
lenha.

Por cada quilo de lenha recolhida, os trabalhadores bebem 0, 4 litros de d4gua e consomem 0, 1 quilos de lenha.

A aldeia necessita todos os meses de 2000 litros de d4gua e 100 quilos de lenha. Quanta lenha e quanta dgua devem os
trabalhadores recolher mensalmente?

Exercicio 1.42
Uma empresa tem 3 departamentos, cada um deles especializado na producdo de um tipo de energia: Petréleo (P),
Eletricidade (E) e Gas Natural (G).
o Para produzir uma unidade de Petréleo sdao necessdrias:
0, 2 unidades de Géas Natural e 0, 2 unidades de Eletricidade;
o Para produzir uma unidade de Eletricidade sao necessdrias: 0, 1 unidades de Petréleo, 0, 2 unidades de Gés Natural
e 0, 1 unidades de Eletricidade.



1.7 Solugdes dos Exercicios

o Para produzir uma unidade de Gas Natural sdo necessdrias: 0, 2 unidades de Petréleo, 0, 1 unidades de Gés Natural
e 0, 3 unidades de Eletricidade.
(a) Construa a matriz de consumo desta empresa. Trata-se de uma empresa rentdvel?
(b) Quanto deve a empresa produzir para satisfazer uma procura externa de 450 unidades de Petréleo, 400 unidades de
Gas Natural e 430 unidades de Eletricidade?

#:  Exercicio 1.43
A economia de uma pais imaginario decompde-se em trés setores: agricultura, servicos e energia. Para poder funcionar,
cada um necessita de utilizar parte da produgdo dos 3 setores, segundo a seguinte tabela:

Agricultura | Servicos |Eletricidade

Produzir 1 unidade agricula consome: 40% 30% 50%
Produzir 1 unidade de servigos consome:  30% 10% 50%
Produzir 1 unidade energética consome:  30% 60% 0%

Supde-se que a economia deste pais € fechada, ou seja, ndo existe procura externa. Sabendo que a produgdo energética € de

10000 unidades, qual deve ser a produgao dos restantes setores para que esta economia auto-subsista sem desperdicios?
1.7 Solucoes dos Exercicios

1. ayveV. b)v & V5. v e V. dv ¢V

2. a) Nao. b) Nao. ¢) Sim. d) Sim. e) Sim. f) Nao.

W

a) Sugestdo: faca o produto escalar de u; por uma combinacio linear nula da familia u. Repita p vezes.
b) Sugestdo: verifique que os vetores dados s@o dois a dois ortogonais.

4. a)uéLIse A # —4/3. b)v é LI se A # —4.

5. —
6. a) Base: por exemplo, {(1,1)}; dim(V7) = 1.
b) Base: por exemplo, {(1,0,3/2),(0,1,0)}; dim(Vs) = 2.
¢) Base: por exemplo, {(1,1/2,1/3)}; dim(V3) = 1.
d) Base: por exemplo, {(1,1,0,0),(0,0,1, —1)}; dim(Vy) = 2.
e) Base: por exemplo, {(1,1,1,0),(0,0,0,1)}; dim(V5) = 2.
f) Base: por exemplo, {(1,0,1,0),(0,1,0,0)}; dim(Vs) = 2.
7. —
8. a)—
b) —

©) Vguy sy = (3/2,—13/2).

9. a)v, = (1/2,1/2,1/2). e) —
b) v, = (—4,2,1/2). f) —
) — 2 vy = (1/4,1/2,1/2).
d)—
0 wsa_ |0 3 0] bALE_ |2 2 5]
6 3 3 1 3 3




1.7 Solugdes dos Exercicios

1.
12.

14.
15.

17.

18.

19.

20.

21.

Exemplos de possiveis bases:

a) Base: {(6,1,3),(3,2,2),(—4,5,1)}.
b) Base: {(0,1,1),(1,2,-3),(3,—4,2)}.
c) Base: {(4,1,2),(3,1,3)}.

2 C(4) = {2, se te{-1,2}

3, se teR\{-1,2}
by C(B) = {2, se te{—4,-2,2}

3, se teR\{—4,2,2}
0 C(C) = 2, se te{-1,2}

3, se teR\{-1,2}

Exemplos de possiveis bases: a) Base: {(1,2,4), (0,
b) Base: {(1,2,4,5,1),(0,—1,-3,
c¢) Base: {(1,-2,3,4,5),(0,1,—-2,-3,—4)}.

a=—6,b=0.
1 -3/2
3/5 1/5| 3/2 2|
2) l—2/5 1/5] ©) [—1/2 1]’(:) j 7g2

_]_,
-3,-1),(0,0,3,1,2)}.

c)— h) —
-4 14 1 21
AC)? =
d4C-2D=|8 6 D (4C) [—15 —261
0 -—14 D—
13 5 2
-6 -7
e) AC = 53 KATA=1|5 2 1
f) — 2 11
) (24)(5C) = 104C = | 00 ~70 b
£ B C |50 30
a=2.
a) Verdade. )
1 -2
b) Falso. Contra-exemplo: A = ,B = L9 ]
[ 1 -2
¢) Falso. Contra-exemplo: C' = .
1/2 1
[0 0] 0
d) Falso. Contra-exemplo: A = 0 1 #0,B = O] #0; AB = 0.
e) Verdade. ) i
1 0
f) Falso. Contra-exemplo: A = 0 1] .
ca) AT € M. b) AAT € M. ) ATA € My
C(A)=neC(A) =m,logon =m.
.a)C(A) =2. c)C(C)=3. e) C(E) = 3. 2) C(G) =2. )C(I) =4.
b) C(B) = 2. d)C(D)=3. f) C(F) = 3. h)C(H) = 1.

d)Base: {(1,-1,0,1),(0,1,1,4),(0,0,4,3),(0,0,0,1)}.

e) Base: {(1,-1,0,1),(0,1,1,4),(0,0,—1 — 8)}.
f) Base: {(1,2,3),(0,—1,-2),(0,0,10)}.

-3)}.

-1 1 —1/2 —1/2
2 |:d) [0 1/2 -1/2{;
1 0 1/2  1/2



1.7 Solugdes dos Exercicios

1 -2 1 7 -3 -3 1 -3 2 2 4/5  9/5
e)[—-1 1 0f;H|-1 0 1159 |-3 3 —-1|;b |3 —4/5 —-14/5|;
1 3 1 11 0 2 —1 0 1 1/5  6/5

23 A7t =—AT - 214
24, @A+ A =20 A7 = L(A+1); 0)AP — A =4It A1 = J(A2—1);(c) A2—6A+9] = 0; A™1 = § (61— A).
3 -2 2/7 —1/7]

; B~ =
-4 3 ~1/14  2/7

25. (a) A7l = l

(b) det(A) = det(AT) = 1; det(B) = det(BT) = 14; det(2A) = 4 = 22 det(A); det(3B) = 126 = 32 det(B);
det(AB) = det(BA) = det(A)det(B) = 14; det(A™!) = 1 = 1/det(A); det(B~!) = 1/14 = 1/ det(B);
det(A71B) = 14 = det(B)/det(A).

26. det(A?) = 4; det(3A) = 162; det(—A~") = 1/2; det(2AT) = 32; det(AATA™!) = 2; det(2 4%) = 1.

27 —

28. —70;

29. (a) —4; (b) =25 (c) 2; (d) 4; (e) —9; () 7840; (g) —16.

30. (a) (a+b+c)(a® + b% + ¢ — (ab + be + ca)); (b) 0; (¢) (¢ — a)(c — b) (b — a); (d) b?(b? — 4a?); (e) b* + 4ab?.

3L @A ¢ {=2;150) A #£ 0; (©A ¢ {0;1; =1} (D) A # 1.

32. (a) Sistema impossivel; (b) (0,0,0); (¢c) (1/4,1/2,1/4); () z = —iz,y=2znw=1,z€ R;
(e)xz—w—|—%,y=—w—%,z:—w—%,weR;(f)x:1—|—%w,y=1—|—z—%w,z,weR.

(O8]
W

. (a) Possivel indeterminado se a = 2; Possivel determinado se a # 2;
(b) Possivel indeterminado se a € {0; 1}. Impossivel caso contrério;
(c) Possivel determinado se a # 1; Possivel indeterminado se a = 1;
(d) Possivel determinado se b # 3; Possivel indeterminado se b = 3 e a = 1; Impossivel se b =3 e a # 1;
(e) Possivel determinado se a # 1; Possivel indeterminado se b = —2 e a = 1; Impossivel sea = 1 e b # —2;

(f) Possivel determinado se a # 0 e b # 1; Impossivel caso contrario.

34. (a) Utilize a defini¢do de ker; (b) Utilize o Teorema Fundamental da Algebra Linear.

35. (a) (1,—2,3); (b) (2,1,1); (c) (1,2,3,4); (d )(1,—-1,2,3,1).

36. ()1 = T4—T3, Ty = T4—T3, T3, T4, T5 € R;Base: porexemplo, B = {(—1,—1,1,0,0);(1,1,0,1,0);(0,0,0,0,1)};
(b) 1 = 2o = 23 = 0; Base B = {J;
(¢) x1 = x3; x2 = —2x3; x3 € R; Base: por exemplo, B = {(1,—-2,1)};
(d) 1 = —2x9 — 3x3; x2, 23 € R; Base: por exemplo, B = {(—2,1,0); (-3,0,1)}.

(1,-2,2)

z=0;

W W
[c BN

/2 -1/10 -1/5
39. @— (b) A~ =|-1/2 3/10 3/5 |;
~1/2  7/10 2/5
1

-1, 1z 1., _ _1 3 34— _1 e 2
r=g50—5b—scy=—z0+{pbt+saz=—g5a+ b+ 5c
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2 Progressoes Geométricas

2.1 Progressoes Geométricas

Exercicio 2.1 Calcule

2
(a)5+572+?+"1' 1 1
b) 2 —
(b) 7+9+3+1+3+9+27
1 1 1
© Pty

Exercicio 2.2 Estude a convergéncia de cada uma das seguintes séries geométricas e calcule, quando possivel, a respetiva

soma.

7n+1

400 3 9 % G o -
(@) Z g+l () Z - (o) Z ;n 5 ) ZO?)cos(mr)E) +1
n=1 n=

7 x 5" 2 x 52l o gin2 (n%) N
(€) Z 32n+2 " nz:; 34n (g) nz::l — () Z 32n 1

Exercicio 2.3 Exprima os seguintes niimeros racionais como soma de uma série geométrica convergente e escreva-os na
forma < com a,beN.

(@) 0,77777. ..

(b) 0,52525252. ..

(c) 0,123123123...

(d) 0,811111...
Exercicio 2.4 Recorrendo a soma de uma série geométrica convergente, escreva os seguintes niimeros reais na forma a

coma € Neb e Q.

(@ \/2\/2V2V2...

b

Exercicio 2.5 Uma familia americana dos anos sessenta dispde de um capital de 10.000 dolares que pretende investir
durante um ano. Qual das seguintes trés opgdes € a mais proveitosa?

@ Juro de 20% ao ano com capitalizagdo anual;

o Juro de 19% ao ano com capitalizacao trimestral;

o Juro de 15% ao ano com capitaliza¢cdo mensal.
Qual seria o retorno deste investimento com um juro continuo de 20% ao ano?

Exercicio 2.6 Qual seria, ao fim de um ano, o valor de um depdsito a prazo com juro anual de 100% com capitalizagdes
diarias e valor inicial de 200 euros? Deduza uma aproximac¢ao do nimero de Neper e.

Exercicio 2.7 Considere um depdsito de Cp u.m. que ao fim de um ano em regime de juros continuos rendeu 4,2%. Qual

a taxa anual de juro aplicada?

Exercicio 2.8 Calcule o montante a investir num projeto com um retorno de 1000 u.m dentro de 5 anos e um regime de

juro continuo de 10% ao ano.
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2.2 Solugdes dos Exercicios

Exercicio 2.9 Calcule o valor atual de uma renda perpétua anual de 40 u.m. a taxa de juro de 2% ao ano.

Exercicio 2.10 Um empresa vai iniciar a exploragdo de uma reserva de um mineral utilizado no fabrico de baterias para
a industria automdvel. A reserva, de onde serdo extraidas 500 mil toneladas no primeiro ano de exploragdo, contém 10
milhdes de toneladas do mineral. Supondo que a taxa de extra¢do do mineral terd uma redugio anual de 10%, mostre que

a reserva do mineral ndo se esgotara.

Exercicio 2.11 Um certo recurso nao renovavel vai ser explorado por uma companhia mineira. Qual deve ser a reserva
minima deste recurso por forma a que se possa extrair no primeiro ano 6 mil toneladas e reduzir a minera¢do em 20% em
cada ano subsequente sem nunca esgotar 0 minério.

Exercicio 2.12 Aquando do nascimento do seu primeiro filho, um pai abriu uma conta bancaria na qual depositou
imediatamente Cj euros, valor que foi reforcando anualmente com depdsitos sucessivos de também Cj euros. Sabendo
que a conta é remunerada com uma taxa de 7 = p% ao ano, mostre que o respetivo saldo, ao fim de n anos, e antes de
efetuado esse dep6sito anual, € de

S, = %(1 +7r)((1+r)"—1).

2.2 Solucoes dos Exercicios

L@ 35 0) 5 0 —: @2

(a) %; (b) Divergente; (c) 2916; (d)%; (e) Convergente %(g)g; ) %; (2) %; (h) m.

(@) 3: (b) 52: (c) 355 (d) 2.

(a) 2; (b) V/T;

Melhor opgdo: juro de 19% ao ano com capitaliza¢do trimestral. Com juro continuo de 20% ao ano, o retorno é de
10.000 x €92 — 10.000 ~ 2214, 03 euros;

361 361
6. 200(1 + %) = 542,91 euros. Aproximagao: e ~ (1 + %5) A 2,T1457.
7. i =1n(1,042);

8. 1000e~°5;

9. 2000;

W

ook

6.000 x 0,8"~* = 30.000 toneladas.

)¢

1

| §



3 Funcoes Trigonomatricas Inversas

3.1 Funcoes Trigonométricas Inversas

Exercicio 3.1 Calcule

(a) arcsin <%), (b) arccos ( %>’ (c) arctan(1);

(d) arcsin(—1); (e) arctan(—1); (f) arccos(—1).

Exercicio 3.2 Calcule

(a) sin (arcsin (é)), (b) arcsin (sin (37”))’ (c) tan(arctan(e));
(d) arccos (cos ( — g)), (e) arcsin (Sin (%")» (f) arctan(tan(e)).

Exercicio 3.3 Calcule
(a) arccos (Sin ( — %)), (b) arcsin (cos (%)) (c) arcsin (tan (%) )

Exercicio 3.4 Determine o dominio das func¢des definidas pelas seguintes expressdes e apresente, para cada uma delas,
uma expressao equivalente que nao envolva fungdes trigonométricas.

(a) cos(arcsin(x)); (b) sin(arccos(x)); (c) tan(arccos(x));

(d) cos(arctan(x)); (e) cos(2arctan(z)); (f) sin(2arccos(z)).

3.2 Solucoes dos Exercicios

- (@) 7/6: (b) T/3; () /45 (d) —7/2; () —/4; (F) .

. (@) 1/2;(b) —7/2; (¢) e; (d) 7/3; (e) —7/6; (f)e — 7.

. (a) 27/3; (b) —7/6; (c) /2.

C@VT =22 (1) VI — 2% (o) VI — 22/a; () 1/Va? + 15 (e) 15555 () 20v/1 — 22

AW O o~
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4 Calculo Diferencial

4.1 Funcao inversa

Exercicio 4.1 De uma funcfo bijetiva f sabe-se que f(1) =3, f(3) =2, f'(3) =T7e f'(1) =09.
Calcule (f~1)'(3).

Exercicio 4.2 Calcule a equacio da reta tangente ao grafico da funcdo f~! no ponto indicado, nos seguintes casos:
(@) f(z) =23+ 3, ponto (4,1);
(b) f(z) =22% — 2% + x + 1, ponto (1,0);
(¢) f(x) = b5z2e2*~4, ponto (20, 2).

Exercicio 4.3
Considere a fungdo “’seno hiperbdlico” definida em R pela expressao
et —e "

f(z) :=sinh(z) = 5
(a) Justifique que sinh : R — R é uma bije¢@o e obtenha uma expressao para a respetiva funcio inversa ”argsinh”.
(b) Obtenha uma expressio para argsinh’ e calcule argsinh’(0).

(c) Calcule de novo argsinh’(0) utilizando desta vez o Teorema da fungdo inversa.

2
Exercicio 4.4 Considere a fun¢do f : x € R\ {3} — Tt 3
T —
.. . 1 3x+2
(a) Mostre que f é invertivel e que paratodoo x # 1, f~1(z) = T
T —
5
(b) Utilizando a alinea anterior mostre que para todo oz # 1, (f~1)'(z) = e
T —

(c) Obtenha novamente a expressdo de (f~1)’(z) utilizando desta vez o teorema de derivagdo da fungo inversa.

4.2 Polinémios de Taylor e Aplicacoes

Exercicio 4.5 Considere as fungdes definidas pelas expressdes
(@) = €. g(a) = <= hlo) = In(e). e (e) = v
(a) Calcule os polindmios de Taylor de ordens n = 1,n =2en = 3 de:
(i) f, centrados no ponto a = 0;
(ii) g, centrados no ponto a = 1;
(iii) h, centrados no ponto a = 1;
(iv) 4, centrados no ponto a = 16.
(b) Trace (com uma calculadora ou um computador) o grafico de cada uma destas funcdes e dos grificos dos respetivos
polinémios de Taylor de ordens 1 e 2.

(c) Utilize os polindmios de segunda ordem obtidos na primeira alinea para obter aproximagodes de
In(1,1); Ve;

Verifique com uma calculadora a qualidade destas aproximacdes.
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4.3 Pontos criticos e concavidade

Nota: Na verdade, a simples utilizagdo do polinémio de Taylor para efetuar uma estimativa pontual ndo ¢é suficiente para
aferir a precisdo da mesma. Em contra-partida, a utilizacdo da férmula de Taylor, objeto dos préximos exercicios, permite

majorar o erro efetuado neste tipo de aproximagdes.

Exercicio 4.6 Considere a fun¢io ¢ definida por i(z) = /x.
(a) Obtenha uma aproximagdo de v/17 com a ajuda do polinémio de Taylor de ordem 1 (a aproximacao linear) centrado
em a = 16 da funco .

(b) Escreva a féormula de Taylor de ordem 1 centrada em a = 16 para a funcdo .

1
(c) Mostre que o erro cometido com a aproximagcao linear obtida para +/17 na alinea (a) ndo excede 3Th

Exercicio 4.7 Considere as fungdes f e g definidas por f(z) = e* e h(xz) = In(x).
(a) Explicite a férmula de Taylor de ordem 2 centrada em a = 0 para a fungéo f.
(b) Explicite a formula de Taylor de ordem 2 centrada em @ = 1 para a funcéo h.
(c) Utilizando as alineas anteriores, majore o erro cometido no Exercicio 4.5 nas aproximagdes de segunda ordem de
Weedeln(l,1).

Exercicio 4.8 Determine o polindmio de MacLaurin de ordem n das func¢des definidas pelas seguintes expressoes:

(@) e3® (b) In(1 + 2z) (c) sinh(2z) d Vr+1

4.3 Pontos criticos e concavidade

Exercicio 4.9 Determine os pontos criticos das seguintes fungdes e, para cada um deles, averigue se se trata de um

minimizante local, de um maximizante local ou de um ponto de sela.

(@) 423 — 8z — 12 ) 223 — 322 — 122 +2 (c) x(x —3)%>+4
@ o+ @28 -2 " =
T T e
x T (i) ze®
©) 32 h T2
() zln(x) (k) e*(z* —1)3 () e**~1(z* - 3)?

Exercicio 4.10 Estude as concavidades e localize os pontos de inflexdo das fungdes definidas pelas expressoes

(a) 5z — z? (b) 22 -4z +2

(c) 3z —ab (d) (2 —9)3 (e) %H
(g) we” (h) e3¢ (@) In(1 —2?)
(k) xarctan(x) () 222 + 9z — 5]



4.4 Limites

4.4 Limites

#  Exercicio 4.11 Calcule os limites:

sin(z) _ ,cos(z) ln(ex) -1
e e .
lim — — b) lim ————
@ xl—rﬁ' sin(z) — cos(x) ®) a—1sin(3z — 3)
) . In(2z —5)
1 - 7
© y—>0 tan( y) @ ig% x2 -9
© 1 sm( x) abeR cos(g — 1)
50 sin(bx)’ t—0 arctan(t)
cos(ay) Jr—1
lim ———= R
(8) lg%l_cos(ﬁy),a,ﬂe () lim 1[
x cos(2x) o -3
O I Gn(a) 0 Jim =
T 1 2 1
. xr 1 I 2 1
® $1—1>Hll+ (ac -1 ln(x)> @ 250 < xe?’f’”)
(m) yginoo y(2arctan(3y) — ) (n) li%h gVie

. . (2 i in(t =
(0) xEToo (1 + sin (m)) 0 1 lim (smt( ))

4.5 Solucoes dos Exercicios

1
L(f7YB) = -
(F)B) =5
11 byy—a 1. 1 5
— . y=xz—1; - a2
2. a)y 3T T3 0y 6095"‘3
3. a) argsinh(z) = In(z + V1 +22); b)) aresinh’(z) — 1. ¢y argsinh’(0) = 1.
5. (a)
: L o Lo 13
(1)P1(:c):1+x,P2(:r):1+x+§z ,Pg(l’):1+$+§$ +6x.
.. 1 3 1 1 3 15 5 3
(i) Py (z) = 11— i(x— 1)32 3~ 3% ]?5(35) =1- 5(3:— 1)+ g(m— 1)? = 5 2% T
Pg(fE):1*5(%*1)+§($*1)2*1@($71)3. ; 1
(i) Pi(z) =z — 1, Py(x )—x—1—§(x—1)2=—§+2$—§x2,
1 1
Pyz)=2—-1—=(x—1)2+ =(z—1)%
21 s 1 1 1 3
=44 (2 —16) — —(z — 16) + —16)3.
Ps(x) 4+8(x 6) 512(:10 6)* + 98304(x 6)
1 2111
In(1.1) = 0.095; Ve ~ 1.105; — ~ 1.115; V17 =~ ——.
(c) In(1.1) =~ 0.095; Ve 05’\/@ 5, V17 =5



4.5 Solugdes dos Exercicios

33
(a)g X :
b) vz =4+ =(x — 16) — —5 (v — 16)2, ¢ €]16; z[.
8 Sc2
(a)e‘”—l—i—x—i—le—&—}er?’
- 2 6 )
@) =21 20— 1)° + 5 — D c llial
n = — — = — —_ i . .
T T 5 T 303 T , C ;X
, 1 1 1 , 1 1 e° eTo 1
=14 — + — + ——e ¢ €]0; L [. Assi *7<1 il 7)< < <.
(©e10 =1+ 75+ 550 + Goop© > ¢ €10 Tol- Assim |er0 70 T 200/| = 6000 = 6000 = 2000
3
onde se tomou, por exemplo, eTo < 36 < ok
In(1.1) = 0.1 1012+ L o8 €]1;1.1]. Assim, |In(1.1) — (0.1 1012)| 017 <
n(l.1) =0.1 — =0. —0. ,|In(1.1) — (0.1 — =0. =< —
2 EVE R 2 3¢3 = 3000
32 ) 33 3 n
(a)1+3x+ax —i—gx +--~+ax .
) 2n
() In(1 + 2z) = 22 — 222 + gaﬁ —4at o (D) 4 ae(a).
n
3 25 n
(c) Para n impar, 22 + =23 + —2° + .- - + —z".
3! 5! n!

Para n par, o polinémio ¢ idéntico ao de ordem n — 1.
(—1)"*(2n - 3)

n

11 1
D1+ -z — a4+ —ad+ -+

27 8 16 2nn)

@ 2 e tocal: Y2 minimizante local

a) ———=, Mmaximizante 10cal; —, minimizante local;
V3 V3

(b) —1, maximizante local; 2, minimizante local;
(¢) 1, maximizante local; 3, minimizante local;
(d) —1, maximizante local; 1, minimizante local;
(e) Sem pontos criticos;
() 1, maximizante local;
1 -

(g) ——, maximizante local;

In3
(h) Sem pontos criticos;
(i) —1, minimizante local;
Q)] e~ ! minimizante local;
(k) —3 — /10, maximizante local; —3 + /10, minimizante local; 1 e —1, pontos de sela;

(1) 1 e —3, maximizantes locais; V3 e —v/3, minimizantes locais.

(a) Sem pontos de inflexdo;



4.5 Solugdes dos Exercicios

11.

(b) Sem pontos de inflexdo;
() 0;

3
d 39 _35 - =
(d) NN

(g)—2;1 .
h) ——, —;
W=7 7

(i) Sem pontos de inflexao;

(k) Sem pontos de inflexdo;

1)) 5e1
5"
B 1 5 1
\/*.b . 7.d7.
@) eViib) 3io) id)zio)

2
1) Nao existe (os limites laterais sdo distintos); m) —g; n) 1; 0) \/e; p) e~ 5.

a a? 3 1
Z:f1: -h) =:9) =:i .
b’ ) 9g) ﬁQ? )571)57_])0’



5 Calculo Integral

5.1 Calculo de primitivas

#:  Exercicio 5.1 Calcule as primitivas das fungdes definidas pelas seguintes expressoes:

3 2 _ . 1
@ de” +a” —w+ 1 (b) sin(3z) — Ja° +

1 1 1 1 2 2
. 3z —2zx.
© 22 =5~ 3eoslo); @ =~ T
1 () (2 o)
t ; ’
(e) tan(x) + T2
(g) sin(z)ec(®); (h) z%e®” — x cos(x?);
@ 2*(a® +1)% ) Ltin@)
T )
arctan x 1 e’ e
k 5 [ ;
® 1+ 22 Jr(1—1—:5‘2)au1rctangc @ 1+e’”+1—|—62”
) cos(x) cos(xz) (n) sin®(z) cos(z) + sin(z) cos(z);
1+sin(z) 1+ sin?(z)’
z+1 z4+5 1 1
© 3t eyt V) T e Ty
z? 4+ 5x — 2 2 —7r+5
(@ ——— r ————
1+z 9+
X 1 4 1
s + ; ro. e
© e i O &= Tz
4> Exercicio 5.2 ) . ) )
a. Mostre que cos(z) = % e que sin(z) = %.
i
_ 1 +cos(27) _ 1 —cos(27)

b. Deduza da alinea anterior que cos?() e que sin®(z) =

2
Calcule/cosz(x)dxe/siHQ(x)dac.

c. Inspirando-se nas alineas anteriores e utilizando o binémio de Newton, calcule

/cos4(ac)dxe /sin6(3:)da:.

#:  Exercicio 5.3 Calcule as primitivas das seguintes fun¢des recorrendo a férmula de primitivagdo por partes:



5.2 Integrais definidos

(a) we*; (b) 22 sin(2z);

(¢) (22 +z+1)e37, (d) arctan(3z);

(e) In(x); () arccos(x);

(g) arccos(z) + arcsin(z); (h) arctan(z) + arctan(1/z);
(i) e sin(2z) () %" cos(x)

(k) /xn(z); () In*(z)

(m) 2? arctan x; (n) 3¢’

#;  Exercicio 5.4 Primitive as fungdes racionais definidas pelas seguintes expressoes:

T 1

(@ ———F——=: - - .
2% — 3z +2 ®) (22 —1)(z+2)

x 2

© —5—: _z+2
z? +4 @ (z+1)(@2+1)
3 +3 3 4 222 +3x+4

© D

#;  Exercicio 5.5 Calcule as seguintes primitivas recorrendo a mudanga de varidvel indicada:

dx tan(x
(a) / (ETE x = tan(t); b) / T+ cos(x ,t = cos(x);
dx . e?*dx

b= ; 2-1);
@ | e = @ [ e = -
(e) / V4 — x2dz, © = 2 cos(t); ) / A, comt = 2% (« € R a escolher).

Vit Vt
#:  Exercicio 5.6 Considere as fungdes “cosseno hiperbdlico” e ”seno hiperbdlico” definidas respetivamente por
cosh(z) = % e sinh(z) = %

a. Mostre que para todo o x € R,

(a) cosh’ =sinh e sinh’ = cosh;

(b) sinh(2z) = 2 cosh(z) sinh(z);

(¢) cosh?(z) —sinh?(z) =1 (Relagio Fundamental da Trigonometria Hiperbélica).
b. Recorrendo a mudanga de varidvel ¢ = 2 sinh(x) calcule

/ V4 + t2dt.

5.2 Integrais definidos

#; Exercicio 5.7 Calcule geometricamente os seguintes integrais:
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[ a)

9

5.3 Integrais impréprios

3 2
(@) / (22 — 4)dx; b) / (4z — 2)dx
0 0
3 1
(©) / [x]dx; )] / t cos(t)dt
2 —1
0 b
(e) / [3x]dx; ) / xdzx.
1 a

Exercicio 5.8 Calcule a drea da regido do plano delimitada pelas linhas de equagdes:
(@ y=9—12%ey=2a% b y=a2t—42% ey =4 — 22

© y=rey=z; @) y=3z, y=xey=a’
Exercicio 5.9

Mostre que se f é continua em [a; b] e se / f(z)dx = 0, entdo f possui pelo menos uma raiz em [a; b].

Exercicio 5.10 Seja f uma fungdo continua em R. Para z # 0 define-se a “média de f no intervalo [0; z]” por
Myta) = [ s
0
a. Indique o valor de ili% My (x).
b. Prove que M ¢ € constante se e s6 se f € constante.
¢. Prove que o contradominio de M estd contido no de f.
L. 21
Exercicio 5.11 Seja, para z > 0, F((z) = /1 %e t  dt. Mostre que F' (1) = —F ().

Exercicio 5.12 Para ¢t € [0; 1] considere © = arctan(t).

1 t
a. Mostre que cos(x) = N e que sin(z) = Vit

™

o tan(z)
b. Seja I = /o (tan(z) + 1)(1 + siHQ(fﬂ))dx

1
t
Procedendo a substituicdo x = arctan(t), mostre que [ = —dt
¢ *) q /0 1120+ 1)
c. Calcule 1.

5.3 Integrais improprios

Exercicio 5.13 Calcule os seguintes integrais impréprios (ou mostre que sdo divergentes):

w [ % <b>/
oo T

o0 arctan(z)dz
(0) / x2—|—1 ; (d) ; ln(x)d:r;
> da Vode
@ [y A

22



5.4 Um ultimo desafio

5.4 Um ultimo desafio

[N

2,  Exercicio 5.14 Considere, paran € N, I,, = / sin” (z)dx.
0
a. Calcule Iy e I;.

b. Mostre que para todo o n > 2,
nl, = (n—1)1,_s.

¢. Mostre que se n = 2k é um nimero par (k € Ny),

L. _ w(2k)!
/0 sin”(x)dx = X AE(RE
d. Obtenha uma expressao andloga para n impar.

5.5 Solucoes dos Exercicios

1.

3 2
(a) x4+%—%+z+c;

1 1 .
(©) - 2/ — 1 sin(5zx) + c;

(e) —In|cos(z)|+In|l+z|+ ¢
() _ecos(x) +c;

N 4 .
@) ﬁ(m + 1) +¢

arctan?
(k) % + In|arctan x| + ¢;

(m) In|1 + sin(z)| 4 arctan(sin(z)) + ¢;

(0) 2z —2In|(z+3)(x+7)| +c
5 2
(@ =+ B In(xz* + 1) — 3arctan(z) + ¢;
2

1 1 5
2952 2 .
(s) 5 2 —5x NG arccos ([x) + ¢;

9 x  sin(2z)
d = —
cos”(z)dx 5 + 1

in(2
sin?(z)dx = g — smi z)

— —

23

®) _cos(3z) 1

2
6 2243 .
3 % TyveAs

3 1 1
(d) =Va? — -3 — 2arctan(z) — —e 2" +¢;
2 3 5
()~ (2~ 42 + ¢
o x)% + ¢

1 1
(h) ge’“ﬁ ~5 sin(z?) + ¢;

(1 +In(z))°
6

() In(1 + e*) + arctan(e®) + ¢;

1))

G

~ cos®(z)
2

(n) i sin4(x) +c;

1 3 2
) 3 arctan(2z) + % arctan (\/§x> +c
4
(r) = — ;ln(:lc2 +9) — 3 arctan (§> +c

5
—x
€

5

1
— €z +C.

(n —



5.5 Solugdes dos Exercicios

3 sin(4z)  sin(2z)
4 e
/cos (z)dx = g% + 39 + 1 +c
i in(4 15sin(2
/sinﬁ(x)dx _ o5 (sm(6x) _ 3sin(4z) 5sin(2x) N 10x> Lo
6 2 2

xe?r e 2?cos(2x)  wsin(2r)  cos(2z)
@ - -t e R

e, oz 8 In(1 + 92?%)
() 3( + 3 + 9) + ¢ (d) xarctan(3x) — — + ¢
(e) zln(z) — z +¢; (f) warccos(z) — V1 —x2+¢;
(g) z(arccos(z) + arcsin(z)) + ¢; (h) z(arctan(z) + arctan(1l/z)) + ¢;

: €“T . ) 6230 )
0) 5 sin(2x) — 2cos(2z) | + ¢; ) = sin(x) + 2 cos(z) | + ¢
(k) ;x/gln(x) — g\/a?—k ¢ () zln*(z) - 2zIn(z) + 2z + ¢
3 2 In(1+a? 2e0" v
(m) %arctanx—%—k%—i—c; (n)x;x _%4_&
(@ 2lnjz —2|—lnjz — 1|+ ¢ ®) Injz—1] Injz+1] n In |2 4 2| b
6 2 3
2 3 1 1

(©) ln(x2—|— 4) 1 (d) B In|z+1|— 1 In(z? +1) + 5 arctan(z) + ¢;

z? 22 ,
(e) -t 2Injz — 1| —Injz + 1| + ¢ ) -t 2z + In(x* 4+ 1) + 2arctan(x) + c.

1 T
(@) 3 (arctan(x) + 1—|—x2> +c;
(b) In |1+ cos(x)| — In|cos(z)| + ¢;

In |1 — sin(x)| 1 In|1+sin(z)|
© == o1~ sin() 1 e
T 1)3

(@243%;4L_2¢¢+1+a

(e) —2arccos (;) + g\/él — 22+

+2t3 — 3t5 4 6t6 —In(ts +1) +c.

24
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5.5 Solugdes dos Exercicios

13.

b.
(t + V12 +4)? 2 (t+\/t2+4)
4+ $2dt = — 2In [ ——
/mdt S Ve T . +e
(a) —3; (b) 4
(o) 0; (d) 05
(e) —1; b2 — o2
) 5
36 128
(a) E, (b) T5+27T;
1 7
(o) ﬁ; (d) @

n arctan(\/i)‘

6 3 3v2
@ ~3; O &
2 d) —1;
(© % @
(e) Divergente; T
(03] 5"

3 2k + 1)!
/ sin”(w)dxzw,n=2k+l,keN0.
0

k

[1@i+1)

=0
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