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Aula1 Convergéncia de Séries Numéricas

1.1 Samula dos conteudos tedricos

o Sucessdo das somas parciais de uma sucessdo (an)nen

N
SNZ E Qp,.
n=1

o Diz-se que uma série é convergente se o limite das suas somas parciais existe e é finito. Nesse caso,

+oo
Zan ;= lim Sy.
n=1

N—+oo

Caso contrdrio, a série diz-se divergente.
o Alterar um niimero finito de termos de uma série ndo altera a sua natureza.
o Valem propriedades algébricas lineares para séries convergentes.
o Uma série convergente tem termo geral que tende para zero, mas o converso ndo é verdadeiro.

o A sucessdo resto de uma série convergente E Qn,

“+o0
Ry = E Qn,
n=N
tem limite nulo.
o Séries geométricas: sdo as séries de termo geral
an = ar™ ", a €R.
Sdo convergentes se e 56 se |r| < 1 (com a # 0). A respetiva soma é dada por
“+o0
D an =10
ap = .
1—
n=1 r

o Séries telescopicas: sdo series cujo termo geral se escreve na forma a, = U, — Upy1.

Sdo convergentes se e s6 se a sucessdo (u,)nen € convergente.

A respetiva sucessao das somas parciais é dada por

N
§ Up — Up4+1 = Up — UN+1
n=p
epOrtantO
400
g Up — Upt1 = Up — Uoo-
n=p

1
o Critério de Dirichlet: Z — converge se e 6 se o > 1.
n

1.2 Exercicios Propostos

#:  Exercicio 1.1 Determine para que valores de = € R as seguintes séries sdo convergentes e calcule a respetiva soma:

(a)Z(xiEH): (b)Zx; (0)2(1,|x|)n; (d)Zﬁ

n>0 n>0 n>1

z . 1 . Pl z . ~ a . ’
#; Exercicio 1.2 Utilize a teoria das séries geométricas para representar na forma de fragdo R a,b € N, os seguintes niimeros



1.3 Resolugdo dos Exercicios tratados na aula

racionais expressos na forma de dizima infinita periddica:

(@)1 =3,(6)  (b)g2=1,(18)  (c)gz=1,01(08)  (d)ga=1,(123)  (e)g5 =0,(9).

Exercicio 1.3 Calcule a soma das seguintes séries:

<G>Z3’(5"+”; (b)ZT(;:gn; (C)Zn21_1;

n>0 n>2 n>2
1 13
@2 G-y <2n—2 + 271) '
n>1 n>0

Exercicio 1.4 Seja (a,,) uma sucessdo convergente.

Mostre que a série > (a, — an+r) € convergente e que
n>1

Z (an — pak) = a1+ as + ... + ax — k lim a,.

Exercicio 1.5 Determine a natureza das seguintes séries e a soma daquelas que sdo convergentes:

1 1 1
(G)Zm; (@Zm% (C)Zm, keN;

n>1 n>3 n>1

vn4+1—+/n 1
D S e I Y Tres)

Exercicio 1.6 Seja (a,,) uma sucessdo de termos ndo nulos.

n>1

1
Mostre que que se g a,, converge, entao E — ¢ divergente.
an
n>1 n>1

Exercicio 1.7 Seja (a,,) uma sucessdo real tal que lim |a,,| = +o0.
An

Indique, justificando, a natureza da série Z T
Qn

n>1

1.3 Resolucao dos Exercicios tratados na aula

I.  (a) Podemos j4 afastar o caso & = 0 em que a série & convergente ¢ a sua soma ' é 1. Para x # 0, temos uma serie
geométrica e portanto basta classificar a razdo r = x/(1 + x). Basta ver quando 2 < 1, que é equivalente a
|r| < 1 mas neste caso facilita as contas, que é x > —1/2. Logo a série é convergente para z > —1/2. A sua
soma € entao

1 1+
— = .
1—r

(b) Neste caso o termo geral é constante, pelo que sé ha convergéncia quando é nulo e nesse caso a soma da série
também € nula.

(d) Se x = 0, a série € convergente com soma nula. Se x # 0, é equivalente estudar a série de termo geral
a, = 1/(n? 4+ n), cuja soma é conhecida (telescépica), com valor 1. Logo a soma da série original ¢ x.

2. Podemos escrever dizimas periddicas na forma de uma série geométrica encontrando p, k tal que
—+oo

1

n=1

1Utilizando a convengdio 00 = 1.



1.3 Resolugdo dos Exercicios tratados na aula

(c) Primeiro removemos a parte conhecida

Agora

0.00(08) =8

Juntando tudo fica

103

g3 = 1.03 + 0.00(08) = — + 0.00(08).

100

18 1 8 x 10* 2

10220 T 1041102 105x 99  25x 99"

3. (a) Euma série geométrica de razio 1/3° cujo primeiro termo é 1/3, logo a soma é

_03, 2 204
=900 " 25 x99~ 1980°
1/3
1-1/3%

(c) Podemos aplicar fracdes parciais e obter
1

B 1 YT
n2—1 (n—-1)n+1) 2\n-1 n+1)’

A semelhanca das séries telescopicas, podemos calcular da seguinte forma a soma parcial

N

n=2

Logo a soma da série é 3/4.

4. Aplicar as ideias do exercicio anterior:

1

N

e tomar o limite.

N+2

1 1 1
Zn—l_n—i—l_;n—l_;n—l
1 1 1 1
:74_ -
2—-1 3-1 N N+2-1
3
- —.
2

k

N
Z(an - an—i—k) - Z Z Ap4i—1 — An+44

n=1

i=1n=1

k k
SRICED T
=1 i=1

5. (a) Ede termos positivos. Basta comparar com a série n~%, com o = 1/2 < 1, que é divergente e ver que o limite

do quociente nao € nulo nem infinito.

(c) Podemos ver que

e aplicar o Exercicio 4 obtendo

(e) Pensando como no c), temos

Logo

—+o00 ® 1 k 1
2=y

1 1
n n+6

3 SRS N
nn+3)(n+6) 6 |(nn+3) (n+3)(n+6)]"



1.3 Resolugdo dos Exercicios tratados na aula

Temos a diferenga de duas séries convergentes:

“+o0 1 +oo 3
<7§n(n+3) nz n+3 Z n+3>

+oo

1
nz nn+3)(n+6)

—_

=1 6 il

1 /1 1 1

B (4 T 18)

73

= Toa0"
6. A sucessdo converge, logo lim a,, = 0. Assim, lim ’ﬁ’ = +00, pelo que a série € divergente.
7. Tem-se “ 1 1

o e :hmaijq 130"

logo a série € grosseiramente divergente.



Aula 2 Critérios de convergéncia para séries numéricas

2.1 Sumula dos conteudos teoricos

Fara séries de termos positivos:

o 1°Critério da comparagdo: 0 < a,, < b, e > b, é convergente, entdo »_ a,, também é convergente.

o 2? Critério da comparagdo: Sejam a,,b, > 0, com b, > 0 a partir de certa ordem. Se ay, /b, — L, com
0 <L <400, entdo Y a, ey by, tém mesma natureza.

o 3? Critério da comparagdo: Sejam ay,, by, > 0, com b, > 0 a partir de certa ordem. Se a,, /b, — 0e > by,
converge, entdo Y . a,, também converge. Se a,, /b, — 0o e Y. b, diverge, entdo Y a,, também diverge.

o Crtérios D’Alembert (da razdo) e de Cauchy (da raiz). Se existir

. Un41
r= lim —*
n—+00 Uy

ou

r= lim Yu,:

n—-+oo

Se r # 1, a série converge se e s6 ser < 1.
Para séries de termos com sinal variavel
o Convergéncia absoluta: > |a,| converge, e nesse caso também ., a,, converge.
o Séries alternadas: ana,41 < 0.
o Critério de Leibniz: |ay| | 0, a,, alternada, entdo )", a,, é convergente.

2.2 Exercicios Propostos

#:  Exercicio 2.1 Estude, utilizando um critério de comparagfo, a natureza das seguintes séries:

in?(n n! 1 "
(“)ans_(l)? Z\/T—i—l (C)an; (d)z<w) ;

= = =
I (m) O T O W gy
()an <j>n§>jle”(;)m; (k)%(nsin(i))%; w3 (5)
wE () 0% () 0g (e ()

e e @S 0D\ 0X
0% (- v -1); (u%nil(z)n; <v>§1n!(2)n2; @ oy

# Exercicio 2.2 Sejam > a,, e Y b, duas séries convergentes de termos positivos. Indique, justificando, a natureza das

seguintes séries:

(“)ZG”*;); 0> ",



2]

2l

5

2.2 Exercicios Propostos

n
Exercicio 2.3 Estude, quanto a natureza, a série de termo geral T nos seguintes casos:

()0<a<b (i)0<b<a<l; (ii)1<b<a.

Exercicio 2.4 Estude a convergéncia das seguintes séries, indicando, em particular, se a convergéncia é simples ou absoluta:
(—1)"n™ n 1 o 2n+1
(a)ZWv (b) Z(*l) arctan n (c) Z(*l) m

Exercicio 2.5 Sejam (ay,) e (b,) duas sucessdes de termos positivos tais que as séries Y . a,, € Z (by, — bp+1) sdo con-
vergentes.

Mostre que a série E (anby,) é uma série convergente.

Exercicio 2.6 Pretende-se provar o seguinte Teorema:

Sejam (ap,)nen € (bn)nen duas sucessdes de termos positivos tais que

bn n
VneN, 2ndt < dndt @2.1)
by, an

Entdo
Z b,, diverge = Z an, diverge .

Sejam pois duas sucessdes (a,,) € (by,) que verificam a condigdo (2.1).

b
(a) Seja w, = —. Mostre que (w,,) é decrescente.
an
(b) Deduza da alinea anterior a existéncia de uma constante M > Otalque Vn € N, w, < M
e conclua.

Exercicio 2.7 Utilizando o Teorema do exercicio anterior, determine a natureza da série de termo geral
2x5x8x--+x(3n—1)
a P .
" 3X6x9x-x(3n)

Exercicio 2.8
(a) Seja (u,,) uma sucessdo de termos positivos. Mostre que
E up converge = E u? converge.

(b) A propriedade mantém-se vdlida se retirarmos a condicao de positividade?

Exercicio 2.9

(a) Mostre que para todo o, 8 € R, a8 < 1(a? 4 5?).

(b) Aplicando a desigualdade anterior, mostre que dada uma sucesso (v, ),ecn de termos
positivos,

1
n = — n .
E vy, converge E o /vy, converge
(c) Aplicagdo: Utilizando o resultado da alinea (d), justifique a convergéncia da série

sin (L) — sin (54

n2

# Exercicio 2.10 Seja (uy, )nen uma sucessdo de termos positivos tal que » | u,, converge.

Mostre que a série de termo geral v,, = —— converge.

1+ u,




2.3 Resolucdo dos Exercicios tratados na aula

#:  Exercicio 2.11 Determine se sdo absolutamente convergentes, simplesmente convergentes ou divergentes as seguintes
séries:

@YY py CS D s C

n>1 \/ﬁ n>1 n2+n+3 n>1 nQ\/ﬁ;
(—=1)ma?mtt (-1)"n_ Cn (201"
D2 G Ol DD (o)

# Exercicio 2.12 Seja (a,,) uma sucessdo tal que a série Y | a,, é absolutamente convergente.

Prove que a série Y a2 é também convergente e fornega um contra-exemplo para a impicagio reciproca.

2.3 Resolucao dos Exercicios tratados na aula

2.1 (a) De termos positivos. Compara com a série de Dirichlet 1/n?, convergente.
(c) De termos positivos. Aplicar o critério da razdo
nil (1+1>_n—>1<1
G, n e
logo € convergente.
(d) De termos positivos. E majorada pela série geométrica convergente 1/2", logo é convergente. Podemos aplicar
também o critério da raiz e obter

1
lim sup "an:§:r<1

e concluir que a série é convergente.

(g) De termos positivos. Pelo contra reciproco do critério da comparacdo, comparando com a série harménica
1/logn > 1/n, que é divergente, concluimos que esta série também & divergente.

(p) Forma 1: notando que = = €'°8% 2 > 0 temos

e "(logn)" = exp(—n + log((logn)"))

exp(—n + nlog(logn)))
= exp(n(log(logn) — 1))
— 400 #0

e portanto a série € divergente.
Forma 2: A partir de certa ordem, logn > e, logo a partir de certa ordem temos a,, > 7", com r > 1, pelo
que a série € divergente.
Forma 3: Pelo critério da raiz , {/a, = log(n)/e — +00, logo a série diverge. De forma semelhante se podia
aplicar o critério da razdo.

(s) Podemos extrair os termos dominantes do numerador e denominador. Estes sio n%/2 e n®+2/, respetivamente.
Assim comparando com a série 1/n®*, a = 13/6, concluimos que é convergente.

2.2 (a). Por 6, sabemos que por exemplo 1/a,, é divergente. Como temos termos positivos
1 1 1
an  bn T oan
logo ¢ divergente (contra reciproco do critério de comparagao).

(b). Se compararmos com a,,, temos

n+1

“T=a n+1

_n " — — 1
Qnp, n

logo tem a mesma natureza do que » | a,,, que é convergente.



2.3 Resolucdo dos Exercicios tratados na aula

2.4 (a) A série é absolutamente convergente pelo critério da razio
a 1 \" e
lana] L0 IV e
|an] T n T
(b) Podemos analisar o comportamento de arctan z perto da origem e notar que
arctan x 1
im ——— =: arctan’ 0 = =1
z—0 €T 1+ 02
Logo |a,| = arctan(1/n) t.m.n de 1/n, que é divergente. A série ndo é absolutamente convergente.

A série € alternada. Sabemos que arctan z é continua, crescente (a sua derivada é 1/(1+ 22)), e que é sempre
positiva para © > 0 (porque tan0 = 0). Assim, como 1/n é decrescente, vem que |a,| = arctan(l/n)
decresce para zero. Pelo critério de Leibniz, a série € convergente.
Logo a série € simplesmente convergente.

(c) Facilmente vemos que a série ndo é absolutamente convergente comparando assintoticamente com a série
harmoénica, que € divergente.
Para a analisar a convergéncia simples, observamos que ¢é série alternada. Claramente |a,,| — 0. Para observar
que |a,| é decrescente basta ver que f(x) é decrescente para x grande, com

f@) = :c2x+ 1

De facto

1— a2

Assim, pelo critério de Leibnitz, a série é convergente.

f@) =

Logo a série € simplesmente convergente.

2.5 Sabemos que a expressdo das somas parciais de b,, — by, 41 €

N
By = an —bpr1 =b1 —bny1.
n=1
Como esta série converge, por definicdo a sucessdo By converge, e portanto by € uma sucessdo também
convergente. Tomemos entdo o seu limite L € R, ou seja L = lim 1 by . Basta comparar entdo a série do

enunciado a,b, > 0 com a série convergente a,, > 0 e temos

) b .
lim = lim b, =0L.
n—+o0o A n——+4oo

Como 0 < L < 400, concluimos que a,,b,, é convergente.
2.6 (a) Temos

brt1
Wn+l b, <1
w T Qnt1 —
n An

por hipétese. Logo w,, € decrescente.

(b) Como w,, é decrescente, para qualquer n € N temos w,, < w; =: M. E entio
0<b, =wna, < Ma,.
Como > b,, diverge, pelo critério de comparagéo Y. Ma,, diverge. Como M é uma constante, Y a,

também diverge.

2.7 Note-se que, por definicio,

3n 4+ 2
an—&-l:anm-
Vem entado
an+1:3n—|—2:n+3/2: 1 >1+l:n+1:bn+1
G, 3n+3 n+1 2(n+1) — n n by,

com by, := 1/n. Como Y _ b, diverge, concluimos pelo teorema anterior que a,, diverge.



Aula 3 Séries de fungoes

3.1 Sumula dos conteudos teoricos

Dada uma sucessao de fungées ( fn)nen definida num conjunto D C R:

o Convergéncia pontual
Vz € D, fn(x) = f(x).

ou seja
Ve > 0Vx € D IN € N,Vn > N|f,(z) — f(z)] <e.

o Convergéncia uniforme

Ve > 03N € NVz € D,Vn > N|fn(x) — f(z)| < e.

A diferencga é que aqui “existe um para todos” e no caso anterior “para todos existe um”.
o A convergéncia uniforme implica convergéncia pontual.

o A convergéncia uniforme é equivalente a

[fn = flloo =0
onde

[ = flloo = sup | fu(z) — f(@)].
z€D

3.2 Exercicios Propostos

#,  Exercicio 3.1 Considere a sucesséo de fungdes (f,) definida por f,,(z) = e~ ™*. Estude a convergéncia pontual/uniforme
de (f,,) nos intervalos
(@X=[0:1] (B X =[1;2).

nxr

#, Exercicio 3.2 Considere a sucessdo de fungdes definida em X = [0; 1] por f,,(z) = T a2
n?x

Mostre que (f,,) converge pontualmente mas nao uniformemente.

#y Exercicio 3.3 Considere, para n € N, a fungdo definida em X = [0; 1] por f,(z) = nwe "%,

1 1
(a) Calcule lim/ fn(z)dx e/ (lim f,,(z)) dz.
0 0

(b) A sucessio ( f,) converge uniformemente em X = [0;1] ?

#:  Exercicio 3.4 Seja f : R — R uma funcéo com derivada limitada em R.
Mostre que a sucessdo (hy,) definida por

hn(z) = f(:v + %)

converge uniformemente em X = R.

# Exercicio 3.5 Considere, para n € N, a fungdo definida em X = [0; 1] por
fn(z) = na™In(z) se z €]0;1] e f,,(0) = 0.
(a) Calcule o limite pontual f de (f,,) no intervalo [0; 1].
(b) Estude as variacdes de g, = f, — f.

(c) Conclua quanto a convergéncia/néo convergéncia uniforme de (f,,) para f.



3.3 Resolucdo dos Exercicios tratados na aula

3.3 Resolucao dos Exercicios tratados na aula

2.8 (a) Como Y wu, converge, u, — 0 e portanto a partir de certa ordem u,, < 1. Assim, a partir de certa ordem
temos

pelo que como " u,, converge concluimos que > u2 também converge.
(b) Nio. Se considerarmos

Up = (71)”ﬁ.

Temos > u, convergente pelo critério de Leibnitz mas Y u2 = 3" 1/n, que é divergente.

2.10 E de termos positivos logo vale o critério de comparagio do limite. Temos
Un

4w,
Up, 1+ u,

-1

onde utilizdmos o facto de u,, — 0 por Y u,, ser convergente. Concluimos assim que tm.n. de > uy,, que é

Up
1+uy,
convergente.
2.11 Vamos designar o termo geral por a,.
(a) A série Y |ay| é uma série de Dirichlet com o < 1, logo é divergente. A série Y a,, é uma série alternada e
an, J 0,logo pelo critério de Leibnitz é convergente. Concluimos que a série Y _ a,, é simplesmente convergente.
(b) O limite de a,, ndo existe jd que limsup a,, = 1 e liminf a,, = —1, logo a série ¢ divergente.
(c) A série Y |ay| é uma série de Dirichlet com o = 3/2 > 1 logo é convergente. Concluimos que a série Y a,,
¢é absolutamente convergente.
(d) Se a = 0 a série é absolutamente convergente (€ nula). Se a # 0, aplicamos o critério da razdo a a,, € obtemos
lant1] a®nt3 (2n+ 1)!
lan]  (2n+1)!2n+1)(2n+2) a2n+!

a2
C (2n+1)(2n+2)
logo é convergente. Concluimos que a série » | a,, € absolutamente convergente.

—0<1

(e) O limite de a,, ndo existe ji que limsup a,, = 1/6 e liminf a,, = —1/6, logo a série € divergente.
() Aplicamos o critério da raiz a a,, € obtemos
" 2n+1 2
ol =31 73 <!

logo é convergente. Concluimos que a série > a,, é absolutamente convergente.
2.12 As séries > a2 e Y |a,| sdo de termos positivos. Como > |a,,| é convergente, |a,,| — 0 e a partir de certa ordem
|a,| < 1. Logo, a partir de certa ordem

ai <lan|.

Como Y |ay,
Para o contra-exemplo: com a,, = 1/n, >_ a2 é convergente mas Y a,, é divergente.

é convergente, pelo critério de comparagio também > a2 é convergente.

3.1 (a) Temos convergéncia pontual para a funcio
1, =0
fz) = -
0, #0

A convergéncia ndo € uniforme porque

sup |fn(z) — f(2)] =170

z€[0,1]

(b) Em [1, 2], a convergéncia é uniforme para f = 0 porque

I fr = fllo = [[fallo =™ =0



3.3 Resolucdo dos Exercicios tratados na aula

3.2 Temos convergéncia pontual

z
(1) = ———— S 0Vre X =[0,1
fa(@) = 1 — S [0,1]

Se escolhermos z,, = 1/n € X Vn € N.
1/n 1
() = D=2 A0
logo a convergéncia nao € uniforme.
3.4 Sejae, = 1/n. Como f’ & limitada, estd definida || f'||.c € R. Temos

|hn(2) = f(@)| = [f(z +en) = f(2)] = &n
Como f é diferencidvel em R, pelo teorema do valor médio (Lagrange) existe ¢,, € (0, &,,) tal que

J@ten) ZI@ | 1)) < 17 oo

En

En

3.1)

Por (3.1) vem entao
1n = fulloo

IN

||f1H005n —0

e a convergéncia € uniforme.
3.5 (a) Parax = 0, claramente f, — 0. Paraxz =1, f, =0 — 0. Para0 < = < 1, nz™ — 0 e portanto f,, — 0.
Logo fn, — Oem [0, 1].
(b) Temos g, = fr. A derivada da fungéo em (0, 1) é
g, (z) = nz"*(nlogx + 1)
que tem apenas um zero em z,, = ¢~ /", Eainda g/, < 0em (0,z,)e g/, > 0em (z,,1). Como g, é continua
em [0, 1], temos que g,, é decrescente em [0, z,,] e crescente em [z, 1]. Como g,, < 0 em [0, 1], podemos
concluir que o médximo global de |g,,| é obtido em x,,.
(c) Concluimos que a convergéncia ndo é uniforme, ji que || f, — f|loo 7 O:

1fa = Fllse = lgn(za)l = | fule™ /") = ne " loge /" =",



Aula 4 Séries de funcoes

4.1 Sumula dos conteudos teoricos

Para séries de fungoes:

o Trata-se essencialmente de aplicar o que sabemos sobre sucessoes de funcoes a sucessdo

N
Sn(@) =) fal@).

o Critério de Weierstrass. Para f, : D — R, se
Vr € D,|fu(z)| < an

e > ayp é convergente, entdo y . f,, converge uniformemente. Reparar que a condi¢do acima é equivalente a

dizer que

o0

Y lalloe < +oo.

n=1
o Basta utilizar as propriedades de “troca de limites” para sucessdes e obtemos as seguintes para séries
e Se > fn — [ uniformemente e f,, sdo continuas entdo f é continua.
o Se as [, sdo diferenciaveis, EN fn — f pontualmente e > f! — g uniformemente, entdo Y, f] —

> fl uniformemente.

)

4.2 Exercicios Propostos

#:  Exercicio 4.1 Estude a convergéncia uniforme das seguintes séries de funcdes:

2.2
(a)zxnefnm?‘. (b)ze "
) n2
—+o00
#:  Exercicio 4.2 Calcule, para > 0, a soma Z ne """,
n=1

—nx

Sugestdo: comece por considerar a série > e

#:  Exercicio 4.3 Determine os intervalos de convergéncia das seguintes séries de poténcias e estude também a convergéncia
nos extremos desses intervalos:

) IR ANC) HURSUSCICERINC)D Bl (g EE

n>1 n>1 n>1

1.3...(2n+1) 1 .
(d) ;1 i Gnronrl e Y

#: Exercicio 4.4 Calcule as somas das seguintes séries nos respectivos intervalos de convergéncia:

x” 5 1 " _1)yn—1 .
(a)Z;; (b) ann; (¢) Zn x"; (d)22n+1 (z — 1)2"* (e)zi(nln(x_l) +1

n>1 n>1 n>1 n>1 n>1

4.3 Resolucao dos Exercicios tratados na aula

1. (a) Uma forma alternativa seria ver que f,, € continua para qualquer n mas f := lim f,, ndo é.



4.3 Resolugdo dos Exercicios tratados na aula

3.3 (a). Temos

4.1

1
/f _ efnm2 _ 1 67’!112 _> }
" 2 ) 2 2
/lim fn=0.

(b). Nao porque como cada f,, € continua, se a convergéncia fosse uniforme teriamos

[1im g, =tim [ £,

mas na alinea anterior vimos que nao temos.

E também f,, — 0 e portanto

(a) Note-se que

(@) = (=)

Mas com g(z) = ze~* , temos ¢’ () = e~ (1 — 222). Pelo que a fungdo g varia da seguinte forma
o Decrescente para x < V2 /2.
o Crescente para x € [v/2/2,v/2/2]
o Decrescente para z < v/2/2.
Como
lim g(z) = lim g(z) =0

r—r—00 T—>00

é obtido em ++/2/2. Vem entdo

rim e oo = lg(2v3/2)] = 22 <1.

2\/e

A sucessdo f,, é entdo majorada por a,, = ", e > a,, é convergente. Desta forma, pelo critério de Weierstrass,

concluimos que o maximo de |g(x)

a convergéncia € uniforme.

(b) Temos f,, < 1/n?, e 1/n? é convergente, logo ha convergéncia uniforme pelo critério de Weierstrass.

42 Com g, = e ", temos g, = —f. Temos também que > g,, converge pontualmente para 2 > 0 ja que é uma

série geométrica de razdo e~* < 1. A sua soma é
—+oo
Z e~ NT — 1 1
el—e®
n=1
A série Y g, converge uniformemente em [M, +00) para qualquer real M > 0. Para ver isso, basta observar que
nM

)

9| = me™" <me”

que € convergente (por exemplo pelo critério da razdo). Desta forma, temos

+o0 +o00 +oo ! +oo !
Z ne " = Z —gl, = — <Z gn> = (Z 6”) .
n=1 n=1 n=1

n=1

!
— S \el—e)  e(l—e®)2

—+o0
Sopere =l
— e(l—e )2

O que estd acima vale para x € [M, 400). Mas como M > 0 é arbitrdrio, podemos concluir que vale para qualquer
x> 0.

Como

vem



Aula 5 Séries de poténcias e séries de Taylor

5.1 Sumula dos resultados tedricos

o Uma série de poténcias (ou série inteira) centrada em xq é dada por

+ oo
Z an(x — )"
n=0

para alguma sucessdo real (an)nen-

o O raio de convergéncia pode ser obtido da seguinte forma. Seja L = limsup ¥/|a,,|. Entdo

1/L ,L#0
R= / 7 .
400, ,L=0
Pode ser ainda obtido por
R = lim 1%
|ant1]

caso o limite exista.

o Uma série de poténcias converge absolutamente no interior do seu raio de convergéncia, ou seja, em I =
(vg — R, w0 + R); diverge grosseiramente no exterior, ou seja, em I = (—o0o, 9 — R) U (z¢ + R, +00);
para xo — R e xo + R nada se pode afirmar a priori.

o A convergéncia ndo é necessariamente uniforme em I mas é em todo o intervalo compacto da forma [xo —
c,xg+c] C I

o Uma série de poténcias é de classe C*> em I e temos

400 ! +oo
(2 fn(x)> A
n=0 n=0
onde fp(x) = an(x — )™

o A série de Taylor de uma funcdo f em torno de x¢ é dada por

n=0
o Se uma fungdo é igual a uma série de poténcias numa vizinhanca de um ponto, essa série de poténcias é a
sua série de Taylor em torno desse ponto.
o Uma funcgdo diz-se analitica em xq se é igual a sua série de Taylor (em torno de xo) numa vizinhanga de x.
o Qualquer funcdo analitica é de classe C'°°, mas o converso ndo é verdade.
o O polinémio de Taylor de grau N de uma funcdo f € CN*1 é dado por

N #(n)
pn(z) = Z i n('wo) x —xo)"
n=0 .

O resto é dado por

e existe ¢ € (xg, ) —ou (x,xq) no caso x < xo — tal que

(N+1) (0
Ry(z) = JZNH()!)(:E — zo)VH,

o Sejaf e C>®ec>0.SeRn(x) — Oparatodoox € (xo—e, xo+¢), entdo f é analitica em (xo—e, xo+€).

o Para analisar o intervalo onde a fungdo é igual a sua série de Taylor. Sejac > 0eV = (xg —e,29 +¢€) e




)

5.2 Exercicios Propostos

f € C°. e existem constantes M, a tais que
£ ()] < Ma"

para x € V. Entdo f é analitica em xq e é igual a sua série de Taylor em torno de xo em V.
o Para provar que uma fungdo é analitica num intervalo. Seja I = («, ) e f € C™. Se para qualquer

compacto K = [e,d] C I existem constantes M, a tais que
Vz e K,|f™(z)] < Ma™n!

entdo f é analitica em I.
o A série de Taylor de uma funcdo f em torno de x é dada por
e f(n) (1‘0) n
Z T(m‘ —x0)".
n=0
o Se uma fungdo é igual a uma série de poténcias numa vizinhanga de um ponto, essa série de poténcias é a
sua série de Taylor em torno desse ponto.
o Uma fungdo diz-se analitica em xq se é igual a sua série de Taylor (em torno de x() numa vizinhanga de x.
o Qualquer funcdo analitica é de classe C'*°, mas o converso ndo é verdade.

o O polinémio de Taylor de grau N de uma funcio f € CN*1 é dado por

N e(m)(y
py(x) = Z fi(o)(x —x0)".

n!
n=0

O resto é dado por
Ry(x) = f(z) —pn(2)

e existe ¢ € (xo,x) —ou (x,xg) no caso x < o — tal que
FEED ()
Ry(z)=1—2Y
v@) = TN

o Sejaf e C®eec>0.SeRy(z) — Oparatodoox € (xo—e, xo+¢€), entdo f é analitica em (xo—e, xo+e).

(z — zo)VHL.

o Para analisar o intervalo onde a funcdo é igual a sua série de Taylor. Sejac > 0eV = (xg —e,29 +€) e

f € C°. e existem constantes M, a tais que
£ ()] < Ma"

para x € V. Entdo f é analitica em xq e é igual a sua série de Taylor em torno de xo em V.
o Para provar que uma fungdo é analitica num intervalo. Seja I = (a, ) e f € C™. Se para qualquer

compacto K = [c,d] C I existem constantes M, a tais que
Vz e K,|f™(z)] < Ma™n!

entdo f é analitica em 1.

5.2 Exercicios Propostos

Exercicio 5.1 Desenvolva a fun¢do © — In(z) em série de poténcias de  — 2, indicando o maior intervalo em que o

desenvolvimento € valido.

3 1
Exercicio 5.2 Desenvolva a fungdo © — —; em série de poténcias de = + 1, indicando o maior intervalo em que o
x

desenvolvimento € valido.

Exercicio 5.3 Considere a fungdo f : z — e*. Calcule a sua série de MacLaurin e prove que a fun¢io é soma dessa série

paratodo o z € R.

Exercicio 5.4 Escreva o desenvolvimento de MacLaurin das func¢des definidas pelas seguintes expressdes:



2l

5.3 Resolucdo dos Exercicios tratados na aula

Exercicio 5.5 Desenvolva em série de MacLaurin a fungdo log (1 + x3) e justifique que a fun¢do tem um minimo no ponto

x=0.

Exercicio 5.6 Desenvolva em série de poténcias de z — 1 a funcéo f : R\ {0} — R definida por
f(a) = 2*log(?),

indicando o maior intervalo aberto onde esse desenvolvimento € valido.

. . . . 4 .
Exercicio 5.7 Desenvolva em série de poténcias de x — 2 a funcdo x — 3 indicando o maior intervalo aberto onde esse
x
desenvolvimento € valido.
Utilize o resultado obtido para determinar o valor de f(17) (2).

Exercicio 5.8 Desenvolva em série de MacLaurin a funcdo x — 2% + e indique, justificando, o intervalo de

1
242z
convergéncia da série obtida.

Exercicio 5.9 Calcule o polinémio de Taylor de grau 2 da fun¢do definida por

flz) = /1 In(t)dt

centrado no ponto a = 2, sabendo que a fungio u é de classe C?(R), tem por contradominio o conjunto [1,+00) e
u(2) =1.
Exercicio 5.10 Utilize a férmula de MacLaurin para provar a férmula dita do Binémio de Newton

1+z2)"=1+ (?)x—i— (Z)wQ +..+ (Z)x", zeR, neN.

5.3 Resoluciao dos Exercicios tratados na aula

43 (a) Temosa, =n,z9=2.E {/n — 1logo R =1. Parax = 29 — R = —1¢ >_ n(—1)", que é divergente. Para
x =x9+ R =36 n, também divergente. Logo hd convergéncia em (1, 3) e divergéncia caso contrario.
(b) Temos a,, = 1/v/n+ 1, xg = —1. Temos {/|a,| — 1,logo R = 1. Parax = 29 — R = —2¢

(=n"
2 e
Pelo critério de Leibnitz, esta série € (simplesmente) convergente. Paraz = 29 — R =0¢
1
2 T
que é divergente (comparar com série de Dirichlet). Logo hd convergéncia absoluta em (—2, 0), convergéncia
simples para x = —2 e divergéncia caso contrario.

4.4 (a) O raio de convergéncia é R = 1 e portanto o intervalo de convergéncia é I = (—1,1). Notamos que derivar

torna a expressiao mais simples. Seja

T
e
+oo
fl@)=>" falx)
n=1
De facto



5.3 Resolucdo dos Exercicios tratados na aula

que € o termo geral de uma série geométrica. Vem entdo, pela troca de derivada e série para séries de poténcias

/ I 1
F@ = (3 @) = fal@) =D e =
n=1
para qualquer « € (—1,1) = I. Isto significa que, para z € I,
fx)y=—log(l—z)+C

para alguma constante C' € R. Como f(0) = 0 diretamente da expresséo da série, concluimos que C' = 0.

(b) O raio de convergéncia € R = 1, pelo que vamos considerar —1 < z < 1. Temos

+oo —+o0 +oo /
E na" =x E (™) == g "
n=1 n=1 n=1

pela troca de limites para séries de poténcias. Como

vem

n=1
Para x = £1 a série € divergente.
(c) Oraio de convergéncia é R = 1, pelo que vamos considerar —1 < x < 1. Temos

400 400 +oo !
Z n?z" =z Z(mc”)’ =z (Z n:c") :
n=1 n=1 n=1
Como pela alinea anterior é
+oo x
S -
— )2’
n=1 (1 ],‘)
vem
+oo !
1+
> nia" = ( 1 - 2) ' 5
2 (1-2) (1-2)
Para x = £1 a série € divergente.

5.2 Calculamos a série de Taylor em torno de g = —1. Calculando as primeiras derivadas conseguimos ver o padrdo

seguinte, que pode ser provado por indugdo:

[ (@) = (=1)"(n+1)!

l‘"+2 :
Vem entdo 1
an = mf(”)(xo) =n+1.

Desta forma, a série de Taylor em torno de zg = —1 €

+o0

T(z) =) (n+1)(z+1)"

n=0

O raio de convergéncia desta série é R = 1, jd que limsup {/|a,| = 1. Paraxz = 0,2 = —2 a série diverge. Néo

sabemos ainda se a fungdo é igual a sua série de Taylor em I = (—2,0). Para provar isso vamos analisar a série em

si. Utilizando ideias semelhantes ao exercicio 9: para x € definimos

= r+1 1

g(x) := ;(w + 1)t = T“@rD =-1- -

Esta igualdade é vélida porque |z + 1| < 1 para x € I. Derivando e utilizando o facto de que temos convergéncia

uniforme em 1,
+oo

S =d@) =Y 4 )+ 1)
n=0
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e concluimos que a fungdo f € analitica e o desenvolvimento € vélido em 1.
5.4 (a) Temos

f(.]?) = g% = exloga

€ portanto
) (z) = (loga)"a”.

Desta forma
£ (0) = (loga)™.

A série de MacLaurin € entdo
OO

Z 1oga o

(b) Calcular derivadas vai ser dificil. Vamos tentar utilizar séries conhecidas. Note-se que
1 1 1

h(x) = 1+x2 = 11— (_x2) = 1_y y=_x2.

Sabemos que, com

1
9\Y)=17—">
se tem
+oo
gw) =Y y"
n=0
para qualquer y € I = (—1,1). Desta forma,
+oo
ha) = Y (1)
n=0
para 22 € I. Mas, note-se que
1 1 1

fw) = a2 + x2 - a2l+ (z/a)?

Para qualquer = € (—|al, |a|), temos (x/a)? € I e portanto
—+oo

1 =4
a2 + 22 :h(x/a)ZnE:oaQ""'z Zb "
com

(_1)n,/2an+2 ,m par
0, ,n impar .

Sendo esta uma série de poténcias, sabemos que necessariamente é a série de MacLaurin desta funcio.

5.5 Consideremos primeiro g(x) = log(1 + z). Calculando algumas derivadas conseguimos ver que
¢ (@) = (1) = )l

e portanto paran > 1
g™ (0) = (=" (n - 1)

z

Concluimos entdo que a série de MacLaurin de log(1 + z) é
“+o0 (_

Glr) =)

n=1

e esta série converge em I = (—1,1). Temos ainda de verificar que de facto G = g em I. Note-se que, em

) xT .



5.3 Resolucdo dos Exercicios tratados na aula

59

“+o0
(@)= =3 (1)"an!
n=1
1 (2
- (Z(_n%" - 1)
n=0
1 1
Tz (1 +z 1>
_ 1
14

Como G(0) = F(0), concluimos que G = F em I. Como x € I é equivalente a 2° € I, vem

+oo n 400
=)™ s

3\ n __ (71)”‘ 3n+3

n=1 n=0
De facto também é vilido em (—1, 1] (soma da série harménica alternada).

Em primeiro lugar vemos que

Vamos calcular a derivada. Seja

Aplicando a regra em cadeia:
f'(@) = (Gou)(x) = G'(u(x))u'(x) = log(u(x))u' (z).
onde aplicdmos o TFC. Vem entao
f'(2) = log(u(2))u'(2) = log(1)u'(2) = 0.

Calculando agora a segunda derivada

f(x) =

vem

Temos entdo



Aula 6 Topologia

6.1 Sumula dos conteudos teoricos

o Dizemos qued: E X E — R(‘f ¢é uma distancia se, para quaisquer x,y € E:
* d(z,y) =0 < xz=y
* d(z,y) =d(y,»)
¥ d(z,y) < d(z,z)+ d(z,vy) para qualquer z € E
o Ao par (E,d) de um conjunto E equipado com uma distdncia d chamamos um espago métrico.

o Denotamos por B, (r) a bola aberta de raio r e centro x
B,(r) ={uve E|d(u,z) <r}.

o Umpontox € A C E diz-se
o Interior se existe € > 0 tal que B, () C A.
& Fronteiro se para qualquer € > 0, B, (¢) interceta A e A°.
o Exterior se € > 0 tal que B, () C A°.
o Para qualquer A C E, temos
E = intAUfr Alext A

o A aderéncia (ou fecho) de um conjunto é

A=intAUfrA(= AU frA),

onde U indica unido disjunta.
o Um ponto x pertence a A se e s se existe uma sucessdo de pontos em A que tende para .
o Um conjunto diz-se aberto se é igual ao seu interior.
o Um conjunto diz-se fechado se é igual a sua aderéncia.
o Um conjunto é aberto (fechado) se e s6 se o seu complemento ¢é fechado (aberto).
o Diz-se que uma sucessdo (x,,) converge para x se d(x,x,) — 0.
o Um conjunto A diz-se compacto se toda a sucessdo em A admite uma subsucessdo convergente.
o Um conjunto compacto é limitado e fechado, mas a implicacdo reciproca é falsa para espacos métricos
gerais.
o Seja E um espago vetorial. Dizemos que ||-|| : E — R é uma norma se, qualquer x,y,z € E:
o [zl =0
o ||z]|=0 < 2=0
o VAR [Al| = [z
oz +yll < llzll + llyll
o Qualquer norma induz uma distancia d(x,y) = ||z — y||

o Sejal < p < 4o00. Parap < o0, a p-norma em R™ é definida como
n 1/p
], = (Z |$i|”> :
i=1

— .|P
llloc = max fosf”

No caso p = +00, é definida por

De facto, esta definicdo é natural dado que

[2llp = ll#lloos p = 00




6.2 Exercicios Propostos

6.2 Exercicios Propostos

#1 Exercicio 6.1 Considere o conjunto C = C°([0; 1]) das fungdes continuas no intervalo [0; 1] e a fungdo d : C? — R{

definida por .
Wf9) €% d(f.g) = / (@) - g()) da.

a. Mostre que (C, d) é um espago métrico.
b. Sendo Z o conjunto das fungdes Riemann-integraveis no intervalo [0; 1], (Z, d) € igualmente

um espaco métrico?

#: Exercicio 6.2 Seja E um conjunto e d a fungio definida em E? por

0 sex=y
d(z,y) =
(z,9) {lsex#y

a. Mostre que d € uma distancia (dita «distancia grosseira» sobre E).
b. Mostre que todos os subconjuntos de E sdo abertos.

¢. Mostre que as sucessdes convergentes de E sdo exatamente as sucessdes estaciondrias (isto

€, as sucessdes constantes a partir de certa ordem).
d. Considere que E = N. Mostre que E ¢ fechado e limitado mas que néo é compacto.

e. Mostre, de forma mais geral, que se E for infinito, E € fechado e limitado mas nao

compacto.
# Exercicio 6.3 Considere, para x = (z1,...,x,) € R", as quantidades
n n
lelly =D lagl lzlly = | D o, e |zl = max{|aa], |z2] .. |za]}
j=1 j=1
a. Mostre que || - ||1, || - |2 € || - ||co 880 normas sobre R™.

b. Sejam d1, ds e d as distdncias induzidas pelas normas || - ||1, || - ||2 € || - || oo, respetivamente.
o Tomando n = 2, esboce, para cada uma destas distancias, as bolas centradas em 0 e de raio 1.

o Mostre que as trés distincias sdo equivalentes.
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6.3 Resolucdo dos Exercicios tratados na aula

#, Exercicio 6.4 Considere R[X] o espago dos polinémios de coeficientes reais.
Seja, para P(X) = a, X™ + a1 X" ' +...a1 X + ap € R[X], a quantidade

IP]| = max{]a;| : 1 <i<n}.

a. Mostre que (R[X], || - ||) € um espago normado.
b. Seja B = {P € R[X] : ||P|| < 1}.
Mostre que B € fechado, limitado, mas nio é compacto.

#: Exercicio 6.5 Represente geometricamente os seguintes subconjuntos de R? e defina analiticamente o interior, a fronteira
e o derivado de cada um deles.

a.A:{(x,y)€R2:y+x§2/\xy20}.

b. B = Q2.

n n
.C= (7) R2:neNAO< <1\
¢ {2n+1y cRTine SVt TS

d.D:{(x,y)€R2zx2+y2<4:y>0}\{(%,y)€R2:nEN/\O<y§1}.

6.3 Resolucao dos Exercicios tratados na aula

6.1 (a) Claramente d(f,g) = d(g, f) (simetria). E também imediato que d(f, f) = 0. Para além disso, se d(f, g) = 0,
temos que h = |f — g| € uma fungdo continua ndo negativa com integral nulo, logo € identicamente igual a
zero. Isto pode ser facilmente provado num argumento por absurdo: se existe 2o € [0,1] tal que h(xo) > 0,
entdo escolhendo e = h(xp)/2 > 0 vem, por definigdo de continuidade, que existe § > 0 tal que, para qualquer
z €[0,1],
|z — x| <0 = |h(x) — h(xg)| < e.

Seja ¢ = max{0,z9 — 0} e d = min{1,x¢ + §} (para acomodar o caso em que x estd nas extremidades do
intervalo [0, 1]). Vem entdo que para = € [¢,d] C [0, 1] temos

h(z) > h(xg) —e =e.

Pelo que, pela monotonia do integral e como h > 0,

1 d
/ h(ac)de/ h(z)dx > e(c—d) >ed >0
0 c

e obtemos uma contradicao.
Finalmente, a desigualdade triangular ¢ uma consequéncia simples da monotonia e linearidade do integral,
bem como da desigualdade triangular em R.

(b) Nao. Basta considerar a fungdo f = 1y;/9}, a fungdo indicadora de {1/2} e g = 0, a fungdo nula. Temos
d(f,g) = 0mas f # g.

6.2 (a) A simetria é clara. Se d(z,y) = 0, vem imediatamente 2 = y pela defini¢do. Vemos agora a desigualdade
triangular. Sejam z,y, 2z € E. Se x = y, é trivialmente verdade pela ndo negatividade da distancia. Supon-
hamos que = # y, entdo ndo podemos ter z = x e z = y, pelo que d(z,2) = 1 oud(y,2) = 1, e assim a sua
soma ¢é pelo menos 1, verificando-se entdo a desigualdade.

(b) Seja A C E. Sejax € A. Considere-se ¢ = 1/2. Sejay € B, (¢), entdo d(y,z) < 1/2, pelo que x = y. Isto
mostra que B, (¢) = {z}, que claramente estd contido em A. O ponto z era arbitrério, logo A ¢ aberto.

(c) Suponhamos que z,, — x. Sejae = 1/2. Por defini¢do de convergéncia, a partir de certa ordem temos
Ty € By(e) = {z}, que é z,, = .
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6.3 Resolucdo dos Exercicios tratados na aula

(d)

©)
6.4 (a)

(b)

Claramente € limitado porque E C By(2) (por exemplo). O complemento € o conjunto vazio, que é aberto,
logo F € fechado. Basta considerar a sucessdo x,, = n. Esta sucessao ndo tem subsucessdes convergentes,
porque nunca se verifica que a partir de certa ordem uma subsucessdo seja constante.
Basta observar que qualquer conjunto infinito admite um subconjunto que estd em bijecdo com os naturais.
E trivial da definigdo que ||p|| > 0, e também que p = 0 implica |[p|| = 0. Se [|p|| = 0, entdo todos os
coeficientes sdo nulos, e p é também nulo. Para A € R temos

I Apl] = max [Mas| = max | ag] = A masx || = ||]pl].
Finalmente, a desigualdade triangular pode ser obtida agrupando os coeficientes e utilizando o facto de que

max [a; + bi| < max (|a;| + [bi]) < max |a;| + max [bi].

(2 K2 K2 3
Provamos até, de forma mais geral, que num espago métrico (E, d), qualquer bola fechada de raio r
By(r)={y € E | d(z,y) <r}
¢ um conjunto fechado. Seja A = E '\ B,(r). Sejay € E \ B,(R) qualquer. Entdo R = d(x,y) > r. Seja
agorae = (R —r)/2 > 0. Vamos ver que B, () C A. Temos, para qualquer z € B, (¢)
d(z,y) < d(z,z) + d(z,y)
pelo que
d(z,z) > d(z,y) —d(z,y) > R—ec=r+ec>r.

Logo By(e) C A. Como y € A era arbitrdrio, concluimos que B ¢é fechado.

Para vermos que ndo é compacto, basta considerar a sucessdo p,(z) = z". Temos ||p,| = 1, mas ndo hd

nenhuma subsucessio convergente, ja que d(py,,, p.,) = 1 para qualquer m # n.

23



Aula 7 Convergéncia em espacos métricos

7.1 Sumula dos contetdos teoricos

o Sejam (E,dg), e (V,dv) dois espacos métricos. Seja f : Dy C E — V. Dizemos dizemos que
lim,_,, f(z) = L segundo...
o Cauchy se
Ve>036>0:Vx e Df,dE(SC,CL) <) = dv(f(z),L) <eE.

o Heine se
V(zp)nen C Df,zp = a = f(zn) = f(a).

Em R", estas definicbes sdo equivalentes.

o Para o limite segundo um conjunto B basta substituir Dy por Dy N B nas defini¢ées acima.

o Em R2, os limites segundo conjuntos da forma B = {y = a + mx} dizem-se limites direcionais.

o Se um limite existe e é igual a L, o limite segundo qualquer conjunto também existe e é igual a L.

o Em geral, para provarmos que um limite ndo existe, algumas das possibilidades sdo:

o Encontrar uma sucessdo ou conjunto segundo a qual o limite ndo existe.
o Encontrar duas sucessoes/conjuntos segundo as quais os limites existem mas sdo diferentes.

o Se as estratégias acima falharem, por exemplo verificamos que o limite direcional é igual a L independen-
temente da direcdo, ndo podemos concluir se o limite existe ou ndo, mas podemos concluir que se o limite
existir tem de ser igual a L.

o Em geral, para provarmos que um limite existe, algumas das possibilidades sdo:

o Utilizar desiguldades e o teorema do enquadramento, ou seja, tentar provar que para x € R™ numa
vizinhanga de p € R" se tem
(@) L] < g(a) = 0,z = p.

Temos de suspeitar o valor verdadeiro do limite é L. Esta suspeita pode ser obtida utilizando por
exemplo um limite direcional.

o Utilizar limites conhecidos (notdveis), e para isto a definicao de Heine é bastante 1itil.

7.2 Exercicios Propostos

#1 Exercicio 7.1 Seja A C R™. Mostre que
a. A é um conjunto aberto se e s6 se ANfr(A4) = 0.
b. A é um conjunto aberto se e s6 se R™\ A é um conjunto fechado.

c. Dado um conjunto de indices Z e uma familia de conjuntos (A;);cz, mostre que
C
( U Ai) =N 4.
i€T i€T
e deduza, utilizando o resultado anterior, que toda a intersecao de conjuntos fechados é

fechada.

#: Exercicio 7.2 Considere o conjunto X = {(m, y) €R? : ay > 1} .



“

9
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7.3 Resolucdo dos Exercicios tratados na aula

a. D& um exemplo de uma sucessdo de pontos de X convergente para um ponto [ ¢ X.

b. Poderd encontrar uma sucessio de pontos que nio pertencem a X convergente para um

ponto de X ? Justifique.

Exercicio 7.3 Considere a fungdo f : R? — R definida por

flz,y) = !

1—1In (22 4+ y?) tvE-Y

Determine o dominio de f, Dy, represente-o geometricamente e diga, justificando, se Dy é um conjunto aberto e/ou
fechado.

Exercicio 7.4 Considere a funcdo f : R? — R definida por

flz,y) =

V11— a2 — 2

1-=2)(1-y)

a. Determine o dominio de f, Dy, e represente-o geometricamente.

b. Defina analiticamente o interior e a fronteira de Dy.

¢. Dy é um conjunto aberto? Fechado? Justifique.

Exercicio 7.5 Considere a fungio f : R? — R definida por

1

flz,y) =

a. Determine o dominio de f, Dy, e represente-o geometricamente.

b. Defina analiticamente o interior e a fronteira de Dy.

¢. Dy € um conjunto compacto? Justifique.

Exercicio 7.6 Considere a funcdo f : R? — R definida por

In (1 —4x? — (y + 1)2>'

f(z,y) =

a. Determine o dominio de f, Dy, e represente-o geometricamente.

b. Defina analiticamente a fronteira de Dy.

¢. Dy € um conjunto aberto? Fechado? Justifique.

Exercicio 7.7 Considere a fungio f : R? — R definida por

flay) = V(z—2) (16 — 2 —y?).

a. Determine o dominio de f, D t, € represente-o geometricamente.

V(1 —sin(z))(y — 2?)
In(z+y—2) '

b. Indique, justificando, se Dy € um conjunto compacto.

Exercicio 7.8 Considere a fungio f : R? — R definida por

flx,y) = ln(xy)\/<1 22— (y— 1)2)'

a. Determine o dominio de f, D¢, e represente-o geometricamente.

b. Defina analiticamente a fronteira de D e indique, justificando, se Dy € um conjunto

compacto.

7.3 Resolucao dos Exercicios tratados na aula

7.1

(c) Seja

o
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7.3 Resolucdo dos Exercicios tratados na aula

B=()4.

i€l
Vamos primeiro ver a igualdade.
r€A <= Viel,x g A
< Viel,x e Af
< zr€B.

Suponhamos que B;, i € I, sdo fechados. Seja A; = By. Note-se que qualquer A; ¢ aberto. Seja

D=(Bi=[)4.

iel iel
Queremos provar que D é fechado. Para isso vamos ver que D¢ € aberto. De facto, utilizando a igualdade do

v-(ne) - ((Us) ) -us

Sendo este conjunto a unido arbitraria de abertos, € aberto.

enunciado temos

7.2 (a) Paraz > 0, aequagdo é
1
y> —.
x
Podemos considerar entdo y, = 1 + 1/n, z, = 1. Ou seja
up, =(1,1+1/n) e X¥neN.

No entanto
up, — (1,1) & X.

(b) Nao. Utilizando o facto que de que X = f~*(1,+0c0), com f(x,y) = xy, f continua, sabemos que X € aberto
!. Como X é aberto, X é fechado, pelo que é igual 4 sua aderéncia. Mas a aderéncia de X ¢ é o conjunto dos
limites de sucessdes em X ¢, pelo que qualquer sucessdo de pontos pertencentes a X © vai ter limite em X°¢, e
nunca pode ter limite em X.
7.3 Temos

Dy = {(z,y) e R?*[ (z,y) # (0,0) A2 +y* #eAx >y},
Nio ¢é aberto porque (1,0) € Dy N frDy. Nao é fechado porque (0,0) € frDy \ Dy.
74 (a)
Dy = {(z,y) € R* [ 2* +y* < 1} \{(0,1),(1,0)}.
(b)
intDy = {(z,y) e R? | 2* +y* < 1}.
frDy = {(aj,y) € R? \ z? 4y = 1}.

(c) Nao € aberto porque (0, —1) € fr(Dys) N Dy. Nao é fechado porque (1,0) € fr(Dys) \ Dy.
12. (a) Temos
Dy ={(z,y) eR* | (2 >2A2> +¢y* <16) V (x < 212" +y* > 16)}

(b) Nio é compacto porque nao € limitado. Por exemplo, com u,, = (—n—4,0), temos (u,,) C Dy e ||uy,| — +o0.

!Esta proposicio est4 nas aulas seguintes. Em alternativa, pode provar-se diretamente, com mais trabalho. Geometricamente & ficil de ver.
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Aula 8 Limites de funcoes

8.1 Sumula dos resultados tedricos

o Sejam (E,dg), e (V,dy) dois espagos métricos. Seja f : Dy C E — V. Dizemos que lim,_,, f(z) = L
segundo...
o Cauchy se
Ve>036>0:Vx e Df,dE(SC,CL) <) = dv(f(z),L) <eE.

o Heine se
V(zp)nen C Dy, zp = a = f(zn) = f(a).

Em R", estas definicbes sdo equivalentes.

o Para o limite segundo um conjunto B basta substituir Dy por Dy N B nas defini¢ées acima.

o Em R?, os limites segundo conjuntos da forma B = {y = a + ma} ou B = {x = c} dizem-se limites
direcionais.

o Se um limite existe e é igual a L, o limite segundo qualquer conjunto também existe e é igual a L.

o Em geral, para provarmos que um limite existe, algumas das possibilidades sdo: provar diretamente da
definicdo, utilizar desigualdades e o teorema do enquadramento, ou utilizar limites ja conhecidos.

o Uma das formas de provar que um limite ndo existe é encontrar dois conjuntos tais que os limites segundo
esses conjuntos sejam diferentes.

o Osn!limites iterados em R™ consistem em tomar o limite ao longo de cada dire¢do candnica sucessivamente.
Por exemplo em R? sdo

lim lim f(z,y)

z—0y—0
lim lim f(z,y).
y—0x—0

O limite de uma fungdo para um certo ponto pode existir sem que existam os limites iterados, mas se o limite

existir, e os limites iterados existirem, tém de coincidir.

8.2 Exercicios Propostos

Exercicio 8.1 Calcule ou prove que ndo existem os seguintes limites:

@ tm Sl ) im () hm 2
(zy) =100y —z+1 (2,y)—=(0,0) \/22 + 32 (z,9)=(0,0) T — Y
_9 5 3 -1
(d) lim rry—2 (e lim @ —r f)  lim ey -1
(z,9,2)—(1,1,0)  TYZ (z,y)—(0,0) 28 + (y — 22)? (,y)—(0,1)3x3 + 33 — 1
(9) lim Ty (h) lim v (z+3)sin (4z) (i) lim 7965
T 4 2
(z,y)—(1,1) \/(,T . 1)2 + (y . 1)2 (z,y,2)—(0,1,1) T (x,9)—(0,0) % + 2y
1 2 2 _ .2 1 2 -1
i log” (x+y) i LY O tm - VY |2
(z,y)—(1,0)8in (log (z + y)) (zy)—(1,00 x—1 (=022 + (y — 1)

24+ (x—1)z+ 22
(#,y,2)—(1,1,0) 1 —2ay+ 2z

(m)




8.3 Resolucdo dos Exercicios tratados na aula

1
#1 Exercicio 8.2 Seja f : Dy C R? — R a fungdo definida por f(z,y) = (2% 4 y) sin ()
Ty
a. Justifique que nfo existe lim lim f(z,y) e nfo existe lim lim f(z,y).
xz—0 y—0 y—0 z—0

b. Prove que existe limite da fun¢do no ponto (0, 0).

#:  Exercicio 8.3 Estude a continuidade das seguintes fungdes nos pontos indicados:
22 sin(y)
— se (w, 0,0
a) f(z,y) =4 22+y? (@:9) # (0,0)
0 se (z,y)=1(0,0)
(x—1)"y?
5 Ty se (z,y)# (1,0
b)g(z,y) =14 (z—1)>+y2 )
0 se (z,y)=(1,0)

T
o h(z,y)=4{ 2*+y* e (#.y)#(0.0) no ponto (0, 0).
0 se (z,y)=(0,0)

#1 Exercicio 8.4 Determine o valor do pardmetro real « de modo que a seguinte fungéo tenha limite no ponto (1, 1)

Vi i

no ponto (0, 0).

no ponto (1,0).

+a se x>0,y>0ey#x

——— — « caso contrario
y?+1
2
#1 Exercicio 8.5 Seja f : Dy C R? — R a fungo definida por f(z,y) = n
rry

a. Considere, param € Re k € N o conjunto A, = {(2,y) € Dy : y = ma*}.
Calcule para cada par (k, m) € N x R, o limite de f no ponto (0, 0) relativo ao conjunto Ay, ,.

b. Considere o conjunto X = {(z,y) € Dy :y = -z + 22} .
Calcule o limite de f no ponto (0, 0) relativo a X.

c. Que pode concluir sobre a existéncia de limite de f no ponto (0, 0)?

8.3 Resolucao dos Exercicios tratados na aula

8.1 (a) Consideremos x = 1 + ym. Quando y — 0, temos x — 1. Fica entdo
1+ym—-1  m
y—ym—1+1 1-—m

O limite direcional depende de m, logo o limite ndo existe.
8.2 Utilizamos a desigualdade
|z:| < |(z1, 22, ooy xn)|,Vi=1,2,...,n

€ temos
Y
— | <y =0,
Ve +y
logo o limite é zero.
(c) Podemos aplicar os limites direcionais y = mx e temos
. T4+ m2a? 1
lim = ,
z—=0 T — M 1—m

que depende de m e portanto o limite ndo existe.
(d) Como a varidvel z aparece apenas no denominador, podemos tentar fazer = — 0 a mesma velocidade do

numerador e multiplicar por uma constante. Em concreto basta tomar x,,,y, — 1, por exemplo z,, = y, =
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8.3 Resolucdo dos Exercicios tratados na aula

1+ 1/n e depois Zng) = Ty, + Yn — 2. Se o limite existisse ndo iria depender de m. No entanto
Tn + Yn —2 1 1
f TnyYn, 2 = = - —
( e n) -rnynm(xn + Yn — 2) MmInpYn m

que depende de m. Concluimos que o limite ndo existe.

(e) O limite ndlo existe porque nio existe ao longo do conjunto y = 2 ja que nesse caso é

que nao existe.
(g) Comy =m(x— 1)+ 1,m # 0, temos
Flany) = (x—1)—m(z—1)
V(e =12 +m?(z — 1)
_(z—=1) 1-m
-1 Vit m?
(1—m)
VI+m?
O limite quando (z,y) — (1, 0) ao longo deste conjunto ndo existe, logo o limite (global) nio existe.
8.2 (a) Parax #0,

= sinal(z — 1)

1
lim (22 sin —
lim (27 +y) sin o

ndo existe, porque

lim ysin — =0
xy

y—0
mas
.9 .1
lim z“ sin —
y—0 xy
nao existe.

(b) Como |sinz| < 1, temos
|f(z,y)| < [a® +y| = 0.

8.3 (a) Como z? < z? + g2, temos
x?siny
2 + y?

< [siny| = 0= £(0,0),

logo a fungdo é continua em (0, 0).
(b) Como (z — 1)% < (2 — 1)? + y2, temos

(z —1)%y? 2
— 77 <L — 0.
(w—12+y2| =7
Como y — 0, vem que f & continua em (1, 0).
(c) Com y = x, temos
1
f(xa l’) - ﬂ
e o limite ndo existe, logo a fun¢do ndo € continua.
8.5 (a) E
i = ’ —0
z+mazk 1+ mak-! '
(b) Temos
22
—— =11
T —x+ z2

(c) O limite ndo existe, pois se existisse seria igual segundo o conjunto X e Ay, ,,, para qualquer k, m.
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Aula 9 Continuidade

9.1 Sumula dos contetudos teoricos

o Uma fungdo f diz-se continua num ponto a € Dy se
lim f(z) = f(a)
Se f é continua para qualquer a. € A C Dy, diz-se continua em A.
o Caso a & Dy, se L = lim,_,, f(x), existir, podemos o prolongamento f : Dy U {a} definindo f(a) = L.
o Seja f:Dy CR" — R? uma fungéo continua.
o A pré-imagem (também chamada imagem inversa) de um aberto é um aberto.

o A imagem de um compacto é um compacto.
o Para qualquer compacto, a fungdo admite mdaximo e minimo nesse compacto.
o As seguintes operagdes preservam continuidade:
e Adicdo f+ g
o Multiplicacdo por um escalar \f, com A\ € R
o Multiplicagdo fg
o Divisdo f/g, para g # 0
o Composicdo por uma funcdo continua f o g o

9.2 Exercicios Propostos

#1 Exercicio 9.1 Considere a funcdo f : R2 — R definida por
1

,Y) = +e o se r° 4y >
z k ‘.’E2+y2 4| 2 254
5 se £2 +92 <4

Determine o valor de k de modo a que a funcfio seja continua em R2.

#: Exercicio 9.2 Verifique se as seguintes fungdes sdo prolongéveis por continuidade a R:

T W= " (@ fay) = Y
22y RNTEE N CJe—r -1y

(a) f(x,y) =

(@ﬂ%m=w%n(l).

2 + 2

3_y3

#1 Exercicio 9.3 Seja f : Dy C R? — Rafuncdo definidapor f(z,y) = e . A funcdo f é prolongavel por continuidade

a R?? Em caso afirmativo determine esse prolongamento.

#:  Exercicio 9.4 Determine os pontos de descontinuidade da fungdo definida por
2

y—Q se x#Oex #1
x

flzy) = 14y se =0
Y se x =1

x (2 — sin(z))

#1 Exercicio 9.5 Considere a fungdo f : Dy C R? — R definida por f(z,y) = Tyl



9.3 Resolucdo dos Exercicios tratados na aula

a. Determine o dominio de f e represente-o geometricamente.

b. Defina analiticamente a fronteira de D e indique, justificando, se D¢ € um conjunto
aberto e/ou fechado.

c. Justifique se f é prolongdvel por continuidade ao ponto (0, 1).

9.3 Resolucao dos Exercicios tratados na aula

9.2 (a) Notando que 2 < 2% +y?, vem
3

x
el S
Podemos prolongar, definindo f(0,0) = 0.
(b) Notando que 22, y? < 22 + 92, vem
22y .
7 <y
(22 +y2)2 = Yy

Podemos prolongar, definindo £(0,0) = 0.
(¢) Comy =m(x —1)+1,m # 0, temos
(x—=1)—m(z—-1)

) = e =12
_(z—=1) 1-m
“ 1 Vit
(1—m)

= sinal(z — l)ﬁ
O limite quando (z,y) — (1,0) ao longo deste conjunto nio existe, logo o limite global também néo existe e
portanto néo é possivel prolongar por continuidade. Alternativamente podiamos dizer que o limite de | f(z, y)]
depende de m, o que também mostra que o limite global ndo existe.

(d) Temos

z sin

— | < x| = 0.
x2+y2 —|‘

Podemos prolongar, definindo f(0,0) = 0.
9.3 O dominio é
Dy={(z.y) eR? |y ==}

Temos
(z—y)(@® +y*) =2 — 2Py + 2y’ —°
logo
3 3 2 2
3 — Yy —x
J:x2+y2+u.
=y r—y
E também

zy? — 2’y = (x — y)zy.

Temos portanto

23 — 43

r—=y

:x2+y2+:cy.

O prolongamento § entdo definir f(x,y) = 322 paray = .
9.4 Sejam
A={(w,y) R |z £0AT A1},

B = {(z,y) € R* |z = 0},

C={(z,y) eR* |z =1}.
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9.3 Resolucdo dos Exercicios tratados na aula

Claramente f ¢ continua em A, porque € uma fungfo racional bem definida.
Em B, temos

2

. . yO

lim z,y) = lim 2%
(z,y)—(0,y0),2€A f( y) z—0 2

Se yo = 0, entdo o valor é 0, caso contrério € +0o0. No caso yo = 0 temos f(0,0) = 1 # 0 logo a fungéo ndo é
continua nesse ponto. Vem entdo que a func¢do nao € continua em B.
Finalmente, em C' temos

lim_ f(z,y) =y*.

rz—1,x€

Para a fungdo ser continua num ponto (1,y) € C temos de ter entdo y> = y, que acontece quando y € {0, 1}. Como
os pontos de C' apenas sdo pontos de acumulagio de A mas ndo de B, segue que é f é continua em {(0, 1), (1,1)}

mas nio em nenhum outro ponto de C'. Concluimos entdo que os pontos de descontinuidade sdo
BUC\{(0,1),(L,1)}.

9.5 (a).
Di={(z,y) €eR* | (z>0A -1<y<1) V(z<O0A(y<—-1Vy>1)}

(b).
frDy={(z,y) eR* |z =0Vy=—-1Vy=1}.

O conjunto ndo é aberto (0,0) € frDy N Dy e ndo é fechado porque (1,1) € frDy \ Dy.

(c). Néo porque o limite para o ponto (0, 1) ndo existe. Para ver isto basta considerar o limite direcional y = 1 —max
com m > 0. Para x pequeno, (z,y) € Dy ey > 0.
Temos

2
“%mmzﬂmlﬁ =,
T—r

z—0 \/MIT m

que depende de m.
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Aula 10 Diferenciabilidade: derivadas direcionais

10.1 Sumula dos resultados tedricos

Resumo 10.1

o Para vetores a,v a derivada parcial segundo v é

No caso particular v = (0,0, ...,1,0, ...,0) =: e; um vetor da base candnica (0 em todas as entradas exceto
na i-ésima, onde é 1), temos a derivada parcial

Ofxi(a)

Podemos calcular as derivadas parciais derivando a fungdo

Ga,i(u) = f(a1,a2,...,u, Qiy1,...an),
ou seja, tratando as varidveis x;,1 # j como constantes.
o A funcio f : R™ — RY ser diferencidvel em u € R significa que os incrementos de f numa vizinhanca

de u, ou seja f(u + h) — f(u) sdo arbitrariamente bem aproximados por uma aplicacdo linear. Se essa
aplicagdo linear é D temos

fu+h)— f(u)~ D(h)
para h pequeno. A definicdo de diferenciabilidade é que

o £ 1) = () — i

h—0 A =0

Caso a funcdo seja diferenciavel, a aplicacdo linear L chama-se Jacobiano D f (ou gradiente V f se d = 1).

)

10.2 Exercicios Propostos

#: Exercicio 10.1 Calcule as func¢des derivadas parciais de 1 ordem das seguintes fungdes, indicando o respectivo dominio:

Ln (zy) se x #0;

2
x T* —yx se x # y;
a. f(z,y) = b.g(z,y) = { . se 1=y
Y2 —y se x =0.

#) Exercicio 10.2 Considere a funcdo f : R? — R definida por

flay) = é%ﬁ se (z,y) # (0,0);
, 0 se (z,y) = (0,0).

Verifique que a fun¢do admite derivadas parciais em todo o seu dominio mas que ndo € continua na origem.

#: Exercicio 10.3 Considere a fungio f : R? — R definida por
Foy) = 0 se xy = 0;
W= 2+ y? se xy # 0.

of
ox

0,0y ¢ 2L (0,0).

. Calcul
a. Calcule 3y




10.3 Resolucdo dos Exercicios tratados na aula

b. Prove que ndo existe f;(O, 0), qualquer que seja o vector v € R? tal que v1vy # 0.
c. O que pode concluir sobre a diferenciabilidade de f no ponto (0, 0)?

#: Exercicio 10.4 Considere a fungdo f : R? — R definida por:
2

Ty
fay={ B+ @VF00
0 se ('T7y) - (0,0)

a. Estude a continuidade de f em R2.
b. Mostre que f(tx,ty) = tf(x,y) paratodo o (z,y) € R?etodoot € R.
c. Utilize a alinea anterior para provar que f, (0,0) = f(v) para todo v € R2.

d. Utilize a alinea anterior para calcular %(O, 0)e o (0,0).

e. Estude a diferenciabilidade de f no ponto (0, 0).

#: Exercicio 10.5 Considere a fungio f : R? — R definida por

22 4 y? — 3P

Fla.y) = 2P se (z,y) # (0,0
1 se (z,y) = (0,0)
a. Estude a continuidade de f em R2.
b. Calcule o gradiente de f no ponto (1, 1).
c. Estude a diferenciabilidade de f no ponto (0, 0).
#: Exercicio 10.6 Considere a funcdo f : R? — R definida por:
. 1
oy = (22 + y?) sin TwLyQ se (z,y) # (0,0);
0 se (z,y) = (0,0).
of of
. Calcule ——(0,0) e =—(0,0).
a acueax( , )eay( ,0)
o of of ~ )
b. Determine %(x, y)e 6—y(:c, y) e mostre que sdo descontinuas em (0, 0).

c. Verifique que f € diferencidvel na origem.

10.3 Resolucao dos Exercicios tratados na aula

10.1 (a) Para z # 0, qualquer que seja a vizinhanga do ponto na dire¢do (1,0) ou (0, 1), a fungéio ndo muda de ramo,

logo é:
Of _ wxycoswy —sinxy
or x2 ’
or _ cos T
oy v
Para z = 0, na diregdo (0, 1) a fungdo é sempre 2 — y, logo vem
of
— =2y —1.
oy Y

Na direcéo (1, 0) a fungdo muda de ramo e temos de utilizar a defini¢do de derivada:

g 0Y) = I T
onde sinty )
hy(t) i— ft,y) ; fO,y) Y7y _t(y 2 (10.1)
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10.3 Resolucdo dos Exercicios tratados na aula

Note-se que o numerador tende para y(2 — y). Para y # 0,2, o limite ndo existe, porque o numerador tende
para um numero diferente de zero e o denominador tende para zero. Caso contrdrio podemos aplicar a regra
de L’Hopital porque temos uma indeterminacéo do tipo 0/0. Derivando entéio numerador e denominador fica
ty costy — sinty
12 '

Temos novamente uma indeterminacéo do tipo 0/0, e aplicando novamente a regra fica

ycosty — ty? sinty — y costy y? sin ty

2t T2

Podemos entdo concluir que f!(0,y) = 0 paray = 0, 2. Os dominios sdo entdo

— 0.

0
Doma—i =R?*\ {(0,y) € R? | y # 0,2}
© 9
Dom—f =R2%
dy
(b) Tal como no exercicio anterior, quando y # x a fun¢@o ndo muda de ramo e é
99
Z7 — 9
ax "I: y,
9 _ _
oy

Nos pontos da forma (b, b), temos ir pela defini¢go.

ox t—0 t
. 2t +t2—th—b
= hm—.

t—0 t

O numerador tende para —b, ¢ o denominador tende para 0, logo o limite ndo existe existe quando b # O.
Quando b = 0 o limite é zero porque o numerador é identicamente nulo.

dy t—0 t
. —tbh—»b
= lim
t—0 t

O numerador tende para —b, ¢ o denominador tende para 0, logo o limite ndo existe existe quando b # 0.
Quando b = 0 o limite € zero porque o numerador € identicamente nulo.
10.2 Como f(t,0) = f(0,¢) = 0 para qualquer ¢ € R, vem imediatamente que

dfx(0,0) = dfy(0,0).

Para ver que a fun¢do ndo € continua basta utilizar o limite direcional y = mx e é
2

I 2mzx 2m
im =
e=0 22 + m222 1+ m?2’
que depende de m, logo o limite de f na origem nio existe e portanto a fungio ndo € continua na origem.
10.3  (a) Como f(t,0) = f(0,t) = 0 para qualquer ¢ € R, vem imediatamente que
8f2(0,0) = 8y(0,0).

(b) Para vyvy # 0 temos

dfv(0,0) = }5’% f(tm,tvzi — £(0,0)

t
— 13 2 2
= Hm It] Vit v

— Tirn S22
= %g% v? + visinal(t),

e este limite ndo existe ja que \/v? + v3 # 0.
10.6 Este € muito interessante na medida em que mostra um contra-exemplo bastante importante na andlise diferencial:

uma func¢ao diferencidvel num ponto com derivadas parciais descontinuas nesse ponto. Antes de resolver o exercicio
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10.3 Resolugdo dos Exercicios tratados na aula

¢ interessante analisar alguns graficos. A funcio € quase plana na origem mas tem um nimero infinito de oscilacdes.

A seguinte imagem mostra a funcdo numa vizinhanca pequena perto da origem:
<10
[+

4'b~*q

. De A

x| -0.121000 | 0.121000

y | -0.121000 | 0.121000

z | -0.0500000  0.0500000
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10.3 Resolug¢ao dos Exercicios tratados na aula

Se fizermos um corte na fungdo com x = 0 observamos o seguinte:

Fungéo com x=0

0.0100

0.0075

0.0050

0.0025

0.0000

~0.0025

~0.0050

-0.0075

-0.0100

~0.100 -0.075 ~0.050 -0.025 0.000 0.025 0.050 0.075 0.100

Vemos assim a elevada frequéncia de oscilagdes, no entanto a funcdo é aproximadamente plana na origem.
(a) Temos de ir pela definicao

02£(0,0) := %%w

A expressao dentro do limite é
1
—h?sin hsin

1 1
h N

sin(+)| < 1, o valor absoluto da expresséo acima é majorado por |h| e portanto, pelo enquadramento, o

Como

limite é 0. Para a derivada segundo y por simetria - ou seja f(z,y) = f(y, z) - € exatamente a mesma coisa.
(b) Para pontos que ndo (0, 0) temos

1 1 1
o f = 2 sin ————— — (y® + 2%)2z cos ,
I Y2 + 22 w ) 2(y? +22)3/2 Y2+ a?
que podemos simplificar para
9 i T 1
x sin - cos .
ViRta? e VPt a?
Comy=0¢
1 1 1 1
2z8in — — - cos — = 2zsin — — sinal(z) cos —.
[ [z 2 || ||



10.3 Resolug¢ao dos Exercicios tratados na aula

©

O griéfico desta fungao é:

Derivada Parcial com x=0

-0.25 4

~0.50 4

-0.75 4

~1.00 4

~0.100 —0.075 ~0.050 —0.025 0.000 0.025 0.050 0.075 0.100

Esta funcdo obviamente ndo € continua na origem porque visita os pontos —1 e 1 um nidmero infinito de
vezes. Podemos tornar isto rigoroso facilmente utilizando a definicao de Heine: basta encontrarmos sequéncias
x}t,x; — 0 tal que a fungdo avaliada em z;7, z;,, tenda para 1 e —1 respetivamente. Assim as sucessoes
(z},0), (z,,0) em R? vdo claramente tender para (0,0), mas os limites 9, f(x;",0), 9, f(z;,,0) ndo vio
existir, 0 que prova, pela defini¢io de Heine, que 0, é descontinua em (0, 0). Outra forma seria argumentar
que como 9,, f(0,0) = 0, basta encontrar uma sucessdo que vd para 1 # 0.

A alta frequéncia da fun¢do vem do coseno, pelo que vamos encontrar uma sucessio tal que o coseno visite

muitas vezes 1. Para isso basta escolher, por exemplo,

oo b
T 2mn
e temos
cos |z,}t| = cos2mn = cos0 = 1Vn > 1.
Obviamente com z;, = —x;} é

cos |z, | = cos |z} | = 1V¥n > 1.

Na outra parcela é

1
Sin —— =sin — =sin2mn =0
|| 2y
€ portanto temos
1
D f(0,2)) = 22} sin —— — sinal(x;}) cos —= = —
|z | |z |
e
0. f(0,2,,) = 2z, sin — — sinal(z,, ) cos — = 1.
|z | |z |

A funcido é aproximadamente plana perto da origem, o que bate certo com que vimos na alinea a), que mostra
que o gradiente € zero. Temos entdo de analisar o limite

f(u)v> - f(070) - Vf(0,0) i (u,v)

lim ,
(u,0)—(0,0) Vu? +v?
que é
(u? + v?) sin ——— 1
lim VUTHYT — lim yVu2 + 02 sin ————.
(u,v)—(0,0) Vu? +v? (u,0)=(0,0) Vu? +v?



10.3 Resolucdo dos Exercicios tratados na aula

A primeira parecela tende para 0 e a segunda, sendo um seno, € limitada por 1. Pelo enquadramento este limite
é 0. Assim, pela defini¢do de diferenciabilidade a funcdo f € diferenciavel.



Aula 11 Diferenciabilidade: diferencial e matriz jacobiana

11.1 Sumula dos conteudos teoricos

Resumo 11.1

o Para uma fungdo diferencidvel, a matriz Jacobiana (ou seja, a matriz que define a aplicacdo linear D, f

pode ser calculada utilizando as derivadas parciais:
[Dafli; = 0fizi(a).

o Como para f diferencidvel em u se tem para v # 0,

2 f(w) = Vi) v,
se esta igualdade ndo se verificar para um certo vetor v fica provado que f ndo é diferencidavel. Se se verificar
ndo podemos concluir nada.

o Outra proposicdo importante diz que se todas as derivadas de [ existirem e forem continuas um u entdo f é
diferenciavel em u.

o Outra propriedade importante de uma fungdo diferencidvel é que é continua, e admite a existéncia de todas
as derivadas direcionais (em particular das parciais). Se uma fungdo ndo for continua ou alguma derivada
direcional ndo existir sabemos que ndo é diferenciavel.

o O teorema da derivada da funcdo composta diz-nos que se g, f forem diferencidveis em a, b respetivamente,
onde b = g(a) entdo a matriz Jacobiana da composicdo é o produto das Jacobianas (ou seja, o Jacobiano
da composig¢do é a composigcdo dos Jacobianos):

Da(f o g) = Dy(f)Ds(9).
o Para fungées escalares podemos escrever na forma da regra em cadeia

. " f Ox;
S F @0, 22(0), om0 = 3 S

=1

o Podemos utilizar a seguinte estratégia:
@ Para provar que f é diferencidavel
o Calcular o Jacobiano D f utilizando as derivadas parciais e provar que se verifica condicdo que
vem na defini¢do de diferenciabilidade com L = D f.
e Calcular as derivadas parciais e verificar que sdo continuas (i.e. ver que f é de classe C). Note-se
que mesmo que f ndo seja de classe C* pode ser diferencidvel.
@ Para provar que f ndo é diferencidvel:

Verificar que f ndo é continua.

Verificar que alguma das derivadas direcionais (em particular parciais) ndo existe.

Encontrar v # 0 tal que

Vi-v#

e Calcular o Jacobiano D f utilizando as derivadas parciais e provar que falha a condi¢do que vem

na defini¢do de diferenciabilidade com L = D f.

11.2 Exercicios Propostos

#)  Exercicio 11.1 Considere a funcdo f : R2 — R definida por
z(z —y)

flz,y) = T4y
0 se z+y=0.

se x+y#0;



2}

“

11.2 Exercicios Propostos

of of
a. Calcule %(O, 0)e 8—y(0, 0).

0
b. Existe a—f nos pontos da forma (a, —a) com a # 0?
X

c¢. Calcule uma expressao para a fun¢@o derivada parcial g—i e estude a sua continuidade.
d. Calcule f(; _)(2,3).

e. Estude a continuidade de f em R2.

f. Estude a diferenciabilidade de f em R2.

g) Calcule V f(1,0).

h) Calcule f(; 1,(0,0) e f(; ;)(1,0).

Exercicio 11.2 Seja h uma fungio diferencidvel em R e f a fungfo definida pela expressdo
f(z,y) = tan(z)h(z + cosy).
Mostre que para todo o ponto (z,y) € Dy se tem

. of of B sin(y)
sin(y) 5 (@) + 9y (,y) = flz,y) 5
Exercicio 11.3 Seja f € C?(R) e g a fungdo definida por g(z,y) = f (%)
Mostre que para todo o ponto (x,y) € Dy, se tem
0? 0? dg

g g _ Y

Exercicio 11.4 Seja f uma fun¢ao diferencidvel em R e g a funcio definida pela expressido

g(x,y) = cos*(2) f(y + tan()).

Prove que para todo o ponto (x,y) € D, se tem
1 0Og
cos?(z) Dy

(,9) ~ 2 (2) = 20an(2)g(2 ).

d
Exercicio 11.5 Usando a regra da derivada da funcio composta, calcule d—ltu sabendo que
w=uzxyf(z), z=1t> y=e'ez=In(t?),

onde f é uma fun¢do real de varidvel real diferencidvel.

Exercicio 11.6 Seja F' uma fung@o real de varidvel real diferencidvel e z = zy + = F (g)
x

Mostre que para todo o x # 0 se tem
0z n 0z L
T— — =ay+z.
ox Y oy Y

Exercicio 11.7 Sejam ¢, 1 : R — R fungdes de classe C? e z = x¢(z + y) + y¥(z + y).
Mostre que

0%z 0%z 0%z

- 4+ — = O

Ox? 0zx0y = Oy?

Exercicio 11.8 Seja v : R? — R uma fungdo de classe C* e v : R? — R? definida por v(p, ) = (pcos(f), psin(9)).

Mostre que ¢ = u o v € verifica

a\> 1 (9s\°  [(Oou\® [Ou)?
<ap> W(ae) (a) *(ay>
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11.3 Resolucdo dos Exercicios tratados na aula

#: Exercicio 11.9 Considere as fungdes g : R® — R? definida por g(z,y, 2) = (e* tv"+*" 1 — zy22) e f : R2 — R2, uma
fungdo cuja matriz jacobiana no ponto (e?,2) é dada por

)

Determine a matriz jacobiana de f o g no ponto (1, —1,1).

11.3 Resolucao dos Exercicios tratados na aula

10.3 (c) Nio é diferencidvel, pois existe um vetor v # 0, por exemplo v = (1, 1), para o qual f; ndo existe.
10.6 (c) A funcdo € aproximadamente plana perto da origem, o que bate certo com que vimos na alinea a), que mostra

que o gradiente € zero. Temos entdo de analisar o limite

f(u,v) - f(O’O) - Vf(0,0) i (U‘?U)

lim ,
(u,0)—+(0,0) Vu? 4+ v?
que é
(u? + v?)sin \/% 1
lim Claks i lim  vu?2 +v2sin ———.
(u,0)—(0,0) Vu? + v? (u,v)—(0,0) Vu? +v?

A primeira parecela tende para 0 e a segunda, sendo um seno, € limitada por 1. Pelo enquadramento este limite
¢ 0. Assim, pela definicdo de diferenciabilidade a fungdo f é diferencidvel.
10.4 (a). Temos

2
LY
iy <l|z] =0
(b). Para (z,y) # (0,0) e t # 0 temos
t3xy2
tr,ty) = 55— =1 .

No caso (z,y) # (0,0) e t = 0 temos
f(t$>ty) = f(070) =0x f(x,y) = tf(x,y).

Finalmente, para (z,y) = (0,0) é
fltz,ty) = f£(0,0) =0 =1t x0=tf(z,y).

(c). Com v = (vy,v2) temos

i LU0, 0) +t(v1,v2)) = f(0,0) _ .t (01, v2)

t—0 t t—0 t

= f(Ul,U2)-

).
dfx(0,0) = dfx(0,0) = £(0,0) = 0.

(e). Se f fosse diferencidvel, seria

No entanto, com v = (1, 1) temos

£100.0) = (L) = § £ VF0.0) 0.

10.5 (a). Para (z,y) # (0,0) é claramente continua pois € uma fun¢fo racional. Para (z,y) = (0, 0) temos de verificar

se
lim z,y) = 1.
(z,y)—(0,0) f@y)
Mas 5 3
7y
W) =1-
f(z,y) PR
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11.3 Resolucdo dos Exercicios tratados na aula

e como |z|, ly| < /22 + y? vem que

z3y? 2 2\2
evem f(x,y) — 1 = £(0,0). Concluimos entdo que f é continua em R2.
(b). Temos
322 (2% +y?) — 2322
Ofx(x,y) =y RS
para (z,y) # (0,0). Para (x,y) = (1,1) é
3x2—-2 1
— =L
Por simetria - i.e. f(z,y) = f(y,x) - também é
ofy(1,1) = —1.

Vem entao
Vi(z,y) =[-1,-1] e R

(c). Basta provar que

e(h) == — 0.
17l
Temos (t,0) = £(0,0) 1-0-1
dfx(0,0) = lim J,0 = /0.0 12021
t—0 t t—0 t
e também por simetria
9 (0,0) = 0,
Mas é entdo, com h = (hy, ha) é
hih3

le(h)] = < [ha|h3 — 0.

(h% + h3)\/hi + 3
11.2 NOTA: no enunciado havia um erro e estava f em vez de h.

Utilizando a regra em cadeia temos

Ofx = h(xz + cosy) tan’ z 4+ h(z + cosy) tan x.

e
dfy = —h'(z + cosy) tan z sin y.
Vem entdo .
Ofxsiny + dfy = h(x + cosy) 51n2y .
cos? x
11.6
Ozx=y+F (Q) —x%F’ (g>
x x x
L (Y
ozy=x+zx—F (7>
x x
Logo é
x0zx = oy + oF (Q) —yF’ (g) =z—yF’ (g)
x x x
e
yOzy = xy + yF’ (g) .
x
Fica entdo

x0zx + yOzy = xy + =.

11.9 NOTA: no enunciado devia dizer também que f € diferencidvel em (e,2). Sejaa = (1,—1,1)eb = g(a) = (€3,2).
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11.3 Resolucdo dos Exercicios tratados na aula

Como f ¢ diferencidvel em b e g é diferencidvel em a temos, pelo teorema da derivada da fun¢do composta,

Da(f og) = Db(f)Da(g)'

Falta apenas calcular D, (g). Calculando as derivadas parciais vem

D B 2$e$2+y2+z2 2yew2+y2+z2 226I2+y2+z2
(z,y,2)9 = 2 52 _
YT Tz 2zxy
e portanto
2¢3  —2¢3 263
D¢ _ = .
(1,-1,1)9 l 1 1 9
Vem entao
—1 0| |2 —2e* 2¢3 —2e3 23 —2¢3
Dy(fog)= = .
0 2 1 -1 2 2 —2 4
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Aula 12 Diferenciabilidade e Formas quadraticas

12.1 Sumula dos conteudos teoricos

Resumo 12.1

Formas Quadraticas
1. Existe uma uinica matriz simétrica associada a cada forma quadratica.
2. Para construir a matriz simétrica a partir da expressdo da forma quadratica
Z @3 By
1<i<j<n
aentrada A; j; = Aj; = ci,j/2 sei < jeA;;=ciy. Comoamatriz é simétrica, ndo importa a ordem das
incognitas. Os termos dos quadrados estdo sempre na diagonal. As entradas que ndo forem preenchidas sdo
zero.
3. Classificagdo das formas quadrdticas, utilizando a defini¢do e os valores proprios.
(a). Definidas Positivas: xT Ax > 0¥ x # 0. Todos os valores proprios sdo positivos.
(b). Definidas Negativas: x* Ax < 0V x # 0. Todos os valores préprios sdo negativos.
(c). Semi-Definidas Positivas: xT Ax > 0V x # 0. Zero é valor préprio e todos os outros sdo positivos.
(d). Semi-Definidas Negativas: xT Ax < 0¥ x # 0. Zero é valor préprio e todos os outros sio negativos.
(e). Indefinidas. Ndo satisfaz nenhuma das acima. Em relagdo aos valores proprios é dizer que existem
valores proprios de valores contrdrios.




2

12.2 Exercicios Propostos

4. Classificagdo por menores principais. Suponhamos que |A| # 0, entdo

o Se A, >0VEk=1,...,n, entdo A é definida positiva.
o Se Ap(—1)* >0Vk =1,...,n, A entdo é definida negativa.
o Em todos os outros casos A é indefinida.

NOTA: caso |A| = 0, nada podemos concluir utilizando este critério.

Calculo Diferencial
o O teorema da derivada da fun¢do composta diz-nos que se g, f forem diferencidaveis em a, b respetivamente,
onde b = g(a) entdo a matriz Jacobiana da composi¢do é o produto das Jacobianas (ou seja, o Jacobiano

da composicdo é a composicao dos Jacobianos):

Da(f © g) = Db(f)Da(g)'
o Fara fungées escalares podemos escrever na forma da regra em cadeia

9 " 9f Ox;
a5t (xl(t)7x2(t)7...7$n(t)):;3;2 83;

o Podemos utilizar a seguinte estratégia:

o Para provar que f é diferencidvel
e Calcular o Jacobiano D f utilizando as derivadas parciais e provar que se verifica condi¢do que
vem na definicdo de diferenciabilidade com L = D f.
e Calcular as derivadas parciais e verificar que sdo continuas (i.e. ver que f é de classe C'). Note-se
que mesmo que f ndo seja de classe C'* pode ser diferencidvel.
@ Para provar que f ndo é diferencidvel:
o Verificar que f ndo é continua.
o Verificar que alguma das derivadas direcionais (em particular parciais) ndo existe.

e Encontrar v # 0 tal que

Vi-v#

e Calcular o Jacobiano D f utilizando as derivadas parciais e provar que falha a condi¢do que vem
na definicdo de diferenciabilidade com L = D f.

12.2 Exercicios Propostos

Exercicio 12.1 Seja f : R — R uma fungéo diferencidvel tal que f(1) = f'(1) = 2 e f(2) = f’(2) = 1. Considere g :
R3 — R? definida por
9(@,y,2) = (f(@*) + f(2* +°), f(zy2)).

a. Calcule a matriz jacobiana de g.
b. Sendo h : R? — R definida por h(z,y) = 3w v, justifique que h o g € diferencidvel no ponto (1,1,2) e
calcule a matriz jacobiana de h o g nesse ponto.

Exercicio 12.2 Considere f : R? — R a funcdo definida por

x5/3y2
fey)=] @rpp® S @nF00

0 se (z,y) = (0,0).
Seja g : R — R? tal que g(t) = (t,t), para todo t € R. Considere ainda a fungdo F' = f o g.

a. Indique o valor de F'(t) para cadat € R.

b. Calcule o valor de F’(0) de duas formas:
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12.3 Resolucdo dos Exercicios tratados na aula

i) utilizando a expressdo de F'(t) obtida na alinea anterior;
ii) através da regra da derivagdo da fungdo composta, admitindo que f € diferencidvel.

¢. O que pode concluir do facto de ter obtido diferentes resultados nas alineas i) e ii)?

12.3 Resolucao dos Exercicios tratados na aula

122 (a). Parat #0¢

t5/3¢2 t
F(t) =g(tt) = 94/3§2x4/3  94/3"
Parat =0¢ ;
Logo
t
(b). 1. Utilizando a expressdo é
1
1)) —
F'(0) = BYVES

II. Pela regra da fung@o composta é
F'(0) = Do(f o g) = Vf(0,0)Dog.

E fécil ver que Dg = [1, 1]. Para calcular V f calculamos as derivadas parciais

f(t70) — f(070)

dfx(0,0) = }in(l) ” 2%11%020.
— —
dfy(0,0) = }%w — }E%O —=0.

Logo
F'o)=[o o H — 0.

(c). Apenas terfamos garantia que fossem iguais se f fosse diferencidvel na origem. Desta forma, podemos concluir
que f ndo é diferencidvel na origem.
11.1 (a).
f(ta O) B f(07 0) t2

=lim - =1.

0fx(0,0) = lim

t t—0 t2
dfy(0,0) = }%w = 21_13(1)0 =0.

(b). Seja a # 0. Se avaliarmos o quociente
fla+t,—a)— fla,—a) (a+t)(a+t+a)

¢ t2 ’
vemos que o numerador tende para 2a? # 0, mas o denominador tende para zero, logo o limite ndo existe (em

R) e portanto a derivada nio existe nestes pontos.
(c). Parax +y # 0 temos
2?2 —y? + 22y

8f:1c(x,y)= (x+y)2

Paraxz =y = 0 € 1 (por (a)), e nos restantes casos nao existe (por (b)).

E facil ver que € descontinua em (0, 0), estudando os limites direcionais y = mxz, m # —1,

22 — mx? + 2ma? 1—m2+2m
Ofele.me) = — g e = T me

que depende de m. Nos restantes pontos do seu dominio € continua, pois € uma funcao racional.
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12.3 Resolucdo dos Exercicios tratados na aula

(d).

(e).

o).

(h).

12.1 (a).

(b).

A fungdo f € uma fungéo racional numa vizinhanga de qualquer ponto (z,y) tal que = + y # 0, logo é
diferencidvel nesses pontos. O ponto (2, 3) é um desses pontos, logo podemos calcular a derivada direcional
utilizando o gradiente.

—z(z+y) —z(x—y) 222

ofy(w,y) = (z +y)2 = _(x_~_y)2'

Utilizando calculo da alinea (c) vem
V£(2,3) =[7/25,-8/25].
E entio 3
fan(2:3) = VF(2,3)- (1,-1) = £,
A fungio ndo é continua em R2, porque ndo é continua nos pontos da forma (a, —a),a € R. Podemos
considerar o limite segundo os conjuntos y = mx(x — a)? — (x — a) — a. Em geral temos
r(2r — m(x — a)?)

m(z —a)?

fx,mz(z —a)* - (x —a) —a) =

O numerador tende para 2a? e o denominador tende para 0, logo o limite ndo existe quando a # 0. No caso

a=0¢
r(x — (ma? —1x)) 2—ma 2
= —_ —
T +ma? -z m m

7

que depende de m, e portanto o limite (global) também nao existe.
Nos pontos x + y # 0 é continua, pois € uma fungdo racional.
A fungdo é diferencidvel para x + y # 0, pois é uma func¢do racional. Nos restantes pontos ndo &, pois ndo é

continua.

. Utilizando a expressdo calculada na alinea (d), é

Vf(l, 0) = [L _2]
A func@o ndo é diferencidvel em (0, 0) logo temos de calcular o limite
t—0 t t—0 ¢
Em (1, 0) a fungéo é diferencidvel, logo podemos proceder como em (d) e obter

f(l,l)(ovo) = Vf(l,O) ’ (1’ 1) = (17 _2) ’ (17 1) =-1

Utilizando as derivadas parciais facilmente obtemos que, com u(z, y, z) = 22, v(z,y, z) = 2?+y?, w(z,y, z) =

0.

ryz, é
pg_ [HU@ @) 2wf @) 0
yzf'(w) wzf'(w)  ayf(w)
As fungdes u, v, w sdo polinémios, e logo diferencidveis. Como f € diferencidvel, vem que fou+ fove
f o w sdo diferencidveis. Vem entdo que g ¢ diferencidvel. Como h é a composi¢do da exponencial com um

polinémio, é diferencidvel, e portanto h o g € diferencidvel. Pelo teorema da derivada da fungdo composta é
Da(h o g) = Dy(h)Da(9),
ondea = (1,1,2) e b = g(a) = (3,1). Temos
6 2 0
2 2 1|

Dh = [(—23: +y)e’ xes} )

Da(g) =

E também

onde s(z,y) = 3 — 22 + yx. No ponto b é
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12.3 Resolucdo dos Exercicios tratados na aula

Logo
Da(hog)=e[-24 —4 3],
Formas Quadraticas

Classificar matrizes. Vamos tentar usar os menores sempre que possivel, quando ndo for possivel, utilizamos os

valores proprios.

1 2 -1
A=|2 7 0
-1 0 -3

O determinante, se possivel utilizo calculando os menores (para poupar trabalho).
Al = (=3)As + (-1)(0+7) = —3Ay — 7
E ficil ver que A; > 0, Ay =7 — 4 = 3 > 0. E portanto
|[Al=-9-7=-16 < 0.

A matriz € indefinida.

2.
1 -2 2
A=1-2 0 0
2 0 -1

O determinante é
Al = (-1)(-2)(2-0)=4>0

Os menores sio A1 =1 >0, Ay = —4 < 0.
A matriz é indefinida.

A:

6 2
2 3
Al =18 —-4=12>0. Ainda A; > 0.
A matriz € definida positiva.

O determinante é

4. Classifique em funcdo de a € R:
1 2
2 a

A=

O determinante é [A| =a—4=0.Sea >4, |A| >0eéA;,As >0evem A > 0. Sefora < 4, |A] <0ée
A;>0,Ay <0Opeloque A <0.Sea=4¢

1 2
2 4

A:

Temos de ver os valores proprios, a equagdo caracteristica é
(I1-XN)4—-X—-4=0,

que € se e so se,
4—XN—4A+X—4=0

AA=5) =0.

Portanto Ay = 5 > 0 € o outro valor préprio. No caso a = 0 a matriz é semi-definida positiva.
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12.3 Resolucdo dos Exercicios tratados na aula

O determinante, que é Ao, é —26 < 0. E Ay < 0.
A matriz € indefinida.

A:

-5 1
1 -5
O determinante é Ay =25 — 1 =24 > 0. Temos A; = -5 < 0.

A matriz € definida negativa.
. Classifique em funcdo de a € R:

o O O W
S & = O
S N e O
N O O O

O determinante, comegando pela dltima linha para usar os menores como cdlculo intermédio, é
|A] = TAs.
Vemos que Az = 3(2 — a?), e vem entdo

|A] = 21(2 — a?).

A situagdo em que |A| = 0 é a mais dificil porque é inconclusivo. Vamos fazer esta primeiro: suponhamos que
a = ++/2. Vamos ter de achar os valores proprios:

3—A 0 0 0

1-— 1-—
0 A a 0 — (3= N(T -\ A a
0 a 2—A 0 a 2—A
0 0 0 7T—A

=@B-NT=-N[1=N(2-X) —2]
Duas das raizes sdo imediatamente A\; = 3, Ao = 7. As outras raizes sdo dadas pela solu¢do de
1-XM2-XN)—-2=XxA1-3)=0

que sdo A3 = 0 e Ay = 3. Logo neste caso a matriz é semi-definida positiva.
Sea ¢ {,ﬂ, \/5} calculamos os menores:
A;=3>0.

Ay =3>0.
Az = 3(2 —ad?).
Ay =21(2 - d?).

Se —v/2 < a < v/2, entdo ambos s3o positivos € definida positiva. Caso contririo € indefinida.
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Aula 13 Otimizacao livre

13.1 Sumula dos conteudos teoricos

Resumo 13.1

o Uma funcdo diz-se de classe CP se todas as derivadas parciais de ordem p existem e sdo continuas. Uma
fungdo que seja de classe CP para todo o p diz-se de classe C'™°.

o A matriz Hessiana é definida por
0*f

Gxi()xj '

H;; =

o Se f € C?, o teorema de Schwarz assegura-nos que a matriz Hessiana é simétrica.
o Dada uma funcgdo diferencidvel num aberto, qualquer extremante é ponto critico, mas o converso ndo é
verdadeiro.
o Aos pontos criticos que ndo sdo extremantes chamamos pontos sela.
o A seguinte estratégia permite encontrar extremantes no caso da funcdo ser de classe C?.
1. Calcular o gradiente da fungdo.
2. Encontrar os pontos criticos, ou seja, aqueles onde o gradiente se anula.
3. Calcular a matriz Hessiana e avaliar a expressdo nos pontos criticos encontrados no passo anterior.
4. Classificar a matriz Hessiana (forma quadrdtica):
(a). Calcular det H.
(b). Caso det H # 0 calcular os menores principais A\; e utilizar os mesmos para classificar a matriz.
(c). Casodet H = 0, calcular os valores proprios.
5. Classificar o ponto critico de acordo com a classificacdo da matriz.
(a). Definida negativa — maximo local
(b). Definida positiva — minimo local
(c). Indefinida — ponto de sela
(d). Semi-definida positiva — podera ser um minimizante ou um ponto de sela, mas ndo podemos con-
cluir qual.
(e). Semi-definida negativa — poderd ser um maximizante ou um ponto de sela, mas ndo podemos
concluir qual.
6. No caso da matriz Hessiana ser semi-definida positiva ou semi-definida negativa, realizar uma andlise
ad hoc, i.e. tentar classificar o ponto critico diretamente a partir da expressdo da funcdo.
Teorema de Taylor em RP Seja f : D C RP com D aberto e f € C4(D). Entdo

d
Flath) = f(a) + 15 D D fla)h + Al ()
k=1

com e(h) — 0 quando h — 0, e onde D* f(a)h é o diferencial de ordem k de f em a aplicado a h, ou seja

D*f(a)h = Z o'

: m(a)hilhiQ...hik,
lje{l,..,,p}

No caso particular d = 2 é

1
fla+h) = fla)+ Vf(a)-h+ Sh"Hf(a)h+[|h]*e(h).
Teorema da Fungdo Inversa
Seja f : D C R® — R™, com D aberto e f € C(D). Sejaa € D. Se D,f for invertivel, entdo existem
vizinhangcas U de a e V' de f(a) tais que
° f’U : U — V é bijetiva




Voo

2

“

13.2 Exercicios Propostos

o f71=(f],) " €CD)
o Dyf ' =[Dof) ! paray = f(z),x € U

Teorema da Fungdo Implicita
Seja F : D C R"™P — RP, D aberto, F € C1(D). Seja (a,b) € R" P com F(a,b) = 0. Seja J,F a matriz de

derivadas parciais de ' com respeito ds coordenadas v., ..., vp. Se for invertivel, ou seja, se
det J,F(a,b) # 0,

entdo existem vizinhangas U de a e V de b tais que, em U X V a equagdo F(u,v) = 0 é o grdfico de uma fungdo
f € CYU), ou seja

V(u,v) €U XV, F(u,v) =0 <= v; = fi(u1,..,un)Vi=1,..,p,
onde f € C(U). Em particular f(a) = b. Adicionalmente, a matriz Jacobiana de f em u € U é dada por

Df(u) = = [JoF (u, f ()] JuF (u, f(u)).

13.2 Exercicios Propostos

Exercicio 13.1 Determine os extremantes e correspondentes extremos da fungio f, nos seguintes casos:
a. f(a,y) = (22 +y2) e;
b. f(x,y) = 22 + 4y — y? — 8z — 6y;
c f(z,y,2) =xy + xz;
d. f(z,y) = xsin(y);
e. f(x,y) =22 — 3zy? + 2y*.

11
Exercicio 13.2 Averigue se o ponto (—1, ok 0) é extremante da fun¢do definida por

flz,y,2) = 2 + 22y° + y* + 27

Exercicio 13.3 Determine, em fungdo do pardmetro 3 € IR, os extremantes da funcdo f : R? — R tal que

f($7y73)2$y+$2—$3_y2—5$-

Exercicio 13.4 Seja f : R? — R a funcio definida por
flz,y) = erytey et
Determine os pontos criticos de f e classifique-os.
Exercicio 13.5 Considere f : R2 — R a fungdo definida por f(z,y) = (z — y)* — 2* — y*.

a. Prove que os pontos criticos de f sdo (1,—1), (—1,1) e (0,0).

b. Indique, justificando, se os pontos (1, —1) e (—1, 1) sdo extremantes da fungdo f e, caso
o sejam, determine os valores extremos de f.

c. Prove que o ponto (0, 0) nfo é extremante da funcéo f.
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13.3 Resolucao dos Exercicios tratados na aula

18. (a).

(b).

13.1

(c).

O gradiente é
Vf(z,y,2) = |e¥2x; 2ye¥ + x%e¥ + ery} )

Os pontos criticos sdo
{(Oa 0)7 (07 _2)}

A fungdo f € C? e a sua matriz Hessiana é

2eY 2xeY
H(ZE, y) = 2 2
2xeY  e¥(2y + x* 4+ y*) + e¥(2 4 2y)
Avaliando nos pontos criticos temos

H(0,0) = [2 0] .

0 2

definida positiva, logo (0, 0) é minimizante. Para o outro ponto é
2e2 0
H(0,-2) = ,
( ) [ 0 ) 62]
que ¢é indefinida e portanto (0, —2) é ponto sela.

O gradiente é
Vi(x,y) = [2:r—|—4y —8; dxr—2y— 6} .

Igualando V f = 0 obtemos um sistema linear cuja tnica solugdo € (2,1). A fungdo f € C? e a sua matriz

H(z,y) = [2 4] )

Hessiana é constante

4 =2

O determinante é Ay = —20 # 0. Como A; > 0 concluimos que H ¢ indefinida, e portanto (2, 1) é ponto de
sela. Ndo hd extremantes.
O gradiente é

Vf(m,y,z) = [y+z; T x}

Os pontos criticos sdo
{(0,a,—a) | a € R}.

A funcdo f € C? e a sua matriz Hessiana é constante e igual a

0 1 1
H(xz,y,z)= |1 0 0
1 0 0

Esta matriz ndo € invertivel, pelo que ndo vamos utilizar a classificacdo por menores principais mas sim pelos

valores proprios.

1 1 - 1
-\ 0= -2 =-A(\?-2)
-2 0 1 =X
0 =X
Como A\; = v/2 > 0 ¢ valor préprio e Ay = —v/2 < 0 também & valor préprio, segue que a matriz é indefinida

e portanto todos os pontos criticos sdo pontos sela. Nao ha extremantes.
O gradiente é

Vf(z,y) = |siny; xcosy|.

Os pontos criticos sao
{(0,7n),n € Z}
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A funcdo f € C? e a sua matriz Hessiana é

0 cosy
H(z,y) = l . ] :
cosy —xsiny
Avaliando nos pontos criticos temos
0 —1)"
H(0,7mn) = (=) .
(=™ 0
Como A; = 0e Ay = —1 a matriz € indefinida. Desta forma, ndo hé extremantes todos os pontos da forma

(0, mn) sdo pontos de sela.
13.2 O gradiente é
Vf(z,y,z) = [Qx + 2% day + 493, 22} .

11
a = <—4,2,0> .

Como V f(a) = 0, ndo podemos afastar a hipétese de a ser extremante, mas também ndo podemos concluir que é.

Seja

Como f € C?, vamos utilizar a matriz Hessiana:

2 4y 0
H(z,y,2z) = |4y 4x+12y%> 0
0 0 2
Avaliando no ponto é
2 20
H@=12 2 0
0 0 2

Como det H(a) = 0, vamos pelos valores préprios. Temos
2—A 2 0
2 2—-A 0 |[=2=-M)\X—-4),
0 0 2—-A
logo os valores préprios séo {0, 2,4}, e a matriz é semi-definida positiva, pelo que nada podemos concluir. Fazemos

uma andlise ad hoc. Olhando para a funcio, é
flay,2) = (@ +y*)° +2° > 0.

Como f(a) = 0 concluimos que a é um minimizante global.

Teoremas da Funcao Inversa e Implicita

E.1 Enunciado Seja
A={(z,y) eR® | zy > -1}
e f: A — R? dada por
fla,y) = ((ulz,y),v(z,y)) = (& —y +log(l + zy), x +y — 2°y°).
Mostre que f € invertivel numa vizinhanga de a = (0, 0). Calcule
0zv(0,0),

onde /= (u,v) = (z(u,v), y(u,v)).
Resolucao
O conjunto A é aberto porque é a imagem inversa do conjunto aberto (—1, +0c0) pela fungdo continua xy. A fungéo
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E.2

f é claramente de classe C! em A. O diferencial de f em A é

1+1+:cy _1+L

Df(z,y) = ey
fy) 1 —2zy? 12yx2]

Avaliamos em (0,0) € A e fica
1 -1
Df(0,0) =
ool

cujo determinante é 2 £ 0. Podemos assim aplicar o teorema da fungéo inversa e concluir que a funcdo € invertivel

numa vizinhang¢a da origem. Para calcular a derivada aplicamos a férmula da derivada da funcdo inversa, notando

que f(0) =0

Df~1(0,0) = Df~(0, f(0)) = Df(0,0)"" = [ 1/2 1/2] .

—-1/2 1/2

Recorde-se que

Notando que f~*(u,v) = (x(u,v),y(u,v)), é

Enunciado

Considere o sistema de equacdes
2+ —(z+1)3=-1
e*+eV+e*=3

Mostre que existe um intervalo aberto I de R e uma fungdo f € C*([) tal que, numa vizinhanga de (0,0,0), as
solugdes do sistema sdo dadas pelo grafico de f em I. Calcule a aproximacdo de Taylor de primeira ordem de f.
Resolucao
Utilizamos o teorema da fung@o implicita. Consideramos a fungdo F' : D — R?, com D = R? x R aberto, definida
por

F(x,y,2) = (2 +y* — (2 4+ 1)> + 1,e% + e +e* — 3).

Esta funcdo € de classe C* e F'(0,0,0) = 0. Vamos tentar escrever v = (y, z) em fungdo de u = z. Temos de

(0,0,0) = [O _31

verificar apenas a condi¢do da matriz Jacobiana:

OF 2y -3(z41)2
ov (0,0,0) = [ey e?

O determinante é 3 # 0. Podemos assumir sem perda de generalidade que o aberto de R que o teorema da funcéo

1 1

implicita nos d4 é um intervalo aberto. Existe assim I C R aberto com 0 € I e f € C'(I) tal que as solugdes do
sistema (F' = 0) numa vizinhanga de (0, 0, 0) sdo o gréfico de f em [. Para a aproximacao de Taylor utilizamos a

férmula da derivada da funcéo implicita. J4 sabemos que f(0 . Precisamos de calcular a matriz Jacobiana:

000)
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13.3 Resolug¢ao dos Exercicios tratados na aula

Logo é
f(x) = (0, =) + [[z[|e(z)

onde e(x) — 0 quando = — 0.
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Aula 14 Analise Complexa

14.1 Sumula dos Resultados Teoricos

Resumo 14.1

o Os nimeros complexos C sdo da forma
{z=x+iy|z,y eR}

onde i? = —1.

o O médulo (complexo) é dado por
|z + iy := Va2 + y>.

o O conjugado é definido por
T4y =x—1iy

e tem as propriedades
*zntzm=mtz
* Z1za =71z2
* 22 =2z
o Todo o complexo z # 0 tem inverso multiplicativo
gt = i
|22
o Representacdo polar
z = |z|e®® = |2| (cos @ + isin ).

o A equacdo 2" = zy # 0 tem n solugdes, que podem facilmente ser encontradas utilizando a representacdo
polar.
o A topologia de C é uma copia da de R?.

o Funcoes trigonométricas

o Fungoes hiperbolicas

coshz = %(ez + e %) = cos(iz)
sinhz = %(ez —e %) = —isin(iz)
Estas fungées sdo de classe C° e temos
cosh? z — sinh? z = —1.

Temos ainda

. /
sinh’ z = cosh 2

Vi a
cosh’ z = sinh z.

o “Formula mais bela da Matematica”
e 4+1=0.




14.2 Exercicios Propostos

o Dada uma fungdo complexa podemos definir a sua parte real e imagindria

f(2) = f(z +iy) = u(z,y) +iv(z,y)
onde

u(z,y) = Rf(z +1iy), v(z,y) = Sf(x + iy).

o Uma funcao complexa f diz-se diferenciavel em z se existir o limite complexo

flz+h)—f(2) _
fim = = ['(2),
o Uma fungdo diferencidvel num aberto ) de C diz-se holomorfa em ).

o Uma funcdo holomorfa em C diz-se inteira.

o Asformulas para a derivada do produto, soma, poténcia e quociente mantém-se. As derivadas da exponencial
e fungoes trigonométricas também.

o Equagdes de Cauchy Riemann: se f : Q0 — C é diferencidvel em z entdo as derivadas parciais face a parte

real (x) e complexa (y) do argumento existem e
dfxz(20) +1i0fy(z0) = 0.
Escrevendo f(z) = f(x + yi) = u(z,y) +iv(z,y) é
Ouzr = vy,
Ouy = —0dvx.

o Uma fungdo f = u + iv é diferencidvel em zy se e so se sdo verificadas as equagoes de Cauchy-Riemann e

u, v sdo diferencidveis no sentido de R2. A sua derivada é dada por

f'(z0) = 0fz(20) = —i0 fy(20)-
o O Laplaciano de uma funcdo v : Q C R? — R é definido como
?u  0%u
=52 T o

o Se Au = 0em Q) C R? aberto, dizemos que u é harmonica em ().

Au

o As partes reais e imagindrias de uma fungdo holomorfa sdo uma fungoes harmonicas.
o Seja Q) C R? aberto simplesmente conexo (i.e. ndo tem buracos) e u harménica em §). Entdo existe v : ) —

R harmoénica tal que f = u + iv é holomorfa. Chamamos a esta fungdo v a fun¢do harménica conjugada

de u. o

14.2 Exercicios Propostos

#:  Exercicio 14.1 Resolva em C as seguintes equagdes

a.2d+iz?2 —iz4+1=0; b.2" +2* —162° — 16 = 0.

# Exercicio 14.2 Mostre que Vz € C, |z| < |Re(2)| + [Im(z)].

Apresente uma condi¢cdo necessdria e suficiente sobre z para que se tenha a igualdade.

#:  Exercicio 14.3 Represente graficamente os seguintes subconjuntos de C e diga se sdo abertos, fechados e limitados.
a. {zeC:2z=16}; b.{ze€C:z+7z=4}; c{zeC:|lz+1|>|z—1+1]}

d. {z € C:|Re(z)|+ |Im(z)] < 1}; e. {ZE(CZl<|Z|<2/\|ATgZ|<£};f. {z € C:Re(:*) >0}.
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14.2 Exercicios Propostos

Exercicio 14.4 Determine a parte real e a parte imagindria das fun¢des definidas por:

a f(z) = 212, b. f(2) = 3iz + 4(i + 2).

z—1’
Exercicio 14.5 Resolva em C as seguintes equagdes:

a.e®*=1+1 b.e* = -1 c.cosz =2 d.e? = ¢*%.

Exercicio 14.6 Considerando z = z + iy, (z,y) € R?, calcule os seguintes limites:

2 2
-5 1 1-—

a. lim (3:cy +i(x— y)2) b. lim z - C. limL—’—,) d. limﬂ

Z2——142i 2olti 1z =i oz —1 z—0 sen(z?)

Exercicio 14.7 Mostre que f é continua no ponto 2o € C se e s6 se f é continua nesse ponto.

Exercicio 14.8 Verifique se as seguintes fun¢des podem ser prolongadas por continuidade a origem:

= Rez(z) b.g(z) = é

a. f(z)
Exercicio 14.9 Considere a func¢io definida em C por

=14 P

Prove que:
a. Ndo existe lim £&).
2—0 *
b. Sendo u = Re(f) e v = Im(f), mostre que para todo o (z,y) € R%, u(x,0) =z e
v(0,y) =y.

Exercicio 14.10 Seja, para (z,y) € R?, f (z +1iy) = (2 4+ 2y) + i (2 + y?). Determine em que pontos 2o = ¢ + Yo
existe f'(zg).

2

Exercicio 14.11 Considere uma fungio inteira f (z + iy) = 2% — 2y — y* + iv (z,y), (z,y) € R Determine f(z) e

f'(2).

Exercicio 14.12 Mostre que a parte real de uma funcdo inteira ndo pode ser dada por
u(z,y)=2"+y%  (z,y) €R%

Exercicio 14.13 Obtenha as equac¢des de Cauchy-Riemann em coordenadas polares.

Exercicio 14.14 Determine o maior subconjunto de C onde as seguintes fun¢des sdo diferencidveis:

zZ

a. f(z+iy) = — (e —e ) cos(z) +i (e + e Y)sin(z) b. f(z) = 7

Exercicio 14.15 Determine u : R2 — R de modo a que a funcio f definida em C por

f@+iy) =u(z,y) +i(a® +y* - 32%y — 32y?), (2,y) €ER?

seja uma funcdo inteirae f(0) = 0.
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14.3 Resolucdo dos Exercicios tratados na aula

Exercicio 14.16 Sejam uy, : R? — R (com k € Ny) as fungdes definidas por u(z,y) = 2¥ — y*. Calcule os valores de &

para os quais existem fungdes f, holomorfas tais que Re(fx) = uy, e determine-as.

Exercicio 14.17 Determine as fungdes harménicas conjugadas da fung¢io w definida em R? por w(x,y) = 22 — 3z — y%.

Exercicio 14.18 Considere a fungdo u definida em R? por u(x,y) = y> — 322%y.

a. Mostre que u € uma fungdo harménica.

b. Determine a fung@o holomorfa f tal que Re(f) =ue f(0) = 2i.

Exercicio 14.19

a. Prove que a funcdo u definida em R? por u(x,y) = e =% (xsin(y) — y cos(y)) é harménica.

b. Determine v tal que f = u + v seja inteira.

c. Obtenha uma expresséo para f(z) e calcule f/(2 + 7).

Exercicio 14.20 Seja f uma fungdo complexa de varidvel complexa, holomorfa no aberto €2, e seja Q = {z

g : Q — C afungio definida por g(z) = f (Z). Prove que g é holomorfa.

14.3 Resolucao dos Exercicios tratados na aula

14.10 Temos f = u + iv, com

u

(z,y) =2 +2y € C™

v(x,y) = 2> +y* € C™.

Como u, v sdo diferencidveis, basta verificarmos as equacdes de Cauchy-Riemann:

{

Ouzr = 2x = vy = 2y
Oouy =2 = —0vx = -2z

Vem entdo z = y = —1, pelo que a fungdo apenas € diferencidvel em 2y = —1 — 1.

14.11 Utilizamos as equag¢des de Cauchy-Riemann para encontrar v. Como

vem

{

Temos entdo, para algum K € R,

flx+iy)=a% —y* —ay+i

A derivada € entdo facil de calcular

ouxr = 2x — vy,
ouy = —2y — x.

v(z,y) = [Ourdy + Cy = —% + 2zy + C,

v(z,y)

] 1
:xQ—yQ—I—Qia:y—i—;(xQ—yz—‘2xy>—|—iK
i

(

2’2

2’2

—f@uydﬂc—l—Cy:%z—i—Qxy—i—Cy

22— y?

2

+ 2izy + iK

(2% — y? + 2izy) +iK

N =

+;) +iK.

J(2) = 22+ 0).
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14.3 Resolucdo dos Exercicios tratados na aula

14.12 Se a fungdo fosse inteira, o Laplaciano da parte real seria nulo. No entanto
Au=2+2=4#0.

14.14 (a). Podemos escrever

u(x,y) = —2sinhycosz € Ot

v(z,y) = 2coshycosz € CT.

As derivadas sdo entao

Oux = 2sinhysinz = dvy

Ouy = —2 coshy cosx = —dvz,

pelo que as equagdes de Cauchy-Riemann se verificam em todo o R?. Como u, v sdo diferencidveis, vem que
f € inteira.
(b). Note-se que

|22] = V2222 = /(22)2 = V2|t = |2 = z=.

Assim, - - )
z z
f(z) = @ T2
desde que z # 0. Esta func@o é holomorfa no seu dominio C \ {0}.
14.15 Temos
Ovx = 322 — 6y — 3y>
e

dvy = 3y* — 322 — 6xy.

Utilizamos as equagdes de Cauchy-Riemann para encontrar w:
{ u(z,y) = [Ovydr + C, = 3zy? — 2® — 3yx? + O,
u(a,y) = = [Ovrdy + Co = =32y + 3ay® + y* + Ca
Vem entdo
u(z,y) =y* — 2 + 30y® — 32°y + K, K € R.

Como f(0) = 0 vem u(0,0) = 0 e portanto K = 0.
14.16 O conjunto R? ¢ simplesmente conexo. Vamos ver quando v é harménica neste conjunto. Temos
k(k—1) (22 —yF=2) [ k>2
A, — JFE=D ( y*?) '
0 k€ {0,1,2}

Logo existe uma fung¢@o harménica conjugada v para k € {0, 1, 2}.
Utilizamos agora as equacdes de Cauchy-Riemann para encontrar v.
Quando £ = 0 é simplesmente uy = 0 e portanto v = K para algum K € R. Fica entdo

fo(z) = iK.
Quando k£ = 1, temos u; = = — y e portanto
Ourx =1
e
ouy = —1.

Vem entdo para algum K € R
v(zy)=y+r+ K
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14.3 Resolucdo dos Exercicios tratados na aula

¢ portanto

fiz)=flz+iy)=x—y+i(z+y) +iK =2+ iz +iK.

Para k = 2 temos uy = 22 — 2 e portanto

Ousx = 2z

Qugy = —2y.

Vem entdo para algum K € R

v(z,y) =2zy + K

e portanto
f2(2) = fo(z +iy) = 2% —y* +i20y +iK = 2> +iK.
18. (a). Temos
Au = —6y + (6y + 0) = 0.
14.18 Temos
Ouzr = —6xy
e

14.19 (a).

(b).

Ouy = 3y* — 3z

Utilizamos as equagdes de Cauchy-Riemann para encontrar v:

v(x,y) = [Ouzdy + Cp = —3zy* + C,,

v(z,y) = — [Ouyde+ Cy = =3zy* + 23 + C,
Vem entao

u(z,y) = yz* — 3zxy® + K, K € R.
Como f(0) = 2i vem v(0,0) = 2 e portanto K = 2. Concluimos entdo que
flz+iy) = y> — 32y +i (yx?’ —3zy? + 2).
Temos
Our = e~ % (—xsiny + ycosy + siny)

Ouy = e~ (zcosy — cosy + ysiny).

As segundas derivadas sdao

0%u o . . :
92 = ¢ (xsiny —ycosy — siny — siny)
€
0%u . . . .
8Tﬂ:e (—xsiny +siny + siny + ycosy) .

Somando, de facto obtemos Awu = 0.

Utilizamos as equagdes de Cauchy-Riemann para encontrar v. Temos
v(z,y) = —/auydx +Cy
= cosy/x(—e_x) de —e “cosy+e “ysiny + Cy

=cosye “(x+1)—e “cosy+e “ysiny + Cy.
E também
v(z,y) = /8uxdy +Cy =e ¥ (xcosy + ysiny) + C,.
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14.3 Resolucdo dos Exercicios tratados na aula

Vem entdo, para algum K € R,
v(z,y) =e * (xcosy + ysiny) + K.
(c). Temos, com z = x + iy,
f(z) —iK =e @ (zsiny —ycosy + iz cosy + iy siny)

x

=e " (z(icosy +siny) + y(—cosy +isiny))
=e ¥ (x(icosy + siny) + iy(icosy + siny))
= ze “(icosy +siny)

=ize “(cosy — isiny)

=ize “(cos(—y) + isin(—vy))

=qze e W

A derivada € assim

Facilmente calculamos entiao
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