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A Matematica e 0 Cosmos - A Escala de Planck

1. As unidades de Planck

As unidades primérias do Sistema Internacional SI (metro,
quilograma, segundo, ampere, kelvin) sdo, do ponto de vista do
mundo natural, arbitrarias, nao representando de forma alguma
medidas fundamentais do Universo.

No inicio do século XX, Max Planck, o fundador da fisica
quantica, teve a ideia de utilizar cinco constantes universais para
formar um sistema cujas unidades primaérias tivessem significado
fisico. Essas cinco constantes sao as seguintes:

A velocidade da luz no vacuo c

c=299792458 S1.

A constante universal de gravitacao G

G = 6,67428.107 ! ST.

A norma da forga com que se atraem dois pontos materiais mj e mo colocados a uma distancia
r > 0 um do outro é dada por

A permissibilidade eléctrica do vacuo ¢

€0 = 8,854187.10712517.

A norma da for¢a com que se atraem/repulsam duas cargas ¢; e g2 colocadas a uma distancia
r > 0 uma da outra é dada por



A constante de Planck reduzida A

h=1054571726.10"3*S1.

A energia de um fotdo associado a uma onda electromagnética de frequéncia angular w = 27 f
¢é dada por

A constante de Boltzmann k

k =1,3806504.10723 ST.

A energia cinética média de uma particula de um gés perfeito a uma temperatura 1" é dada por

Exercicio 1

a. Qual a dimensao fisica de G? De h?

b. O que poderiamos chamar de “distancia de Planck”? De “tempo de Planck” ?

2. Principio de incerteza de Heisenberg e efeitos gravitacionais:
O sentido fisico da distancia de Planck

Em Mecénica Cléssica a segunda Lei de Newton (F' = md) permite obter de forma deter-
minista a posi¢ao de uma particula em qualquer instante, conhecida por exemplo a sua posi¢ao
e velocidade inicial assim como as forgas que nela se exercem. Por exemplo:

Exercicio 2

Considere um referencial ortonormado do espago e um ponto material P de massa m = 1kg. No



instante ¢ = 0, P ocupa a posicao (2,3,3) e tem por velocidade ¥y = (1,1,1). Sabendo que P
se encontra constantemente submetido a forga da gravidade F' = mg = (0,0, —10), determine a
posicao de P no instante ¢ = 5s.

Em Fisica quantica, a segunda Lei de Newton é substituida pela equacao de Schrédinger

ov h
i =——U" (caso unidimensional com potencial nulo)
ot 2m

onde ¥ é a fungao de onda e U” representa a segunda derivada espacial de W.

Contrariamente ao caso clédssico, esta equagao apenas fornece uma
distribuicao probabilista a que obedecera qualquer tentativa de
medir a posicao da particula. Essa distribuicao tem densidade
|W(z,t)|?, tendo-se em particular

+o00
/ U (z,t)2dz = 1.

—00

Probabilidade

Posicao

Exercicio 3

+oo
Considere uma solugao ¥(z,t) da equagao de Schrodinger, com / |¥(x,0)[%dz = 1. O obje-
—0o0

+oo
tivo deste exercicio é mostrar que para todo o t > 0 se tem de facto que / |U(xz,t)|*de = 1.
—0o0
a. Mostre que
ov_ h —
U= - (0T - ).
"ot 2m () =]
b. Tomando a parte imaginaria, deduza que
01 h _
——|U)? = ——Im(¥'TY,
il = T Y

c. Conclua.

O andlogo, em Mecanica Cléassica, da quantidade de movimento é uma quantidade P ligada
a funcado de onda ¥ pela Transformada de Fourier. Esta transformada tem a seguinte pro-
priedade: quanto melhor for conhecida a posi¢ao X de uma particula (ou seja, o desvio padrao
o da probabilidade tende para 0: o — 0), menos informagao haverd sobre o seu momento, e
vice-versa, segundo o principio de incerteza de Heisenberg:



E pois de facto possivel, em teoria, medir a posicdo X de uma particula com uma precisao
tao pequena quanto se queira, com a condicao de se ter uma grande incerteza na medida da
quantidade de movimento P. Para isso, é facil ver que é preciso considerar particulas com uma
massa arbitrariamente grande, sendo essa a tUnica forma de se obter um erro grande sobre a
quantidade de movimento m#. H4 no entanto uma limitacio sobre a massa de uma particula: se
for demasiado massiva perfuraréd o espago-tempo criando uma singularidade (um buraco negro).
Assim, a combinagdo dos efeitos quanticos e gravitacionais implicam a existéncia de um erro
absoluto minimo em qualquer medicao de uma distancia.

’

E esse o sentido fisico da distancia de Planck dpjucr:

Consequentemente:

3. Uma métrica nao-arquimediana

Elementos de Euclides [Y1ouxeca EvkAetdov], Livro V, Definicao 5:

Uma métrica diz-se arquimediana se dadas quaisquer distancias A e B, existir N € N tal
que NA > B.

Pelo exposto na seccao anterior, o Universo nao poderd ser

modelado, abaixo da escala de Planck, por uma métrica arqui- A
mediana. —
Une pista poderd ser construir uma métrica nao arquimedi- | B |
ana: a métrica p-adica sobre o conjunto dos racionais
e e i |
Q' I T T T I 1




Comegamos por fixar um numero primo p € {2,3,5,7,11,13,...}.

Definigao Seja ¢ un racional nao nulo. Chamamos valuagao p-adica de ¢ ao tdnico inteiro

vp(q) = a € Z tal que

o

b7

onde a e b sdo nimeros inteiros primos com p. Por convengao, define-se ainda v,(0) = oco.

Exercicio 4

a. Calcule v5(45), v5(7), v5 (£) e v5 (&), -

q=p

b. O que dizer da valuagao p-ddica de um nimero natural?
c. Mostre que (g X ¢') = vp(q) + vp(¢).

d. Mostre que v,(g + ¢') > min{w,(q), vp(¢')}-

Falemos agora um pouco da nocao de distancia: Em Matematica, uma distancia é uma
funcao que a dois pontos X e Y associa um nimero positivo d(X,Y") tal que:

1. Para todos X,Y,d(X,Y)=0< X =Y.
2. Para todos XY, d(X,Y) =d(Y, X) (simetria).
3. Para todos X,Y,Z, d(X,Y) < d(X,Z)+ d(Z,Y) (desigualdade triangular).

Naturalmente, a distancia euclidiana usual definida no plano por

deuclidiana<X7 Y) = \/(1'1 - yl)Q + (xQ - y2)2; onde X = (1'17372) eY = (y173/2)

verifica estes trés axiomas. Mas existem muitas outras distancias...

Exercicio 5

Mostre que a distancia dita “do taxi”,
dtam'(Xv Y) = |:1:1 - y1| + |$2 - y2|
é de facto uma distancia.

Introduzimos agora a distancia p-adica entre dois racionais:



Definigao Dados racionais ¢ e ¢/, seja

a distancia p-ddica entre q e ¢'.



Exercicio 6

a. Calcule d3(2,4) e d3(2, 83).
b. Mostre, utilizando o exercicio 4-d, que para todos os racionais X, Y, Z,

dy(X,Y) < max(dy(X, Z),dy(Z,Y)).

c. Mostre que d, é de facto uma distancia.

d. Observando que , mostre que a distancia p-adica é nao-arquimediana, comecando por
estimar estime d,(0, N), onde N € N.

Exercicio 7

a. Mostre que num espacgo ultramétrico, todo o tridngulo é isdsceles.




