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1 Introducao as séries numéricas

1.1 Preladio: O paradoxo de Aquiles e da tartaruga

Um dos mais famosos paradoxos de Zenao - filésofo
grego da Antiguidade - é o problema de Aquiles e da
tartaruga.

Aquiles, heréi da guerra de Tréia, vai fazer uma cor-
rida com uma tartaruga cuja velocidade é 5 vezes infe-
rior a sua:

vA = 5.’UT.

E concedido um avango de d; & tartaruga. No ins-
tante t = 0, ambos comecam a correr no mesmo sentido.

Eis a posicao inicial:

- - Aquiles
Instante t =0 (A(: posicdo de Aquiles; Ty: posi¢do da tartatuga)

Ay To

dq

A corrida inicia-se. Aquiles precisard de t; = Zl—j‘
para atingir a posicao inicial da tartaruga Tp.
Naturalmente, ao atingir esta posicao, a tartaruga jé se encontra mais adiante: durante esse

lapso de tempo, percorreu a distancia do = vpt; = dlz—z.

Instante t = t; = %

A =T T

%
dy = dy 2%

Aquiles demorard agora to = tlz—z para atingir a nova posicao 17 da tartaruga.

Uma vez mais, apos esse desse lapso de tempo, a tartaruga ja se encontra mais a frente: tera

2
conseguido percorrer a distancia dz = vpte = di (Z—i) .



Instante t = t; +t2 = t1 + tl%

Ay = 7{1 1:2
a=a ()

E certo que a distancia que os separa vai sendo reduzida drasticamente...mas também é certo
que este é um processo infinito: sempre que Aquiles atingir a posi¢ao prévia da tartaruga, esta
ja se encontrara a frente, por muito pouco que seja.

Apds repeticao deste processo n vezes, temos a seguinte situacao:

2 n—1
Instante t = by &ty + - - + by = b1 + 1 (“;—Z)—H:l (3—;) St ty (3—2)

An = 4in—1 Tn

d= ()"

Zendo argumentava agora que nao é possivel Aquiles alcancar a tartaruga. Teria de passar

por este processo uma infinidade de vezes, percorrendo uma distancia igual & soma infinita de
todas as distancias d,,:

drotar = d1 +do +d3 + - - + dioo + d1o1 + - - - + d10000 + d100001 + - - -
0 que levaria um tempo total de
trotal = t1 +t2 + 13+ -+ t100 + t101 + - - - + t10000 + t100001 + - - -

Estas duas quantidades, sendo iguais a soma de uma infinidade de parcelas todas elas estri-
tamente positivas, sdo aparentemente infinitas. Com isto, Zenao pretendia demonstrar que todo
o movimento ¢ ilusdo, pois no mundo real sabemos que Aquiles alcanca facilmente a tartaruga.

Tal seria, de um ponto de vista logico, impossivel...

Nos capitulos seguintes iremos introduzir as ferramentas matematicas necessérias a resolucao
deste paradoxo.

1.2 Sucessao das somas parciais

Definicao 1.2.1 Seja (up)nen uma sucessao.
A sucessao de termo geral

N
SN:U1+U2+"‘+UN:ZU71
n=1

diz-se sucessdo das somas parciais associada a (Up)neN-



Ou seja, o N-ésimo termo da sucessao das somas parciais é simplesmente a soma dos N
primeiros termos da sucessao original.
Por exemplo, tomando a sucessao de termo geral u,, = %, tem-se

1 1
1 1 ) 2 1+

para todo N € N,

—_
—_

1
Sv=1+5+t t 5

Obter uma expressao explicita para Sy é, em geral, impossivel. No entanto, tal pode ser
conseguido nas seguintes situacoes ja estudadas durante o Ensino Secundario:
1.2.1 Caso das sucessoes aritméticas

Seja (un)nen a sucessdo aritmética de primeiro termo a e razao r, isto é, para todo n € N,
up =a+ (n—1)r
Tem-se, para todo N € N,

SN:qul-i_—w:wa

2 2

Por nao se tratar de um resultado importante no ambito do estudo das séries numéricas (que
definiremos mais adiante), nao se apresenta uma prova deste resultado, que pode ser encontrada
em qualquer bom manual do 11° ano.

1.2.2 Caso das sucessoes geométricas

Bem mais fundamental é o seguinte resultado, referente a sucessao das somas parciais de
sucessoes geométricas:

Deixou-se de fora o caso r = 1, por nado se tratar de um caso interessante: nessa situagao
u, = a para todo n pelo que

Sy=u1+us+---+unv=a+a+---+a= Na.



Prova Por defini¢do, Sy = uy +ug + - +uy = a(l +r+r2 + ... rN7h),
Assim,

Sy(1—7) = a(l+r+r24--+r¥N )1 -7r)
al+r+r2+... 7N D —(r+r2 43+ 4V
= a(l—-7rN).

Dividindo esta igualdade por (1 — r) obtém-se o resultado pretendido.

Podemos realizar o mesmo cédlculo de uma forma um pouco mais formal, envolvendo as proprie-
dades dos somatdérios. Dessa forma nao precisamos de utilizar reticéncias (... ), que podem por
vezes causar alguma confusao:

N N N N
Sy(1—r) = (1—-71) Z ar™ ! = a(l—r) Zr"_l =a (Z Pl g Zrn_1>
n=1 n=1 n=1 n=1

N N N N+1
= a (Zr”_l - Zr”) =a (Zrn_l - Z T”_1> =a(l—r"N).

n=1 n=1 n=1 n=2

1.2.3 Caso das sucessoes telescépicas

Nao existindo uma definicao precisa, diz-se tradicionalmente que
uma sucessao (un)nen € telescépica (ou de Mengoli) se for conhecida
explicitamente uma outra sucessao (a,)nen tal que para todo n € N,

Uy = Ap — Aptl-

Por exemplo, as sucessoes de termo geral:

1
n(n+1) —
(tomar a, = 1),

_ 1 1
® Up = n n+1

e vy, =sin(n +1) —sin(n) = (—sin(n)) — (—sin(n + 1)) Mengoli, 1626-1686
(tomar a,, = —sin(n))

e w, =1In (1 /#_1) =1ln(n) — 3In(n+1) (tomar a, = §In(n)),

sa0 sucessoes telescopicas.
Tal como acontece para as sucessoes aritméticas ou geométricas, o termo geral da sucessao
das somas parciais associada a uma sucessao telescopica pode ser obtido explicitamente:

N N
Sy = Zun :Z(an_an—H)
n=1 n=1

= (a1 —a2)+ (a2 —a3) + (a3 —asg) +---+ (any—2 —an—1) + (an—1 — an)
= a1 —an+1.



Por exemplo,
N

1 1
SN=) ———=1———.
N nz:ln(n-i-l) N+1

De maneira mais geral, aproveitando este tipo de simplificacoes, é possivel determinar ex-
plcitamente a sucessao das somas parciais de muitas outras sucessoes, como por exemplo as da
forma

Up = Ap, — Gppk- (k inteiro fixo )

Nao se apresenta aqui um resultado geral (apesar de ser possivel fazé-lo). De facto, é bem
menos confuso deduzi-lo caso a caso, utilizando as propriedades dos somatérios, como no exemplo
que se segue:

Exemplo 1.2.3

G Y11 Tl 1
A B e oy Z2<_n+2>22n D

1 n=1 n=1 n=1

1 1 1 1 1/1 1 1 1
- 2;n‘z§nz<1+z‘w+1‘mz>-

1.3 Nogao de série convergente
1.3.1 Um primeiro exemplo
Tomemos a sucessao geométrica de termo geral u, = 2% (isto é, a = % er= %)

Nopoo1o1 1 1
SN=) -=-t sttt toy =

1
2 3 N 9 1
n:12” 2 2 2 2 2 1—§

O que acontece a esta igualdade se tomarmos o limite N — +oo ?

Tem-se

1
li Sy = 1 — = 1 1-—-<=1
N leJrrloo N N %H}rloo Z N %H}rloo 2N

Isto significa que, de certa forma, se “somarmos a infinidade de parcelas”

1 4 1 1 1 1 1
9 it 8 +- " 9100 + 9101 oot 910000 + 910001 RIEEE
nao obtemos uma quantidade infinita, como poderiamos ingenuamente pensar. Obtemos sim-

plesmente o valor 1. Escrevemos
+00 1

Zﬁ:L

n=1



Este resultado nao é tao espantoso como se poderia pensar a primeira vista. E verdade
que estamos num certo sentido a somar uma infinidade de parcelas estritamente positivas. Mas
também é verdade que essas parcelas sdo cada vez mais pequenas. Alids, este resultado é muito
facil de perceber intuitivamente: obtém-se uma boa ilustracdo desta igualdade tomando um
segmento de comprimento 1 e dividindo-o sucessivamente ao meio.

1

N|—
[ =
ool
—
Sl
—
-

1.3.2 Formalizacao da nogao de série convergente

De maneira mais geral:

Em rigor, o que se entende por “série” é o par ordenado de sucessoes ((un)nen, (SN)NeN)-
No entanto, neste curso, apenas usaremos esta palavra no sentido da Defini¢ao 1.3.1.

Exemplo 1.3.2

1
2n

1



o« (-1

Nesta situacdo,

N
-1 se N € impar
Sy = (1" = (0 (1P ()Y = { e e

n=1

Logo, lim Sy ndo existe: 'a série Y (—1)" € divergente.
N—o00

e Sn

N
n(n+1
Aqui, Sy = Zn = w (sucessdo aritmética de primeiro termo 1 e razdo 1):
n=1
lim Sy =400 e a série > n é divergente.

N—+o0

Naturalmente, podemos também determinar a natureza e a soma de uma série de tipo
telescopica aproveitando o facto de conhecermos explicitamente o termo geral da sucessao das
somas parciais:

N

1 1
Exemplo 1.3.3 Vimos que nz::l 2t 1) =1- N’ pelo que Z - :L_ 1 € convergente, e
+00 1
Yo =1
= n(n+1)

Da mesma forma, atendendo ao Exemplo 1.2.3,

= 1 1 1 3
n(n+2) 2 2 4

n=1

1.3.3  Séries geométricas

Como vimos, a expressao do termo geral da sucessdo das somas parciais associada a uma
sucessao geométrica pode ser determinada explicitamente. E por isso facil determinar a natu-
reza de uma série geométrica. O resultado, absolutamente essencial, encontra-se sintetizado no
seguinte teorema:

Teorema 1.3.4
Seja (un)nen a sucessdo geométrica de primeiro termo a # 0 e de razao r € R. Entao:



Retirou-se o caso a = 0, uma vez que nessa situagdo a sucessao (up)nen ¢ identicamente
nula, pelo que Y u, é obviamente convergente.

Prova
N _ .N a
e Selrl <1, lm ¥ =0: lim Sy = lim a = . Por definicdo u
|| ’N—H—oo N—oo N N—oo 1—7r 1—7r ¢ ’Z "
converge e tem-se

N
.SeT:l,SN=Za:Na—>{+OO sea>0

N—+oo —o00  sea<0.
n=1
ol 0 se m é par
Ser=-1, Sy = a(-1)" = .,
P ON Z( ) —a se n é impar.

n=1

Em ambos os casos, (Sy)nen nao é convergente. Por definigdo, a série Y u, é diver-
gente.

e Se|r| >1, li_>m Ir"| = li_>m 7" = +o0.
n—oo n—oo

- . 1—r"
A sucessao das somas parciais, de termo geral Sy = a 1

, ndo é convergente: »_ uy é

divergente.

1.4 Epilogo: o paradoxo de Aquiles e da Tartaruga

Retomemos a expressao obtida para o tempo que levaria Aquiles a alcangar a tartaruga:

trotal = t1 +t2 +1t3 + -+ t100 + t101 + - - - + t10000 + t100001 + - - -

Sabemos agora dar um sentido a esta “soma infinita”: trata-se da soma da série > ¢,, caso esta
seja convergente. Vimos que para todo n,

oy n—1
t, =11 X <—> .
VA



Trata-se de o termo geral da sucessao geométrica de primeiro termo a = t1 e razao r = z—i.

1 1

Por exemplo, tomando a distancia inicial d; = 100m, vq4 = 10m.s™" e vpr = 2m.s™ ",

obtém-se troi = 12,5 s.



2 Propriedades Gerais

2.1 Algebra das séries convergentes

Prova
N N N
e Basta observar que para todo N € N, Z(U" +u,) = Z Up, + Z Uy, UINa Vez que se trata
n=1 n=1 n=1

aqui de uma soma finita. Assim,

N N N “+o00 +o0o
lim Zu +v,) = lim Zu + lim Zv :Zu +Zv
N—+oc0 ( " n) N—+oc0 " N—+o0 " " w
n=1 n=1 n=1 n=1

n=

uma vez que y . u, € y v, sao convergentes. Logo, Y (uy, + v,) é convergente e tem-se a
igualdade anunciada.

N N
e A prova é andloga, bastando observar que para todo N € N, Z(Aun) =A Z Up,. |

n=1 n=1

3
Exemplo 2.1.2 Mostre que Z (=50 +2arctan(n) —2arctan(n+1) € convergente e determine

a sua soma.

(S

1 o 1\ . /o J . . o 1 ~ o
_ = = =
° = (—5) ¢ a série geométrica de primeiro termo a = —¢ e razao r = —

Como |r| = 1 < 1, esta série é convergente e

i" 1 a1
— (=5 1-r



e ) arctan(n) — arctan(n + 1) é uma série telescépica:

N
Z arctan(n) — arctan(n + 1) = arctan(1) — arctan(N + 1) ——— arctan(1) — T
n=1 N—+o00 2

trata-se pois de uma série convergente e

“+oo
Z arctan(n) — arctan(n + 1) = arctan(1) — g = —%.
n=1
Por linearidade do sinal de soma, a série em estudo é convergente e
+o0 3 +00 1 +o0
Z ——— + 2(arctan(n) — arctan(n + 1)) = 3 Z ——+2 Z arctan(n) — arctan(n + 1)
n=1 (—5)’”’ n=1 (—5)71 n=1
1
22

Eis um corolario desta propriedade que nos sera bastante util de futuro:

Prova _ pelo ponto anterior também o é a série Y A(Cu,) para qual-

quer valor A € R. Tomando \ = %,

5o -

E o que dizer de da soma de uma série convergente e de uma divergente? E da soma de duas
séries divergentes?




Prova

e Se > u, é convergente e Y v, é divergente:
Vamos provar por redugao ao absurdo que Y | wy,, onde w,, = uy,+v, é uma série divergente.

De facto, se Y w, fosse convergente, » v, = Y w, — uy, = »_ wy + (—1)u, seria uma
série convergente pela Propriedade 2.1.1, o que contradiz a hipdtese.

Logo > wy, = > u, + v, é obrigatoriamente divergente.

e Seja (un)nen a sucessao constante igual a 1: para todo n, u, = 1.
Tomando v, = —1, > u, e Y v, sao divergentes (as sucessoes das somas parciais tendem
respectivamente para +o0o e —o0). No entanto, > (up,+v,) = > 0 é uma série convergente.
Tomando agora v, = 1, Y u, e Y v, sdo divergentes mas desta feita > (u, + vy) = > 2

¢ uma série divergente.

Fica assim claro que somando duas séries divergentes tudo pode acontecer...

2.2 Séries grosseiramente divergentes

Vimos que »_ 1 é uma série divergente. De facto, tomando u, = 1 para todo n,
N—+oc0

N N
SN=) up=)» l=1+1+--41=N— +o0.
n=1 n=1

Na realidade, uma condigao necessaria para que uma série seja convergente é que o seu termo
geral tenda para 0:

Teorema 2.2.1 Seja (up)nen uma sucessao numérica. Entdo

Zun € convergente = lim wu, = 0.
n—-+o0o

Observacao Uma implicacdo (A = B) e a sua contra-reciproca (~ B =~ A) tém o mesmo
valor 16gico. Assim, também se tem



lim w,#0 (ou lim w, ndo existe) = Zun é divergente.
n—-+oo n—-+oo

Desta forma, se o limite da sucessao (uy, ),y nao for nulo (ou nao existir), podemos afirmar
de imediato que > u, é divergente. Diremos que esta série é grosseiramente divergente.

Prova do Teorema 2.2.1 Seja ) u, uma série convergente c (Sy)yey a sucessao das
somas parciais. Por definicao de série convergente,

lim Sy=1l€eR.

N—+o0o

Observe-se que se tem

N N—1

SN—SN—1=Zun— Zun—uN

n=1 n=1

Assim,
lim uy= Ilim (Sy —Sy_1)= lim Sy— lim Sy_1=101-10=0.
N—+oc0 N N—>+oo( N N 1) N—+oc0 N N—+oco N-1
[ |
Exemplo 2.2.2 Determine a natureza da série Z n
plo 2.2 n+1

=140,

im = lim T
n—+oon + 1 n—+oo 1 + -

pelo que Z - :L_ 1 € divergente.

Observagao fundamental Existem muitas séries » | u,, divergentes tais que lirf u, = 0. Nao
n—-—+0oo

devemos ler a implicagdo do Teorema 2.2.1 ao contrario!
Por exemplo, tomando a sucessao de termo geral u,, = log (1 + %)

1
lim u, = lim log <1 + > = log(1) = 0.
n— n

n——+oo “+oo

No entanto,

al 1) & n+1
Sy = Zlog(1+n> :Zlog< - )
n;l n=1
= Zlog(n +1) —log(n) = log(N + 1) — log(1) = log(N + 1).
n=1

lim Sy = lim log(N +1) =400 e a série é divergente.
N—+o00 N—+o00



2.3 Séries resto

Nos capitulos anteriores apresentdmos somatérios e somas de séries com inicio na ordem
n = 1. Naturalmente, tal nao é obrigatério. Dada uma sucessao (u,)nen € um inteiro ng € N,
ng < N, podemos escrever

N nop—1 N N
SN:ZUn: Z Un + Z Up = (ur +ug + -+ Upg—1) + Z Up,.
n=1 n=1 n=ng n=no
no—1 N
Sendo Z u, uma quantidade constante que nao depende de N, retira-se facilmente que Z U
n=1 n=1
N
é convergente se e sd se Z uy é convergente, e que nesse caso
n=ng
N no—1 N
lim Zun:Zun—l— lim Zun
N—+o00 ) ——400 nemo

Acabamos pois de justificar o seguinte resultado:

+00 1
Exemplo 2.3.2 Calcule ,; m

400
1
Sabemos do Exemplo 1.3.3 que T; m =1

Assim,
+00 1

X 1 11
T;n(n-i—l) _;n(n+1)_1(1+1)_2(2+1) 3

Uma outra propriedade que resulta de forma imediata destas observagoes é a seguinte:



Este resultado é por vezes enunciado da seguinte forma: “modificar um niimero finito de
termos de uma sucessao nao modifica a natureza da respectiva série.”

Prova Seja ng um inteiro superior ao maximo do conjunto {n € N : u, # v,} (existe, pois
trata-se por hipdtese de um subconjunto finito de N).

Vimos que > u, converge se e sé se E uy, converge (N — +00). Da mesma forma, ) v,

n=ng
N
converge se e s6 se E Uy, converge.
n=ng
N N
A prova fica concluida observando que para todo NN, E Uy = E Up. |
n=ng n=ng

De maneira evidente:

Prova De facto, pela Propriedade 2.3.1, para todo N € N

+o0o “+o00 N
E Up = g Up — § Un,
n=1 n=1

n=N-+1



ou seja
+00
RN = E Up — SN.
n=1

“+00

Basta agora passar ao limite: lim Ry = u, — lim Sy =0.
& p N—4o00 N Zl " N—4o00
n—=



3 Séries de termos positivos

A série ) u, diz-se de termos positivos se Vn € N, u,, > 0.

O presente capitulo é dedicado ao estudo deste tipo de séries.

3.1 Primeiras propriedades

Prova Tem-se, para todo N € N,

N+1 N
Sny1—Sn = Zun_zun =un+1 > 0.
n=1 n=1

Sabemos da disciplina de Andlise Matemadtica 1 que uma sucessao crescente (Sy)yen admite
apenas dois tipos de comportamento:

e Se (Sn)Nen nao é majorada,
lim Sy = +o0;
N—+4o00
Nesta situac@o, Y u, é por definicao divergente.

e Se (Sn)nen € majorada,

lim Sy =1, onde [=sup{Sy: NeN}eR.
N—+o0

Aqui, " uy, é por definicao convergente.

Obtivemos pois o seguinte resultado:




2
cos
Exemplo 3.1.3 Mostre que a série Z ﬁ € convergente.

Trata-se de uma série de termos positivos. Tem-se, para todo N € N,

S—NCOSz(n)<N1< ( <1 1N<1

V=Y TR s gy si-(3) =t
n=1 n=1 2

onde se usou sequencialmente a definicdo da sucessao das somas parciais, o facto de se ter, para

todo n € N, cos?(n) < 1, e a férmula da soma dos N primeiros termos da progressdo geométrica

de primeiro termo % e de razao r =

Acabdmos de mostrar que a sucessao (Sy)nyen € majorada (por 1). Podemos pois concluir pelo

N[ =

2
cos®(n
Teorema (3.1.2) que g 2n() é convergente. [
X cos?(n) -
Infelizmente, ndo parece muito facil calcular a soma E om0 em parte por nao conhe-

n=1
cermos explicitamente o termo geral da sucessdo das somas parciais (apenas conhecemos uma

majoracao. Em muitos casos, teremos de nos contentar com o conhecimento da natureza das
diferentes séries...

3.2 Critérios de Comparacgao para séries de termos positivos

Se pensarmos um pouco, constatamos que o facto de a série > | 2% ser convergente jogou um
papel fundamental neste iltimo exemplo.
Foi em particular o que nos permitiu escrever que para todo N € N,

1 =
Z: ? (note—se alias que Z o = 1)

n=1

Aproveitando esta ideia, podemos provar um resultado mais geral:
Teorema 3.2.1 - 1° Critério de Comparagao
Sejam (up)nen € (Un)nen duas sucessoes de termos positivos ou nulos tais que
Vn eN, u, < vy,.

Entao
g Un  converge = g Up  CONVETGE.

Prova Sejam (Sy)nven € (Sn)nen as sucessoes das somas parciais associadas respectivamente
a (Un)nEN € (Un)neN-



Supondo que > v, é convergente, tem-se por definicao que NliIE Sy=LeR.
—+00
Pela Propriedade 3.1.1, (S N)NeN € crescente, pelo que podemos afirmar que

VN eN, Sy<L.

Por outro lado, visto que para todo n € N, u,, < v, tem-se
N N
VNEN, Sy=)Y u<» vn=S8y<L
n=1 n=1

Conclui-se que para todo N € N, Sy < L.

Assim, (Sy)nven é majorada. Pelo Teorema 3.1.2, |> u, é convergente. |

arctan(n)

Exemplo 3.2.2 Mostre que a série Z et 1)
n(n

€ convergente.

arctan(n)
n(n+1)

convergente, também o € a série de termo geral

m 1 .
2n(n+1)

Basta observar que para todon € N, 0 < <

Sendo a série de termo geral

b
n(n+1)
N
S 2n(n+1)

Un

arctan(n)

Pelo 1° Critério de Comparacao, Z m

é convergente. |

De notar que esta técnica permite determinar a natureza desta série mas infelizmente nao
fornece o valor da sua soma. No entanto, atendendo a que para todo n € N

1

arctan(n) 7
2n(n+1)’

n(n+1)
tem-se, para todo N € N,
gromctan(n) g1 mys
“onn+1) T = 2n(n+1) 24~ n(n+1)

Passando ao limite N — 400, obtém-se a estimativa

+oo +o00

Z arctan(n) < E Z 1 _ z
nn+1) — 2 nn+1) 2

n=1 n=1

O 1° Critério de Comparagao merece ainda os seguintes importantes comentarios:



e Como vimos no capitulo anterior, a natureza de uma série nao é alterada se se modificar
um numero finito de termos da sucessao. Por essa razao:

e Passando a contra-reciproca:

1
Exemplo 3.2.3 Mostre que a série Z — € divergente.
n

A série g — é chamada de série harménica. Constatemos que se trata de uma série divergente:
n

Utilizando a desigualdade log(1 + z) < z para todo x > 0, tem-se para todo n € N,
1 1
log (1 + —) < —.
n n

1 1
Vimos que Z log (1 + —) é divergente, pelo que a série harménica Z — é divergente. |
n n

Fis um segundo Critério de Comparagao bastante tutil:




u .
Prova lir+n — = [ significa que para todo o € > 0 escolhido, existe uma ordem N € N tal que
n—-+oco vy,

Unp,
Un
Un

Vn > N,

‘<e,

ou seja, paran > N,

l—6<ui<l+e.

Un,

Escolhendo € = é, e tendo em conta que v, > 0, obtém-se

3l
511” < Up < E’Un.

e Da primeira desigualdade, pelo 1° Critério de Comparagao, deduz-se que se > u,, converge,
> évn converge. Como % # 0, > v, converge.

e Da mesma forma, deduz-se da segunda desigualdade que se > v,, converge, > u,, converge.

Exemplo 3.2.5 Determine a natureza da série %

Observemos que

1 1
lim = lim n{n+1) = lim 1+ —=1¢€]0;+o0].
n——+oo 1 n——+oo n2 n—-+0o n

3

n(n+1)

- 1 1
Assim, pelo 2° Critério de Comparagao, E — e Z (7+ possuem a mesma natureza.
n n(n

1)
Sabemos que a segunda é convergente, logo a primeira também o é. |
. Un , . ~ N .
No caso de se ter lim — = 0, as séries E Up € E U, Nao teem necessariamente a mesma
n—+00 Up,

natureza.

5. No entanto, € valido o
n

1
Para ilustrar este facto, pode por exemplo tomar-se u,, = — e v, =
n

seguinte resultado:

Teorema 3.2.6 3° Critério de Comparagao

Sejam (un)nen € (Vn)nen duas sucessoes de termos positivos, com v, # 0 a partir de uma certa
ordem.

Se



U
Prova ll)rf — = 0 significa que para todo o € > 0 escolhido, existe uma ordem N € N tal
n o ’Un

que
Up

Vn > N, < e.

Un

Escolhendo por exemplo € = 1 e observando que as sucessoes sao positivas, obtém-se que
Uy < Up,

a partir de uma certa ordem. Pode-se entdo concluir pelo 1° Critério de Comparagao. ]

Naturalmente, para que os Critérios de Comparacao possam ser utilizados eficazmente, é
necessario conhecer a partida a natureza de um grande ntimero de séries.
Nesse sentido, o teorema seguinte fornece a natureza das séries do tipo ) nia ditas séries de
Dirichlet:

Prova Seja o« < 1. Para todo n € N, n* < n,

ou seja % < ni"‘ A série harmoénica é divergente,

pelo que, pelo 1° Critério de Comparagao, Zn% di-
verge.

Falta ainda estudar o caso a > 1. Utilisaremos aqui
uma técnica dita de comparagdao com um integral. Para
n > 2, comecemos por observar que para x € [n — 1;n],
1 1
_ >

@ pa’

Integrando esta desigualdade no intervalo [n—1; n], vem



Somando agora estas desigualdades paran = 2,3,..., N, obtém-se

1 1
S [ o=y
n=2 n—1 % n=2n
Por outro lado,
N _ N
S [ e [ i = [ 5] = R v
=1 T 1 —a+1],; l-«a
N
1 1
C l1—a <0, li N+ —1) = —— pel B — ¢ limitada.
omo ozl . —a(( +1) ) po—] peoqueasucessaong?naelmlaa
Logo, Z v é convergente. |

3.3 Representacao decimal de um nimero real

No secundédrio, aprendemos que os numeros reais admitem uma representacao em “dizima
finita/infinita (periédica ou nao periodica)”. Mas o que é exactamente uma dizima infinita?
Uma representagao que “nunca termina“? Tera isto algum sentido?

De facto, este assunto nunca foi muito bem explicado...A razao é simples: s6 agora, com o
estudo das séries, possuimos os instrumentos adequados para compreender este conceito.
Tomemos o exemplo do ntimero

z=0,(5) = 0,55555......

O sentido que devemos dar a esta notacao é o seguinte:

400
=510t +5102+5102% +... = 25.10—”.

n=1

Ou seja, aquilo que esta escondido por detras de uma representacdo em dizima infinita é
simplesmente a convergéncia de uma série:




Note-se que a série é convergente. Basta utilizar o primeiro critério de comparacao:
0<ay,107" <9.107"
Yo —_n 2 ya ’ . ~ 1
e a série ) 9.107" é convergente (série geométrica de razao 15).

Vejamos agora um exemplo curioso. Tomemos o niimero

Tem-se
1

00 +o00 n
o 1 =
z=0,(9) =) _9.10 :92(10) :9.1_1%21.
n=1 n=1

(Soma de uma série geométrica de primeiro termo a = 1—10 erazao r =

—_
S
\‘_/

Acabamos pois de mostrar que

0,(9)=1.

Da mesma forma, é facil ver que 0,7(9) = 0,8, que 1,345 = 1, 344(9), ...etc.
Em particular:

Qualquer numero real que admite uma representacao em dizima finita admite também uma
representagao em dizima infinita periodica, de periodo 9. Em particular:
Nao existe unicidade da representagao decimal de um niimero real.

Observagao Existem véarios processos elementares que permitem verificar a igualdade 0, (9) = 1.

e Seja x = 0,(9). Multiplicando esta igualdade por 10, vem 10z =9, (9).
Desta forma, 10z —z =9,(9) — 0,(9) =9, de onde se deduz que 9xr =9 e z = 1.

1
e Ainda mais simples: multiplique por 3 a igualdade 3= 0,333....

3.4 O Critério de Cauchy

Sabemos do capitulo anterior que a série geométrica » 7™ converge se e sé se |[r| < 1. O
Critério de Cauchy, também conhecido por Critério da Raiz, diz essencialmente que se o termo
geral de uma sucessao de termos positivos u, se comporta no infinito como r", entao a série
> u, converge ou diverge consoante r < 1 ou r > 1. Note-se que de um ponto de vista intuitivo,

Up ="

significa Yy =T

Eis pois o enunciado correcto deste Critério:



Prova Comecemos por supor que r < 1. Dizer que

lim {/u, = r significa que para todo € > 0 existe
n—-+oo

uma ordem N € N tal que
Yn>N,r—e< Yu, <r-+e.

Como r < 1, é possivel escolher ¢ suficientemente pe-
queno por forma a que L =r 4+ € < 1.

Entao, a partir de uma certa ordem, tem-se, em parti-
cular, que

Yu, < L, ou ainda uy < L™

A série > L™ é uma série geométrica de razao L € [0; 1],
logo converge. Pelo 1° Critério de Comparagao, Y uy,
converge.

Augustin-Louis Cauchy, 1789-1857

Por outro lado, se » > 1 (ou r = +00), é imediato que a partir de uma certa ordem
Yu, > 1, ou seja, u, > 1" = 1. Logo, a sucessao (un)nen nao tende para 0: por definigao, > u,

é grosseiramente divergente. |

1"

n —
Exemplo 3.4.2 Determine a natureza da série Z ( ) .
n—1\" L (n—1\" —1)\"
Seja u, = ( ) . Tem-se {/u, = (up)n = ( ) = (1 + ) s e L,
n n n—+00
n—1\"

Como e~! < 1, pelo Critério de Cauchy, Z ( ) converge. |

Uma tultima observacao:



1
Por exemplo, tomando u,, = —, temos lim /u, =1e S 1 é divergente.
plo, n n7 n—s-+o00 n Z n g

1 . .
Por outro lado, tomando u, = —;, tem-se igualmente hrf {un =1 mas Y -5 converge...
n n—-+oo

3.5 O Critério de d’Alembert

1 . -
existe, entao

Dada uma sucessao (u,)nen de termos positivos, sabemos que se lim
n—+00  Up

existe também lim Yu, e
n—-+o00

. . Unp+41
lim Yu, = lim ntl

n—-+oo n—+00  Up

Este facto permite deduzir de maneira imediata o Critério dito de D’Alembert (ou Critério da
Razao):

2
n
Exemplo 3.5.2 Determine a natureza da série g —.
(n!)
. n?
Seja u, = —. Tem-se
n!

n 2
Un+1_%_(n+l)2n!_( 1)2 1

U, 2 p2(p4+1)

- -
oy n+1 no+oo

n

2
n
Como 0 < 1, pelo Critério de d’Alembert, Z — con-
n!
verge. n Jean D’Alembert, 1717-1783



4 Séries de termos com sinal variavel

Até ao momento, os critérios estudados apenas se aplicam a séries de termos positivos. No
presente capitulo estudaremos o caso de séries cujos termos nao possuem sinal constante.

4.1 Convergéncia absoluta

Prova Seja (u,)neny uma sucessao tal que _

Seja wy, = |uy| 4+ uy. Como se tem, para todo z € R, —|z| < z < |z|, para todo n € N

_lunl <u, < |un|

Somando |u,| a estas desigualdades, obtém-se
0 < wyp < 2|uy.

Assim, Y w, é uma série de termos positivos. Como Y |u,| é convergente, pelo 1° Critério de
Comparagao, » , wy, converge. Logo,

g Uy = E wy, — g |t |
é a diferenca de duas séries convergentes, _ |

(-1

z<n2>"n2—z$

converge.

Exemplo Determine a natureza da série E

A série

(1"

n2

é convergente, pelo que Z

Mais uma vez se chama a atengdo para nao ler esta implicagao ao contrario: é perfeitamente
possivel que Y u,, seja convergente mas que » _ |uy,| seja divergente.
Nesse caso diremos que

29



Caso Y |u,| seja convergente, diremos que _ Por exemplo,

-y -
> % é uma série absolutamente convergente.

Na préxima secgao, veremos um exemplo de uma série simplesmente convergente.

4.2 Séries alternadas

Nesta seccao forneceremos um critério muito interessante que permite concluir quanto a
convergéncia de certas séries alternadas. Antes de o fazer, precisamos de provar o seguinte lema;:

Prova Como (a,)nen € crescente e (by,)nen € decrescente, pelo primeiro ponto

YneN, a; <a, <b, <b.

Assim, (ap)nen € crescente e majorada (por by). Da mesma forma, (by)nen é decrescente e
minorada (por a;). Por um teorema estudado em Analise Matemadtica 1, ambas as sucessoes sao
convergentes. A igualdade dos limites tira-se do tltimo ponto. |

Estamos agora em condigbes de demonstrar o seguinte critério:



Prova

Vamos supor que u; < 0.
(A demonstragao é andloga se uj; > 0)

Neste caso, os termos de ordem impar sao positivos
e os de ordem par sao negativos: para todo n € N,

Un = (—1)"un]-

Seja (SN)Nen @ sucessao das somas pariciais associ-
ada.A estratégia desta demonstragdao passa por pro-
var que a subsucessoes (any)yeny = (San—1)Nen €
(bn)Nen = (S2n) Nen sao adjacentes.

Gottfried Leibniz, 1646-1716

Para todo N € N:

2N-1 2N
by = S S = = = 1 2N — <0
® aNy —ON = O2N-1 — O2N = Up — Up = —ugn = —(—1)"" luan| = —|uan| <0,
n=1 n=1
pelo que
any < by.
2(N+1)—1 IN_1
eanyi—an = D> Un— Y Un=uani1+ Uy = —|ugn 1| + lugn| >0
n=1 n=1
j& que |uy| é decrescente. Logo (an)nen € crescente.

e Por um célculo andlogo, (by)nen € decrescente.

e Finalmente, como ay — by = —|ugy| € como lim wuy =0, lim ay —by =0.
N—+o00 N—+o00

Assim, (Son—1)nen € (Sen)nen sdo adjacentes pelo que possuem o mesmo limite: por um

teorema de Andlise Matematica 1, (Sn)nen é convergente. Por definicao, _



Exemplo Asérie # (dita série harménica alternada) verifica as condi¢oes do Critério de
(=n"
n

Leibniz, pelo que é convergente. Note-se no entanto que » ’ =) % é divergente. Assim,

=™
Z " e seml—convergente .



