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1 Introducao: Divisibilidade no anel (Z, +, x)

1.1 Nocao de divisibilidade

Se alb, diz-se ainda que b é divisivel por a ou que b é muiltiplo de a.

Prova:

i. Basta observar que a=1.a

ii. Se alb, entao existe g € Z, tal que b = aq.
Entao bc = age = ¢'a com ¢’ = gc € Z. Por definigao, albe.

iii. Basta observar que se b = ga, bm = g(am).

iv. Como a|b e b|c, existem q1,q2 € Z com b = aq; e ¢ = bga.



Assim, ¢ = bga = aq1g2 = aq, com q = q1q2 € Z. Por definicao, alc.

v. Como alb e a|c, existem q1,q2 € Z com b = aq; e ¢ = agqs.
Sejam z,y € Z. Tem-se zb + yc = xaq1 + yaqz = a(xq1 + yq2), pelo que alzb + ye.

vi. Seja q € Z tal que b = aq.
Visto que b # 0, necessariamente ¢ # 0, pelo que |g| > 1. Assim, |b| = |ag| = |al.|q| > |a].

vii. Basta utilizar o resultado da alinea vi. duas vezes.

1.2 Divisao Euclidiana

Sera de extrema importancia para o que se segue a nocao de divisao euclidiana, que se enun-
cia aqui sob forma de teorema:

Prova:

a) Existéncia
Considere-se o conjunto
S={b—am;mecZeb—am>0}.

Tem-se S C N, e S # (), logo pelo principio de boa ordenagao dos nimeros inteiros naturais, S
possui um mais pequeno elemento r > 0.
Visto que r € S, existe ¢ € Z tal que r = b — aq, pelo que b = aq + 7.

Provamos agora que r < a: Supondo que r > a, tem-se que r =b—aq > a,eb—a(qg+1) >0,
peloque b—a(q+1) € S.
Mas b—a(q+1) < b—aqg =r, o que contradiz a minimalidade de r.



b) Unicidade

Suponhamos a existéncia de dois pares (qi,71) e (go2,72) que satisfazem as alineas i. e ii. do
teorema.

Entdao b=aqi +r =aq+1r2: a(q1 — q2) = ro —71.

Dado que 71,72 € [0;a[, tem-se que |ry — 71| < a.

Assim, alg2 — ¢1| = |a(q1 — ¢2)| = |r2 — 1] < a. Como a > 0 conclui-se desta desigualdade que
lg2 — 1] < 1. Como g2 — ¢1 € Z, necessariamente g2 = g1, o que implica também que ro = 7.

De facto, se r = 0, tem-se b = aq e, por definigao, a|b.
Reciprocamente, se alb, entao existe ¢ € Z com b = aq = aq + 0, pelo que r = 0.

1.3 Maximo Divisor Comum

Desta definicado decorre de maneira imediata a seguinte propriedade:




O préximo teorema exprime a possibilidade de se obter o méximo divisor comum de dois
inteiros como combinagao linear dos mesmos (com coeficientes em Z !!).

Prova:
Considere-se o conjunto

S={ar+by;z,yec’Zeax+by >0}

Sempre pelo principio de boa ordenagao dos nimeros inteiros, S possui um elemento minimo
d=ax,+ by,.

Mostramos agora que d = (a,b), com a ajuda da Propriedade 1.3.2:
i) dla e d|b:

De facto, se d Ja: sejam ¢ e r o quociente e o resto da divisao euclidiana de a por d. Pela
Observacdo 1.2.1,a=qd+r,com g€ Ze 0 < r < d.

Tem-se r = a—qd = a—q(ax, +by,) = a(l —qx,) +b(—qy,) € S, 0 que contraria a minimalidade
de d.

Assim d|a, e, por uma prova anéloga, d|b.

ii) Seja ¢ € Z com c|a e c|b. Devemos provar que entao ¢ < d.
De facto, pela Propriedade 1.1.2-iii., c|ax, + by, = d, e, pela alinea v.,
c<l|c <|d| =d.

Deste resultado resultam os seguintes corolarios:

A luz do Teorema 1.3.1, a prova é imediata, ja que existem x,,y, € Z tais que (a,b) =
Tol + Yob.



Prova: Seja M = {md ; m € Z}. Pretende-se provar que M = S.
Seja a € M: a = md = m(ax, + by,) = a(mz,) + b(my,) € S, pelo Teorema 1.3.1.
Seja a € St a = ax + by. d|a, d|b, logo d|ax + by = a. Assim, existe m € Z tal que a = md e
a€e M.

Seguem-se algumas propriedades elementares do méximo divisor comum:

Prova:

i. Seja g = (a,b+ ma). gla e g|b+ ma. Logo g|(b+ ma).1 + (—m).a = b. Assim, pelo Co-
rolario 1.3.3 gla e g|b: g|(a,b) = d.

Por outro lado, d|a e d|b, pelo que d|b + ma. De novo pelo Corolério 1.3.3, d|(a,b+ ma) = g.
Pela Propriedade 1.1.2-vii., |g| = |d|.

Como por definicao do maximo divisor comum se tem d >0e g > 0,d=g.

A outra igualdade decorre de uma prova andloga.

ii. Suponhamos que m > 0.

Seja d = (a,b). d|a e d|b, logo dm|am e dm|bm. Pelo Coroldrio 1.3.3, dm|(am,bm). Por de-
finigao, existe k € Z tal que (am,bm) = kdm.

Desta igualdade se tira que kdm|am e kdm|bm. Pela Propriedade 1.1.2-iii., kd|a e kd|b. Logo



kd|d pelo Corolério 1.3.3.
Pela Propriedade 1.1.2-vi., |k|d = |kd| < d: k =1 e md = (am,bm).
Se m < 0, (am,bm) = (—am,—bm) = —m(a,b) = |m|(a,b).

a b a b a b
ii. d = (a, b) = (dE7dE) = d(a, E)’ IOgO =, =) =

iv. Basta proceder como na alinea anterior.

A nogdo de maximo divisor comum pode facilmente ser generalizada para uma familia de n
inteiros:

A prova do seguinte teorema fica ao cuidado do leitor:

n
Nota: Em particular existem x1,,...,Z,, € Z tais que d = ijoaj.
j=1

1.4 Algoritmo de Euclides

Neste capitulo apresentamos um método que permite, na pratica, calcular o maximo divisor
comum de dois inteiros nao nulos a e b, bem como escrevé-lo como combinagao linear de a e b,



o que, pelo Teorema 1.3.1, é sempre possivel.

Sejam a e b dois inteiros nao nulos, com a > 0. Comega-se por executar a divisao euclidi-
ana de b por a:
b=aq+7r,0<1r <a.

De seguida faz-se a divisao euclidiana de a por ri:
a=riqg+re,0 <1y <711
Sucessivamente, executa-se a divisao euclidiana de 7; por 7;j41:
i = qj+2Tj+1 T Tj+2 , 0< Tit2 < Tjt1.
A sucessao (rj) é uma sucessao estritamente decrescente de inteiros positivos ou nulos, pelo que
ao fim de um ndmero finito de N etapas, 7y = 0:

N4 =QqN-2T"N-3 +TN-2

YN-3 =qN-1"N-2 + TN-1
TN—2 = gNTN-1 + 0.

Tem-se entao
(a,b) = (a,aq1 +11) = (a,71) = (r1g2 +1r2,71) = (r2,71) = -+ =
= (rj41,75) == (rN-1,"N-2) = ("N-1,@u"N-1) = TN_1-
Por outro lado,
(a,b) =rN-1="N-3—qN-1"N-2=7"N-3 — qN-1("TN—4 — qN—2TN-3) =

=ry—3(1 +gn-1gn—2) + "N—a(—aqN-1) = ...

Na segunda igualdade, (a,b) encontra-se expresso como combinagao de ry_2 € ry_3, de seguida
aparece como combinacdo de ry_3 € 7y_4,...,continuando o algoritmo acaba-se por obter (a,b)
como combinagao de a e b.

Exemplo: a = 68, b = 126.

116 =1.68 448 : 71 =48

68 =1.484+20: ro =20
48 =2.20+8: 13 =8

20=28+4:1r4=4



8=24+4+0:75=0
Assim, (116,68) =4, e

4=20—28=20—2.(48 —2.20) = —2.48 + 5.20 = —2.48 4 5.(68 — 1.48) = 5.68 — 7.48 =

= 5.68 — 7(116 — 1.68) = 12.68 + (—7).116

1.5 Teorema de Bezout e Lema de Euclides

Apresentamos nesta seccao duas propriedades elementares mas de importancia capital: o
teorema de Bezout e o lema de Euclides.

Comecamos por definir o conceito de nimeros primos entre si:

Prova:
= Trata-se de uma aplicagao directa do Teorema 1.3.1.

< Seja d = (a,b): d|a e d|b, logo dlax, + by, = 1: d = 1.




Prova:

< Sejam x,,y, com abr, + my, = 1. Entao a(bz,) + m(y,) = 1 : (a,m) = 1, e, da mesma
forma, (b,m) = 1.

= Sejam ,, Yo, T,, Y, tais que ax, +my, = 1 e bzl + my, = 1.
Multiplicando estas duas igualdades vem z,2),ab+ m(y,z.a + yoxhb + yoy,m) =1 : (ab,m) = 1.

Por indugao, facilmente se deduz o seguinte corolario:

Prova:

Sejam x,, Y, tais que az, + by, = 1. Entao ¢ = z,ac + yo,bc. Tem-se que alac, e, por hipétese,
albe. Logo a|x,ac + y,be = c.

1.6 Minimo miuiltiplo comum

Note-se que o conjunto S = {m € N ; m é multiplo comum dos a; , 1 < j < n} é nao vazio
visto que |ajasz...a,| € E. Como S C N, o principio de boa ordenagao garante a existéncia de
um elemento minimo em S.



Prova:

i. Seja M = [aq,...,ay]. Efectuando a divisao euclidiana de m por M obtem-se
m=qM+r,0<r <M.

Basta provar que r = 0. Supondo que r > 0, para todo j € {1,...,n}, ajlm e a;|M, logo
ajlm — ¢M = r e r é miltiplo comum de a1, ...,a,. Obtem-se a contradicio observando que
r< M.

ii. Seja M = [a1,...,a,] e m = [kai,...,ka,]. Para todo j € {1;...;n}, kM é miltiplo
de kaj;, pelo que kM > m.

Por outro lado, m ¢ miltiplo de cada kaj, pelo que m ¢ um inteiro, multiplo de cada a;. Assim,

2
%2M:m2kMem=kM.

iii. Basta provar o resultado para a,b > 0, visto que (a,b) = (—a,b) e [a,b] = [—a,b]. Co-
mecemos por considerar o caso em que a e b sao primos entre si:
[a;b] é multiplo de a, logo existe k € N com ka = [a;b]. Tambem, b|[a,b] logo blka. Como

(a,b) =1, pelo lema de Euclides, b|k e b < k. Assim, [a,b] > ab. Por outro lado, ab é multiplo
comum de a e b: por definigao [a,b] < ab: ab = [a,b] = [a,b](a,b).

b
No caso geral, seja d = (a,b). Entao, pelo Teorema 1.3.2, alinea iii., (%’E) = 1. Sabemos

gb ab

entao que [ 7 E] =7 Multiplicando por d? obtem-se o resultado.

1.7 Numeros primos e Teorema fundamental da aritmética
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Prova:

i. Basta observar que os tunicos divisores de p sdo 1 e p. Assim (a,p) = 1 ou (a,p) = p.
Como p fa, (p,a) = 1.

ii. Suponhamos que p /a. Pela alinea anterior, (a,p) = 1. Como p|ab, pelo lema de Eucli-
des, obtem-se que p|b.

Da alinea ii. resulta facilmente por indugdo o seguinte corolario:

Prova:
a) Existéncia da decomposicao:

Seja N € N. Se N primo, nao ha nada a provar. Se N nao é primo, seja o conjunto
S={deN;dNel<d<N}.

Por hipétese, S # (), pelo que S possui um mais pequeno elemento q;.
Tem-se q; € P: se nao fosse o caso, existiria um elemento P, €]1;¢;[ com Pj|q;. Como ¢i|N,

13



ter-se-ia P|N e P; € S, o que contradiz a minimalidade de ¢;.

Assim, N = ¢in1, n1 € N. Se ny € P, a prova estd terminada. Sendo, repete-se o algoritmo, e
existe g2 € P tal que g2|n1, e N = qi1gana, no € N.

De notar que a sucessao n; assim formada ¢ estritamente decrescente, pelo que ao fim de um
ntimero finito de r etapas, n, =1e N = qiq2...¢,, com ¢; € P.

b) Unicidade da decomposigao:

Suponhamos que N = q1q2 ... ¢n = ¢1¢5 - - - g5, onde as duas decomposigoes diferem.
Simplificamos esta equagao por forma a obter
Bir iz - - Qia = Gy Ty - - - i

tal que Vj, V&, ¢; # q;.
Observe-se entao que g;, |q;, q;, - - - qgﬁ. Pelo Corolério 1.7.3, existe k tal que ¢;, |g;,. Como ¢, € P,
¢i, = qj,, 0 que é uma contradicao.

Deste teorema resulta o seguinte critério de divisibilidade:

Prova: .
b;
Suponhamos que d = Hqi , b €40;...a;}.
i=1
Entao

T T T T
n=TTa = Lo [T " = a] o™ .
i=1 i=1 i=1 i=1

T
Visto que r = Hq;”_bi € Z, dn.
i=1
Inversamente, suponhamos que d|n, isto é, existe r € Z tal que n = qd.

Consideremos as decomposicoes candnicas em factores primos de r e d:

T T
b; ci
d=]la" . r=]a"

14



Assim, n = qd = Hqii ', pelo que a; = b; +¢; > b;.

Este critério permite ainda calcular de maneira pratica o maximo divisor comum e o minimo
miltiplo comum de entre dois inteiros a e b positivos:

Na pratica, para verificar se um certo inteiro n é primo, seria necessario testar se n é divisivel
por algum elemento do conjunto {2;3;...;n — 1}.

Na realidade, ndo é necessério testar todos estes nimeros:

Prova:

Seja n € N um tal inteiro. Supondo que n & P, existem dois inteiros n; # 1 e ny # 1 tais
que N = ning.
Entao, n = ning > y/ny/n = n, o que é uma contradigao.

Terminamos com duas propriedades elementares do conjunto dos niimeros primos P:

Prova:

De facto, suponhamos que P = {p1, p2,...,pn}, com n € N.

15



Consideremos o inteiro N = pips...p, + 1. Como N > p,, N € P. Seja entao p; um divisor
primo de N: pi|N, p|pip2 - .. Pn, logo pg|N — pip2...pn = 1, 0 que é absurdo.

Note que um coroldrio deste teorema é a infinidade do conjunto P. (!!)

Comecemos por provar o seguinte lema:

Prova:

Seja n = p{'p3?...pp* € Ni(x). O inteiro n pode ser escrito sob a forma

n = nipi'py? .. pis
onde n; € N e r; € {0;1}. Para observar este facto, basta fazer a divisao euclidiana de a; por
20 =20j+r;, 8 €Nyep= (pflpg2 ...pf’“)2p’{1p§2 L

Visto que n < «x, n% < x: np < /x. Assim, n; pode tomar no méximo /x valores distin-
tos.

O produto py*ps? . .. p’,;k pode tomar exactamente 2¥ valores distintos, pelo que
card (Ny(z)) < 2¥\/z, o que conclui a prova.



Prova do teorema 1.7.4:

. 1 - .
Suponhamos que a série E — é convergente. Entao a sua série resto tende para 0:
Pn

: 11
seja k tal que Z — < —.

n=k+1 Pn 2

Consideremos os conjuntos
Mp =N/Ny={neN;IpeP, p>p;epn}

e, para x > 1,
Mi(z) ={n <z ;ne M}

Claramente, quando x é um inteiro positivo, card (Ng(z)) + card (My(x)) = z.

Por outro lado,

oo
card (My(z)) < card({n € N ; ppr1|x}) + card ({n € N ; pgia|z}) + -+ < Z pﬁ <
n=k+1 n

| R

Assim, card (Ni(z)) = © — card (My(z)) >

Pelo lema,

ML)

g < card (N(z)) < x2F,

de onde se conclui que para todo inteiro z, v/ < 2¥*1, o que é obviamente absurdo.

17



2 Revisoes: Grupos e Aneis Quociente

2.1 Estrutura quociente

Nestas condigoes define-se, para x € G, a classe de equivaléncia de x por:
T ={y € G;aRy},

ou seja, o conjunto dos elementos de G que estao em relagao com x.

Define-se entdao o quociente

G/R = {7z;z € G},

o conjunto formado de todas as classes de equivaléncia de elementos de G.

Prova:



i. Por defini¢do, tem-se U ACQG.
AEG/R

Por outro lado, seja z, € G.
Como R é reflexiva, x,Rz,, pelo que z, € T, C U A de onde se conclui que

A€G/R
¢c |J 4
z€G/R

ii. Sejam A e B duas classes de equivaléncia, com AN B # ().
Vamos provar que entao A = B.

Sejaze ANBez,yc Gecom A=Te B=7.
Por definicao, 2Rz e yRz. Como R, é simétrica, tem-se zRy.
Como R é transitiva, de zRz e zRy deduz-se que xRy.

E agora facil provar que T = 3. De facto, seja w € 3. Por definicao, yRw.
Uma vez mais por transitividade, xRw:

w € T de onde se conclui que y C T.

Prova-se a outra inclusao de férmula anéloga, pelo que A = B.

Exemplo: G =7 e R a relagao binaria definida por:
Vae,y € Z , xRy < 2|x — y.

Verifica-se facilmente que R é uma relagao de equivaléncia.
Vamos agora determinar 1:

reElelRre2r—1IneZ, x—1=2nsIne€Z,xr=2n+1% z éimpar:
T=1{..,-5-3-1,1,305,..}

Da mesma forma,
r€0&0Rre2r—0&IneEZ, x=2n% xépar:

0={...,—6,-4,-2,0,2,4,6,...}.

Temos assim duas unicas classes de equivaléncia:
Z/R={0,1} ={{...,—6,—4,-2,0,2,4,6,... },{...,—5,—-3,—-1,1,3,5... }}.

De notar que 0UT =Z e 0N1 =, ou seja, 0 e 1 formam uma particao de Z.
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2.2 Grupo quociente

Comecemos por observar o seguinte:

Prova:
i. Seja x € G. Entdo, rxx ' = 1g € H: 2Rx.

ii. Sejam z,y € G, com xRy. Entdo, xzxy~! € H. Como H é subgrupo, (z*y 1)~! = yxax~! € H:
yRz.

ili. Sejam z,y,z € G, com 2Ry e yRz. Entdo, xxy '€ Heyx2~' € H.
Assim, (zxy ) x(yxz ) =xx2"1 € H: 2Rz
Assim, podemos considerar o quociente G/R.

O passo seguinte serd ”transportar”’a operacao * (definida em G ) para G/R. Como é pos-
sivel definir uma operacao sobre este conjunto & custa da operagao * 7

A ideia mais simples seria a seguinte: dadas duas classes de equivalencia A e B de G/R, tomar
um representante de cada uma destas classes, isto é, dois elementos a,b € G tais que

A=aeB=b,

e definir entdo a operacao entre classes por

AxB=axb.

Obviamente, para se ter assim uma definicdo coerente, seria necessario que a * b nao
dependesse dos representantes a e b escolhidos ao acaso nas classes A e B.

Mais precisamente, a operacao entre classes estd correctamente definida se:
Va,be G ,Yaea,VBeb,ab=af

54
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Ya,b,a,8 € G, aRa e fRb = ax* fRa xb. (2.1)

Podemos provar a seguinte propriedade:

Prova:

= Sejam a, o, b, € G, com aRae fRb: axa e He b~ c H.
Entao,
(a*ﬂ)*(a*b)_l=a*ﬂ*b_1*a_1=[a*a_1]*a*[,8*b_1]*a_l.

Como [B*b7 )€ H,ax[fxb"1]xa"t € H e, finalmente, (a* 3) * (axb)~t € H: axBRaxb.

< Sejahe Hex eG.
Temos que hR1 e xRz, pelo que x * hRx x 1, o que significa que

(xxh)x(xx 1) ' =zxhxaz' € H.

Os subgrupos H que verificam a condigao da Propriedade 2.2.2 sao ditos normais, ou distingui-
dos, ou ainda invariantes.

Se H ¢ distinguido, podemos assim definir uma operagao * no quociente G/R. Na realidade o
resultado é ligeiramente mais forte:

21



Prova:

De facto, é facil observar que a operagao * definida em G/R é interna e associativa, que a
1 1 1

classe do neutro de G, 1, é elemento neutro e finalmente que =1 é o inverso de 7 : = ! =71,
Para terminar, eis alguns subgrupos normais famosos: (prove que de facto o sao!)

e Os subgrupos de um grupo comutativo G.

e Os nicleos dos homomorfismos de grupo

e O centro do grupo , isto é, o subgrupo definido por:

Za={yeG;Vxe G, ,oxy=y=*zx}.

2.3 Aneis Quociente

Seja (A, 4+, x) um anel e I um subgrupo aditivo do grupo (A, +).
Como por definicao de anel, este grupo é abeliano, I é automaticamente um subgrupo normal,
pelo que podemos considerar o grupo quociente A/I, com a operacao "+, herdada da operagao
aditiva do anel A.
Note que esta operacao, na seccao anterior, era denotada ”,”.
Temos pois A/I = A/R, onde R é definida por

TRyssexxy '=x+(—y)=z—yecl

Gostariamos agora de definir uma estrutura de anel em A/I, pelo que devemos definir uma
operacgao multiplicativa neste quociente.
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Seria obviamente interessante transportar a operacao x de A para A/I. Como vimos no capitulo
anterior, a condigao para o poder fazer é

Va,b,a,8 € A, aRa e bRS = a x bRa X . (2.2)

A condicao necesséria e suficiente para que tal se verifique é que I verifique as propriedades da
seguinte definigao:

Como anunciado, temos a seguinte propriedade:

Prova:

< Sejam a, b, o, 8 € A, com aRa e bRS.
Tem-se a —a € I e b— 3 € I por defini¢ao de R.

Como I éideal, (a —a)xbeleax (b—p) el
Finalmente, como I é um grupo,

axb—axf=(a—a)xb+ax(b-p)el,
pelo que a X bRa x .

= Sejax e Aeicl.

i—0€lex—x=0¢€1I, pelo que iR0O e zRz.



Assim, por (2.2), i x 2RO x x =0 e x X iRx x 0 = 0, ou seja

ixr—0=ixxelexxi—0=xxiecl.

Assim, quando I é um ideal de A, é possivel definir em A/I uma multiplicacao herdada da
multiplicacdo de A. Na realidade, o resultado é um pouco mais forte:

Jé& vimos que (A/I,+) é um grupo, basta pois fazer apenas algumas verificagoes muito féceis
(associatividade de X, propriedades de distributividade,...etc).

Note que as nogoes de ”subgrupo normal”’e de ”ideal” foram inicialmente inventadas para possi-
bilitar esta construcao.

2.4 Aplicacao: os aneis quociente 7Z,

Consideremos o anel (Z, +, x).
Para todo inteiro n > 2, é facil verificar que I = nZ é um ideal de Z.

Assim podemos considerar o anel Z,, = Z/nZ.

Lembramos que

e Enquanto conjunto, Z,, = Z/R, onde a relagao de equivaléncia R é dada por

Ve,yeZ,xRy<sz—yenZ( < nlr—y).
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e As operagoes em Z, sao definidas por

Ve, y€Z ,T+y=x+yex.y=7Ty.

E ainda fdcil observar que Z, possui exactamente n elementos:
Zn =10,1,...,n—1}.

De facto, para x € Z, se r € {0;1;...;n — 1} for o resto da divisao euclidiana de = por n:

r=qn+r,peloquex —r=qnenlz—r: x €T

Notemos ainda que 1 é elemento neutro multiplicativo de Z,.

O préximo teorema fornece uma condicdo necessaria e suficiente para que T seja invertivel
em Zy :

Prova:

e J4 vimos no capitulo anterior que (i) < (iv).

(tv) = (it3):
De facto, tem-se

(i) IEZ,n[l —bme3IbEZ,bmRl < IbEZ , bim =bm = 1 em Z, < (iii).
e (ii1) = (i1) é evidente.

(1) = (i4):

Suponhamos que (ii) ndo se verifica. Entao existe a € Z tal que @ # 0 e m.a = 0.

Logo, nlam e n e m nao sao primos entre si: se o fossem, teriamos pelo lema de Euclides
que nla, ou seja @ = 0.

25



e (ii) = (¢) : Suponhamos que n e m nao sao primos entre si. Seja p € P um divisor comum
denem: n=pN, m=pM.
Entdo m.N = M.pN = M0 =0, mas n fN: N #0.
Logo m nao é regular.

Nota: Provamos mais implicagoes do que seria necesséro!

Deste teorema resulta o seguinte corolario fundamental, de prova imediata:
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3 Congruéncias

3.1 Definicao e primeiras propriedades

Assim, temos as seguintes equivaléncias:
a=b modn<a=bem Z,
< a e b possuem 0 mesmo resto na divisao euclidiana por n.

Traduzindo em termos de congruéncias as propriedades dos aneis Z, estudadas no capitulo
anterior, obtemos de maneira imediata o seguinte:



De facto,

e (i),(ii) e (iii) ¢ uma traducao do facto da relac@o bindria = ser uma relagao de equivaléncia.

e (iv),(v) e (vi) sao consequéncias imediatas da defini¢do das operagoes no anel Z,, (com-
pativeis com a relagao de equivaléncia acima mencionada).

o (vii),(viii),(ix) e (x) sao de prova imediata.

Assim, a nogéo de congruéncia é apenas uma maneira pratica de falar dos aneis Z,,.

Por exemplo, se quisermos mostrar que 7|3.2'01 + 9:
Esta questao limita-se a saber se 3.2101 4+ 9 = 0 no anel Z;.

Utilizando as propriedades das congruéncias, podemos observar que:
2=8=14+7=1 mod?7,
pelo que
299 = (2333 =1 mod 7,

ou ainda
2101 — 499 =4 mod 7,

e finalmente,
3214 90=434+9 mod7:324+9=21=0 mod 7.

Assim, 7|3.2101 4 9.

Utilizando agora o facto de m ser regular em Z, se e s6 se m e n sao primos entre si, ob-
temos os seguintes resultados:
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Prova:
(ii) é uma consequéncia directa do facto de @ ser regular em Z,, sse (a,n) = 1.

(i) : Temos que (ﬁ,ﬁ) =1.

Sejam z,y € Z, com axr = ay mod m.

Entao ﬁx = ﬁy mod ﬁ

Utilizando agora a alinea anterior, vem que x =y mod ﬁ

Note ainda esta prova alternativa do ponto (ii):
Seja d = (a,n). Como ax = ay mod n, por defini¢do, n|lax — ay, pelo que existe k € Z tal que
a(x —y) = nk.

a

Assim, §(z —y) = k. Logo, & divide o produto §(z —y). Pelo lema de Euclides, Z|(z —y), o
que significa, por defini¢ao, que x =y mod 7.

Terminamos esta seccao com uma tltima propriedade:

Prova:
< E evidente, ja que para todo i, m;|m.
= Provamos a proposicao para r = 2, o caso geral podendo ser deduzido facilmente por inducao.

Temos m|(z — y) e ma|(z — y). Assim, x — y é um multiplo comum de m; e mgy, pelo que
[m1,ma]|(z —y). (Prove-o).

Obtemos entao o seguinte corolario imediato:




De facto, como os m; sao dois a dois primos entre si, [my,ma,...,m,] = mimay...m,.

3.2 Sistemas de residuos moédulo n

Assim, um sistema completo de residuos (s.c.r.) é formado por n inteiros, um em cada classe
do anel quociente Z,.

Por exemplo, {0;1;...;n — 1} é um s.c.r. médulo n.
Tem-se a propriedade imediata:

Para = € Z, sabemos que T é invertivel em Z,, se e s6 se (z,n) = 1.

Assim, se S = {s1,52,...,5,} é um s.c.r., o conjunto
S ={s; €8 ; (si,n) =1}

é um sistema reduzido de residuos (s.r.r.).



Por exemplo, {0,1,...,9} é um s.c.r. médulo 10, e {1;3;7;9} é um s.r.r. médulo 10.

As seguintes propriedades sao imediatas:

Observe que a propriedade b. é na realidade uma condigdo necessaria e suficiente para que
um subconjunto S de Z seja um s.r.r.

Obviamente, qualquer s.r.r. médulo n tem o mesmo cardinal, igual ao nimero de classes inver-
tiveis de Z,. Esta observacao leva a seguinte defini¢ao:

Esta funcao sera largamente estudada no préximo capitulo. Notemos no entanto desde ja
quesep € P, ¢(p) =p— 1.

3.3 Teorema de Euler e pequeno Teorema de Fermat

Comecemos por provar o seguinte lema:




Prova:
Sejai € {1;...;0(n)}: (as;,n) =1, visto que (a,n) = (s;,n) = 1.
Assim, para todo i € {1;...;¢(n)}, as; é uma classe invertivel de Z,.

Suponhamos agora que as; = as; mod n.
Como (a,n) =1, a é um elemento regular, o que implica que s; = s; mod n, ou ainda 5; = 5;
em Z,. Como S é um s.c.r., i = j.

Acabdmos pois de provar que as classes @si, Gz, ..., ASg(,) sao invertiveis de Zj,, todas dis-
tintas. Como estao em numero ¢(n), sdo exactamente as classes invertiveis de Z,,, pelo que por
defini¢ao, S’ é um s.r.r. médulo n.

Como consequéncia importante deste facto, temos o

Teorema 3.3.1 : Teorema de Euler
Sejan > 2 ea € Z primo com n. Entdo

a®™ =1 mod n.

Prova:
Seja S = {s1,82,...,84(n)} um s.r.r. médulo n. Como vimos, o sistema {as1, asz,...,asgm)} ¢
igualmente um s.r.r. médulo n. Assim,

Vel{l,2,...,0(n)}, 3y €{1,2,...,0(n)}, as; =s; mod n.

Multiplicando as ¢(n) congruéncias assim obtidas, obtem-se

¢(n) B(n)
H as; = H sj mod n.
i=1 j=1
Assim,
#(n) #(n)
a?™ 5 = H s; mod n.
i=1 j=1

o(n)
Como para todo i, (s;,n) = 1, tem-se (H si,n) = 1.
i=1
¢(n)

Logo, podemos simplificar na congruéncia H Si, O que termina a prova.
i=1
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Como corolario imediato do teorema de Euler, temos o

Basta observar, como p é primo, que p fa é equivalente a (a,p) =1, e que ¢(p) =p — 1.

De facto, se p /a, esta congruéncia é uma consequéncia imediata do pequeno teorema de
Fermat.
Se pla, a? =a =0 mod p.

3.4 Teorema de Wilson

O seguinte teorema fornece uma condi¢ao necessaria e suficiente para que um inteiro n € N
seja primo:
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Prova:
< Supondo que n € P, n = ab, com 1 < a < n (a é um divisor nao trivial de n).
Entao, a|(n — 1)!, e, consequentemente, a f(n — 1)! 4 1.
Como a|n, necessariamente n f(n — 1)! + 1.
(Se nao, por transitividade, ter-se-ia a|(n — 1)! 4+ 1, o que é falso).
Finalmente, (n — 1)! +1 # 0 mod n.
= Seja p € P. Entao 1, 2, ..., p—1 sao invertiveis em Z,. Vamos determinar quais as
classes que sao o seu proprio inverso, isto é, os elementos de ordem 2 do grupo multiplicativo
Z,,. Para C € Zy,

?=TeC?-T=0s (C-T1)(C+1)=0,
e, como Zj, é um corpo, nao possui divisores de zero:

C’=TeC=TouC=-T1=p—1.

Logo,
Vie{2,3,....p—2}, Ik e{2,3,....p—2}/{j}, k=1
Assim,
p—2
II;=1
j=1
isto é,
p—2
Hj =1 mod p.
j=1

Multiplicando por (p — 1),
p—DI=p—1=-1 mod p.

3.5 Congruéncias lineares
Neste capitulo, vamos estudar as congruéncias lineares da forma
ar =b mod n, (3.1)
em que a,b € Z, n > 2 e x € Z é a incognita.
Podemos desde j& supor que n fa (isto é (a,n) # n).

(De facto, se nla, a resolugao é trivial: (3.1) nao possui solugoes se b Z 0 mod n e qualquer
x € 7 é solugao de (3.1) se b=0 mod n.)
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Comegamos por observar o seguinte:
x € Z solucdo de (3.1) & Vk € Z, x + kn solucao de (3.1).

Assim, basta determinar as solugdes de (3.1) num s.c.r. médulo n
(por exemplo (0,1,...,n — 1)) e adicionar-lhes multiplos de n para obter a solucao geral.

Duas solugoes distintas de (3.1) pertencentes a um mesmo s.c.r. sao ditas solugoes incongruentes
médulo n.
Vamos agora estudar quatro métodos de resolucao diferentes:

Método 1: A mao
Se n nao for muito grande, por que nao testar os n elementos de um s.c.r. ?

Por exemplo, para resolver a congruéncia linear
4dr =4 mod 6, (3.2)
vamos calcular 4z para z € {0,...,5}:

4.0=0#4 mod6 41=4=4 mod6 42=8%#4 mod6
43=12#4 mod 6 44=16=4 mod6 4.5=20#4 mod 6

Assim, as solugoes de (3.2) no s.c.r. (0,1,2,3,4,5) sdo 2z, =1 e x1 = 4.
A solucao geral é entao dada por:

r=146k,oux =446k, keZ,

ou, se preferirmos,

r=1+3k,keZ

Método 2: Resolugao de uma equagao diofantina.
Notemos que x € Z é solugao de (3.1) sse existir y € Z tal que
ax +ny = b. (3.3)

Ora, j& sabemos forncecer a solugao geral de uma equacao diofantina: se d = (a,n) /b, (3.3) nao
possui solugoes. Caso contrario, a solucao geral é dada por

n a
x:xo+t3ay:yoitgateza
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onde (x,,¥,) é uma qualquer solu¢ao da congruéncia.

Assim, constatamos que (3.3) possui exactamente d solugoes incongruentes médulo n:

n n n n
.’EO—FOE,.’IJO—F]..E, .’IZ'O—FQE, ,.’Bo—i-(d—l)g

Desta observagao deduz-se a seguinte propriedade da congruéncia linear (3.1):

Vamos agora resolver a congruéncia 4z =4 mod 6 com a ajuda de uma equagao diofantina:

Temos pois que resolver a equacgao 4x + 6y = 4.
d = (4,6) = 2|4, logo existem solugoes.

O algoritmo de Euclides forncece inteiros a, 5 tais que 4o + 65 = d = 2.
Por exemplo, 4.(—1) +6.(1) = 2.

Multiplicando por 2: 4.(—2) 4 6(2) = 4.
Uma solugao particular serd portanto (z,,v,) = (—2,2).
Assim, a solugao geral é
z=-2+8%=-243t
{ y=2-t3=2-2t teZ,

sendo a primeira linha a solugao geral de (3.2).

Método 3: Inversao de um elemento no anel quociente.

Seja d = (a,n). Como vimos, se d /b, (3.1) ndo possui solugdes. Caso contrario, dividindo

a equacao por d obtem-se

a _b
at =4

Ja vimos que (%, %) = 1. Assim, g é invertivel em Z

mod

E

n. Pelo teorema de Gauss,

8
Il

b n _rane(H-1b n
E mod E =T = (E) E mod E,

Qe
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obtendo-se assim a solugao geral de (3.1).
Voltemos ao nosso exemplo:

4r=4 mod6<2r=2 mod3< r=2203"1=992"1=1 mnod 3,
isto é,

r=1+43t,teZ.

Método 4: Recurso a um sistema
Consideremos a congruéncia linear
14z =16 mod 180 (3.4)
d = (14,180) = 2|16, pelo que esta equacao admite 2 solugoes incongruentes médulo 180.
Dividindo desde ja por d, obtem-se a congruéncia equivalente
7r =8 mod 90 (3.5)

Os métodos apresentados anteriormente poderao levar a longos calculos, pelo que veremos aqui
outra abordagem:
Notando que 90 = 2.32.5, os inteiros m; = 2, ma = 32 e ms3 = 5 sdo dois a dois primos entre si.

Pelo Corolario 3.1.5,

(3.4)

=
7r =8 mod 2
7r =8 mod b
7r=8 mod9

Este sistema pode muito facimente, com qualquer um dos métodos anteriores, ser posto na forma

=0 mod 2
r=4 mod?5H
=5 mod?9

Temos ainda que resolver o sistema, o que podera feito com o teorema dos restos chineses, que
apresentamos na proxima seccao.

3.6 Teorema dos restos chineses
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m
Nota: Os inteiros b; existem sempre, ji que (—,mz) =1
m;

Prova do Teorema:

i. Sejam x1 e x2 duas solugbes do sistema. Vamos provar que entdo x; e zo diferem de um
multiplo de m:
Temos para todo ¢ € {1,...,r}, 1 = 22 mod m;. Pelo Corolério 3.1.5,

x1 = xo mod m, pelo que m|(z1 — x2).
Reciprocamente, se x é solucao do sistema, para todo k € Z, x + km é solucgao.
ii. z, dado no teorema é uma solucao da congruéncia:
Seja j € {1,...,7}.

Para i # j, - =0 mod my, jd que m;|.-.
7 g2

Assim,

0 que conclui a prova do teorema.
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Aplicagao:
Resolucao do sistema de congruéncias

=0 mod 2
=4 mod?H
=5 mod?9

Temos (my, ma, m3) = (2,5,9), m =90 e (a1, az2,a3) = (0,4,5).
Escolhemos inteiros by, be, b3 que verifiquem

4501 =1 mod 2,18 =1 mod5e1l0b3=1 mod 9,
por exemplo, by =bg =1 e by = 2.
Assim, z, = alblmﬂl + a,gbgmﬂ2 + a,gbgmﬂ3 = 194.

A solugao geral do sistema é
x=194+90t ,t € Z.

Nota: As duas solugoes incongruentes médulo 180 sao 14 e 104.
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4 Funcoes Aritméticas

4.1 Primeiras definicoes

De entre as fungoes aritméticas, vamos estudar em particular adlgumas fungoes ditas (total-
mente) multiplicativas:

Eis algumas func¢oes totalmente multiplicativas que serao utilizadas ao longo deste capitulo:

e A fungéo ”injeg@o candnica”

1:1n—n.
e A fungdo "um”:
1:n—1.
e A funcao de Dirac:
0:n— dpi.
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a. Funcao 7
Observemos o seguinte:

A demonstracao ¢é imediata, pois, como vimos no primeiro capitulo,

.
din sse d = Hp;”, 0 <7 <,
i=1

existindo assim («; + 1) possibilidades para a poténcia ~;.

Voltemos agora a prova do Teorema 4.1.1:
Tem-se 7(1) = 1. Sejam n,m € N, com (n,m) = 1.

T T
. _ Qu _ i o~ A .
Sejam n = H p;len= H q;' as decomposi¢oes em nimeros primos de n e m.

i=1 j=1
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Como (n,m) = 1, tem-se, para todos os indices i, j, p; # g;.
Logo

I

Z.hj

é a decomposicao em factores primos de nm.
Pelo lema,

s S

r(n)r(m) = [J(ai + D T[ (8 + 1) = [ (i + )(B; + 1) = 7(nm).

i=1 j=1 i,

b. Funcgao i de Moebius.

Sejam m,n € N, com (m,n) = 1. Entdo, para todo p € P, p%|nm se e s6 se p?|n ou p?|m.
Assim, se n ou m néo for livre de quadrados, nm nao é livre de quadrados.

Assim, neste caso,

p(nm) = p(n)p(m) = 0.

Suponhamos agora que n e m sao livres de quadrados: n = p1p2...pr e m = qiq2...qs, Pi, qj
primos, com p; # g; para todos os indices i, j.

Assim,
p(n)u(m) = (=1)"(=1)* = (=1)""* = p(nm).

4.2 Produto de Convolugao

Exemplos:

i. Paran €N,

Assim,



ii. Seja f uma funcao aritmética. Para n € N,

=D Hdf(5)=fn): 6% f=f.

dln

Temos as seguintes propriedades imediatas do produto de convolugao:

Prova de i.
Seja n € N.

Seja, parad € N, d' = —
dn<d eN& d|n.
Vamos assim fazer a seguinte “mudanca de varidvel”:

frgn) =Y fldg §jf g(d) =g f(n).

din d'|n

Prova:
Observemos primeiro o seguinte lema:

Prova: Sejan = H p,lem= HJ -1 qJ a decomposicao em numeros primos de n e m.
i=1
Como (m,n) =1, p; # q; para todos os indices i, j.



Sabemos que se d|mims, d = Hpi%q?j com y; < o e 0 < fj.

?:7j
Basta pois escolher

i
Hzﬂ’ ed=]]a.
j=1

Quanto & unicidade, suponhamos que d = dyds = d)d}, onde os pares (dy,d2) e (d}, d,) verificam
as condicoes do lema.

Como di|n e (dy,n) =1, (di,d,) = 1. (Verifique-o rapidamente).

Ora, di|d|d): pelo lema de Euclides, d;|d.

Por um raciocinio andlogo, d}|d1, e di = d}, o que implica também que ds = d.

Prova do Teorema 4.2.1:

Sejam f, g duas fungoes multiplicativas, F' = f % g e n, m primos entre si. Entao

=3 fmg(r) = 30 flmg(g) = D ffme(e():

dlnm di|n,da|m di|n,dz2|m 2

. ~ C n m
ja que f e g s@o multiplicativas e <d > 1.

Assim,

Flrm)=>_ | 2 /() =2_Jmg(Z) | 2 fm) =

diln \da2|m diln da|lm
=> f(n) f*g( ) = (f *g(n))(f * g(m)).
diln
Exemplo:
A funcéo o definida por o Z d (soma dos divisores de d) é multiplicativa.
dln

De facto, o =1 * 1.

Finalmente:

Teorema 4.2.2 Seja M o conjunto das funcoes multiplicativas.

(M, %) € um grupo abeliano.
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Prova:
Ja vimos que a operacao * € interna, associativa, comutativa, e tem por elemento neutro a funcao
0 de Dirac.

Basta pois mostrar que toda funcdo f possui um inverso, isto é uma funcio g = f~! tal que

f*xg=0.
Notemos que

fxg=0 & fxg(l)=1e fxg(n ):Oparan>1

& f(Hg(l)=1e f(1) Zf f—Osen>1
d\nd;él
< ¢g(1) =1 para Z f(d —g(n) paran > 1
d|n,d#1

Vamos construir uma fungao g multiplicativa com esta propriedade. A construgao faz-se por
inducao:

e Escolhemos g(1) = 1.

e Supondo a fungao construida para todo inteiro em {1;...;n} basta escolher
n+1
g+ =— 3 f@e").
d|(n+1),d#1

(Note que, como d # 1, g(n + 1) nao aparece no termo de direital)
E ainda necessério provar que a funcgdo g assim construida é multiplicativa, isto é,
(n,m) = 1= g(nm) = g(n)g(m).

Isto pode ser verificado por indugao sobre N = m + n, apesar de ser algo trabalhoso!

4.3 A funcao de Euler

Lembramos a defini¢do da fungao ¢ de Fuler:

¢p:n—card{l <k<n;(kn)=1}= Z 1
(kfcn:)il

Teorema 4.3.1 : Teorema de Euler
Para todo n € N,

> d(d) =

dn
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Prova:
Seja n € N e d um divisor de n.

Consideremos o conjunto
Ny={1<z<n;(n,z)=d}.

Claramente,
Ve e {l;...;n},3d, z € N,

Assim,

n= Z card{Ny}.

din
Vamos agora avaliar card{Ng}:

n r n
= < —_)) = —, — ) = .
r€N; < 3IgeN qd_ne(q,d) (d,d) 1

Existem portanto ¢(%) possibilidades para o inteiro ¢: card{Ng} = ¢(%).
Finalmente,

n=3"0(5) = 1xd(n) = o+ 1(n) = 3~ o(d).

dln nld

De facto, basta observar que
1xp=1

de onde resulta que ¢ = 17! % i e ¢ é multiplicativa.
J& vimos que se p € P, ¢(p) =p — 1.

E também claro que, para o € P, #(p®) = p® — p®~L. De facto, os inteiros do intervalo [1;p"]
que nao sao primos com p, sao os inteiros da forma pg, onde 1 < ¢ < p®~!, logo existem p®~!.

Assim:

Prova:
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S
Seja n = H p;* a decomposicao em niimeros primos de n. Como ® é multiplicativa,
i=1

s

ot = ([T =TT = TTo =) =TT (1= ) = T (1)

i=1 p|n,peP

4.4 Alguns Resultados classicos

Prova:

Paran=1, ux1=pu(l) =1.
Para n > 1, sejan = [],_;. p;" a decomposicdo em nimeros primos de n. O inteiro d divide n
se e 86 se

S
d=]]r" v <
=1
Assim,

pord(n) =" p(d) = (u(p1) + -+ + p(ps)) + (u(prp2) + plpips) + -+ + p(ps1ps)) +
dln
+-o+ u(p1p2 - - ps)s

ja que p(d) = 0 sempre que um certo p% aparece na decomposi¢cado em ntumeros primos de d.
Logo,

pxl(n) = (+1D)CL+ (=1)C2+ (+1)C2 + -+ (—-1)*CS = (1 —1)* = 0.

Prova:

De facto, ja vimos que ¢ = 171 % i = pu .
Temos ainda um outro coroldrio importante:
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Teminamos o capitulo com a seguinte férmula explicita da fungao o:

Prova: ¢ é multiplicativa, logo

a(n) = [[ o).
i=1

Basta observar que os divisores de p*¢ sao os nimeros p;*, com 0 < 3; < «;, pelo que
pai-l-l -1

o(p™) =14 pitpi o M =Ty
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5 Reciprocidade quadratica

5.1 Simbolo de Legendre

n N .
Por outras palavras, | — ) = 1 sse 7 for um quadrado nao nulo de IF,,. Neste caso, diz-se que
p

n é um residuo quadratico médulo p.

Temos a seguinte propriedade imediata:

E sempre possivel calcular “a4 mao”o valor de um simbolo de Legendre.

4
Por exemplo, quais os valores de <§) e <g> ?

Comecamos por calcular todos os quadrados de F :
0°=0,1°"=1,2°=4,3=0=4¢4” =16 = 1. Assim, os quadrados de F, sdo 0,1 e 4, pelo

o () 1e(2)

Notemos ainda que existem, em Fj, dois quadrados ndo nulos: 1 e 4. Este resultado é na
realidade mais geral:
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Prova:
Comegamos por notar que para j,k € {1;2;...; p%l} tem-se & #* 32 sempre que j # k. Caso
contrério ter-se-ia

?=k> modpe (j—k)(j+k)=0 modp < plj—kouplj+k,
-3
oqueéabsurdo,vistoquej+k‘€{2;...;p—1}e|j—k|€{1;...;pT}.

. . p ~
Assim, existem pelo menos quadrados nao nulos em [F,.

Por outro lado, consideremos o polinémio
PX)=X172.
Se m = g? for um quadrado ndo nulo de F,, P(n) = 7P~ — 1 = 0, em virtude do pequeno

teorema de Fermat (p fy). Assim, @ é uma rafz de P em F),.

. ;. p , c . .
Como P possui no maximo raizes distintas, fica provada a propriedade.

Deste resultado deduz-se o seguinte critério:

Prova:
Sen =0 mod p, ndo hé nada a provar.
Suponhamos pois que n Z 0 mod p.
No corpo F, tem-se
—1 — —
@7 =nl=1= 2,
em virtude do pequeno teorema de Fermat. Assim,

p—1 ) -2 p—1 — p—1

0=mz ) —1"=m=2 —1

3
]
+
=
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de onde se tira que

_p=1 = [ E—
n2 =loun 2z =-—1.

Ja vimos, na prova da Propriedade 5.1.3, que a primeira condigao se verifica se e s6 se n for um
residuo quadratico. Fica assim provado o critério de Euler.

Para ”pequenos”valores de n e p, o critério de Euler é extremamente til para calcular o valor

de <%) Por exemplo,
5\ _ .5
(ﬁ) =5 mOd 11.

Tem-se 52 = 125 =4 mod 11 e 5> =3 mod 11, pelo que
5°=525=43=12=1 mod 11,

pelo que 5 é um quadrado de Fy;.

Do Critério de Euler, resulta directamente a seguinte propriedade:

Prova:
De facto,

(@) = (mn)p%1 = m%n%l = (ﬁ> (ﬂ) mod p
p p D

Obtem-se agora o resultado observando que os valores possiveis dos simbolos de Legendre sao
—1,0e 1.

5.2 Lema de Gauss




3
Antes de apresentarmos a prova, calculemos (?) com a ajuda deste lema:

- . . 3
temos 3=3(€{-2;...;2;3}),23=-1e33=2,peloquea=1c¢ (—) =—1.

Prova do lema de Gauss: . B
Vamos provar que se k,l € {1;... % e k # [, tem-se necessariamente |kq| # |lq|.

De facto, no caso contrario, ter-se-ia kq = elg mod p, onde € € {—1; 1}, ou ainda

k = el mod p, visto que p fq.

Em ambos os casos se obtem uma contradicao, ja que k #le k+1 € {3;4;...;p — 2}. Assim,
os elementos de E sao exactamente os ’%1 primeiros inteiros naturais, a menos de sinal. Logo,
o produto de todos os elementos de E vale

(@)(24)(39) .. (7%1) ~ e (250):

@(z?z)@...(’%)zq%* (250)r=(2) (257! moar,

-1
a prova fica concluida, tendo em conta o facto de (]?T), ser invertivel em F,,.

Visto que

Como aplicagdo, damos o seguinte corolério:




Prova:
A primeira igualdade é uma consequéncia directa do critério de Euler.

Quanto a segunda, com as notacoes anteriores, tem-se

—1 —1
E= {2,4,6,...,2[}?7],2([177

—

. — —1
Assim, a = Po= — [E7].

N ‘

Se p=+1 mod [8], & é par, e se p=+3 mod [8], a é impar.
2
Assim, « possui sempre a paridade de pT_l, ficando assim provada o corolario.

5.3 Lei de reciprocidade quadratica

SejapePencZ.
n decompoe-se na forma

S
n:e2k"quj ,onde e € {—1;1} ,k;jeNeg; €P,qg; > 3.
j=1

Assim,

()-() 0 mE)"

Visto ja termos visto férmulas para ;) e (%), para conhecer (%) basta saber calcular (%)

/N

para todo ntimero primo fmpar q.

O instrumento para o fazer é a lei de reciprocidade quadratica, que se enuncia da seguinte
forma:

Teorema 5.3.1 Lei de reciprocidade quadratica
Sejam p > 3 e q > 3 dois numeros primos distintos. Entao

()

Este teorema foi conjecturado por Euler, e demonstrado pela primeira vez por Gauss, que,
com apenas 18 anos, forneceu 8 demonstracoes diferentes.
Antes de vermos uma delas, ilustramos como a lei de reciprocidade quadratica pode ser utilizada
para calcular qualquer simbolo de Legendre:
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42
Caélculo de | — | (107 € P).
alculo e<107>(0 eP)

Decompondo 42 em factores primos, vem
RN _ (2N (3 ("
107)  \107 107 107/ °

= —1, pelo Corolério 5.2.2.

2 10721
2 ) = (=1
07) = (D F

Pela lei de reciprocidade quadratica,

3 107 (107-1)(3-1) 107
107 3 3

1 -1
Pela Propriedade 5.1.2, <g7> = <3> = —1, de onde se tira que <> =1.

Tem-se

Da mesma forma,

() (D)= - () =)o o

Finalmente,
(;4027> =(-1).(1).(-1) =1.

Prova da Lei de Reciprocidade quadratica:
Vamos apresentar uma prova baseada numa interpretacao geométrica do lema de Gauss.

Tem-se <q> = (—1)%, onde « é o nimero de inteiros negativos do conjunto
b

-~ p-1
E:{q72Q73q7Tq}u

com as notacoes do lema de Gauss.
Sao exactamente os elementos rq € F, tais que existe y € Z com —% <xq—yp <0. Assim « é
o nimero de pontos (z,y) de coordenadas inteiras no dominio

p D p 1
O<zr<=z=<y<z=+-}
{ x 2,xq y xq+2}

Necessariamente, 0 < y < £ + % ou ainda, como % eN, y €]0; &[.
Assim, a é o nimero de pontos (z,y) de coordenadas positivas no rectangulo

R:{(x,y);0<a:<%e0<y<g}
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que verificam —§ < xq —yp < 0.

Da mesma forma, <p) = (—1)5 , onde 8 é o numero de pontos de coordenadas inteiras de
q

R que verificam —2 < yp — zq < 0.

Como R possui %qg—l pontos de coordenadas inteiras,
p—lg—1
— (o +
é o numero de pontos de coordenadas inteiras de R que verifica
zq—yp=0ouzq—yp < —g ouxq —yp = g

E facil ver que o conjunto definido pela primeira igualdade é vazio e os dois conjuntos definidos
pelas outras duas desigualdades sao dijuntos e possuem o mesmo nimero de elementos.

Assim, 251921 — (@ + ) é um niimero par:

()G-cor-cue

5.4 Congruéncias quadraticas

Neste capitulo pretendemos desenvolver um método para resolver congruéncias quadraticas,
da forma
ar’ +br+c=0 modp (5.1)

ondepeP,p>3ea,bcel.

Para a #0 mod p, (isto é, a # 0 em F,), temos (4a,p) =1 e
(5.1) & 4a*z* 4 4abz 4+ 4ac =0 mod p & (2ax + b)? = b* — 4ac mod p.

Assim, com A := b® — 4ac, <> # —1 é condigao necessaria de existéncia de solugées para a

congruéncia (5.1).

Por outro lado, esta condicao ¢é suficiente:

Se existir y € Z tal que y? = b> — 4ac mod p, basta resolver (em z) a congruéncia

20 +b=y modp (5.2)
para se obter uma solugao de (5.1). Ora, (5.2) possui sempre solugdes, ja que (2a,p) = 1, isto é,
2a é invertivel em [y,

Fica assim provada a seguinte propriedade:
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A
Torna-se agora importante determinar, no caso em que (—) =1, os valores de y € Z para
p

os quais 42 = A mod p, ou, por outras palavras as rafzes F,-quadradas de A.

Para A = —1 existe uma férmula explicita:

Prova:
Trata-se de uma consequéncia imediata do teorema de Wilson.

No caso geral, nao existe uma férmula geral, podendo-se no entanto recorrer a uma tabela
de raizes primitivas.

Relembramos este conceito: para p € P, o grupo multiplicativo F, é ciclico, ou seja, é gerado
por um s6 elemento. Tal gerador tem entao ordem p — 1 e é dito "raiz primitiva modulo p”.

Exemplo em [F7

3' =397 =4,2° =8 =T, logo 2 tem ordem 3.

3 =33 =9=23=63=18=43 =12=5,3
é uma raiz primitiva médulo 7.

=15 = 1, logo 3 tem ordem 6:

Os indices de 1,2, 3,4, 5,6 sao respectivamente 6,2,1,4,5, 3.



Definicao 5.4.3 Seja p € P e g wma raiz primitiva modulo p.
Para todo elemento x € F),. Todo inteiro i € Z tal que

g =

€ dito indice de x relativamente a g.

Nota: O indice de um elemento de [, relativamente a uma rafz primitiva esta determinado
médulo p — 1.

Assim, como vimos, Os indices de 1,2,3,4,5,6 em F5 relativamente a raiz primitiva 3 sao
respectivamente 6,2,1,4,5, 3.

Nao existem regras gerais para determinar as raizes primitivas modulo p, podendo-se recorrer a
tabelas de raizes primitivas. Como utilizar uma tal tabela para calcular raizes F,-quadradas?

n
Sejap e P, p>3en € Z tal que () = 1. Seja g uma raiz primitiva médulo p e ¢ o
p

indice de m € F),, isto é, n = g'. Pretendemos determinar z € [}, tal que 72

de z relativo a g:

=n. Seja j o indice
7= g% = gl

Assim, necessariamente, ¢?~* = 1: i = 2j mod p — 1. Logo, i é par e podemos obter simples-

mente j = 3.

Exemplo: Tem-se <351> =1

Pretendemos determinar as raizes F,, quadradas de 5.
A tabela indica-nos que relativamente & rafz primitiva g = 3, o indice de 5 é i = 20, isto é,

5=3"=(30)2 =25,

j4 que, pela tabela, 25 tem indice 10.
Assim,

?=Fo1?=2 o (z—2B5)(z+25) =0& 2 =425 <z =25 oux = 0.

A tabela pode ainda der 1til para multiplicar elementos de F;, sendo entao usada como uma
auténtica tabela de logaritmos:

Suponhamos que pretendemos conhecer o produto 27.34 em F%;. A tabela diz-nos que g = 2 é
rafz primitiva e 27 = ¢%, 34 = ¢%.

Assim,

27.34 = ¢5t% = 30.
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5.5 Trinémios em 7,

Observemos que, no corpo Z,

arl+br+e=0< 4222 + dabxr + dac = 0 (porque (4a,p) = 1: 4a invertivel em L)
& (2ax +b)? = b2 + 4ac = A.

Assim,

A _
e Se (;) = —1, A néo é um quadrado em Z,, e (5.3) ndo tem solugao.

(Zax +b) =0z = —b2d" .
A N ~ o .
e Se ; = 0, existe @ # 0 tal que A = @~. Assim,

(2az +b)* =a* & (2ax +b—@)(2ax + b — @) = 0.
< (2az+b—a@)=0ou (2ax +b+a) =0,
isto é,
x=2a""*(-b+a).

Note que este calculo apenas é valido porque Z, é um corpo: nao possui divisores de 0.

Exemplo: Solucdes de 22 4+ 2z — 1 = 0 no corpo Z,7 ?
Calculando neste corpo, tem-se:
2422 -1=040" 48 -4=0& (22+2)°-4-4=0 20 +2)?=8s (z+1)*=2.

Nota: Havia um processo mais rapido de chegar a este resultado! Utilizdmos no entanto
o0“método” de multiplicar pelo invertivel “4a”, visto este processo "resultar”sempre.
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2
Assim, devemos avaliar (1—7>

Logo, existe a € Z17 (a # 0), com o? = 17.

Recorrendo a uma tabela de raizes primitivas:
2=34=(3"2=11%
Nota: o facto de 2 ter indice par (14) relativamente a raiz primitiva ¢ = 3 méldulo 17 teria sido

2
suficiente para afirmar que )= 1!

Finalmente, obtem-se
(z+1)2=112:2=100uz=—12=5.

Para resolver um trinémio no anel Z,, com u(n) # 0, deverd proceder-se da seguinte forma:
n = pips...py, onde 0s p; sao nlmeros primos. Assim,

ar’ +br+c=0 modneoVie{l;...;r}, ar’ +bzr+c=0 mod p;.

Bastard pois resolver cada equacao do sistema com o método apresentado, e concluir com o
teorema dos restos chineses.

E como resolver az? +bx +c¢ =0 em Zipn, onde p € P e n € N 7 Observemos o seguinte:

Prova:
Seja um tal z,,: ar? + bz, +c=0 mod p".
Em particular az? + bz, + ¢ =0 mod p"~!. Assim, para todo k,_1,

— n—1
Tp—1:=Tp — kp_1p
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é solucdo de az? +bxr +c=0 mod p" .

Finalmente, usando o facto de x,, ser solucio de az? 4+ bx +c =0 mod p":

a(zp 1+ kn1p" D2+ 0(zp 1+ Ekn1p™ ) +c=0 mod p.
=
2 n—1 2(n—1) n—1 _ n
laxy, 1 4+ bxp_1 + ] + 20z 1kp_1p"" " +p +brp,_1p" =0 mod p".
=

n—1 _

[ax? 1 + bxp_1 + ] + 2axn_1kn_1p" '+ brp_1p 0 mod p".

Visto que ax? | +bx,_1 +c é divisivel por p"~!, dividindo toda a congruéncia por p"~! obtem-se
a congruéncia linear em k,_1:

[ax? | +bxp_1 + c] + 2azy_1ky 1+ bzy_1 =0 mod p.

pn—l

Iterando este resultado obtém-se que as solucao de

ar’ +bxr+c¢=0 mod p"

sao da forma
Ty = k1 + kop + k3p2 + ... knpn_l?

onde os k; podem ser calculados iterativamente.
Exemplo: Solucdes de 2 =2 mod 73.

Comegamos por resolver
k2=2 mod7:

k12£2 mod7®k12532 mod7< ki1 =3 mod7ouk; =4 mod?7.
Procuramos agora solugoes da forma zo = k; 4+ 7Tky para a congruéncia
3=2 mod 7 :
2 _ 2 2 _ 2 2 _ 2
x5=2 mod 7* & (k1 + Tky)* =2 mod 7° < ki + 14k1ka =2 mod 7°.

e Para ki = 4, obtem-se
14+ 14.4ky =0 mod 72,

e, divindo toda a congruéncia por 7:

8ks +2=0 mod7<ky=-4"2 mod7< k=5 mod 7.
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e Para k1 = 3:
7+143ky =0 mod 72,

e, divindo toda a congruéncia por 7:

6ko +1=0 mod7(:>k2:—67*2 mod7< ks =1 mod 7.

Assim, as solucdes incongruentes médulo 72 de
22 =2 mod 72
sao x9 =4+75=39exy=3+7.1=10.

Se desejamos agora as solucoes de
22 =2 mod 73

iteramos o processo mais uma vez: procuramos agora solucdes da forma x3 = 9 + 7%ks3:
2=2 mod 7 & (3 + 7k3)? =2 mod 7 & 23 + 2.7%k3zo =2 mod 72
e Para x5 = 39, obtem-se
392 4+ 2.72.39k3 =2 mod 7 < 31+ 78.k3 =0 mod 7.

Nota: o facto de 1519 = 392 — 2 ser divisivel por 49 ndo é um “milagre”mas antes uma
consequéncia do Lema 5.5.1 !

Obtem-se assim k3 =4 mod 7.
e Para xo = 10,

102 4+2.7210ks =2 mod 72 < 2+ 20ks =0 mod 7 : ks = 2.

Finalmente, as solucoes incongruentes de
22 =2 mod 73

stor =39+4+4.72=235e =10+ 2.72 = 108.

Aplicacdo: Raizes de 22 +22 —1 =0 mod 833 ?
Alguns cédlculos elementares ja feitos mostram que esta equacao é equivalente a

(z+1)>=2 mod 833.
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833 = 19.72. Como (19,7) = 1, a equacdo ¢ equivalente ao sistema

(r+1)2=2 mod 17
(r+1)2=2 mod 49

Ja resolvemos cada uma destas equagoes, tendo obtido

=10 mod 17Touxz =5 mod 17
=38 mod49ouz =9 mod 49

Temos pois de resolver quatro sistemas: os sistemas
{ r=a; mod 17x =as mod 49

para (alu a2) € {(107 38)7 (107 9)7 (57 38)7 (57 9)
Com m = 833, m1 = 17, my = 49, As soluctes deste sistema sao da forma

m m
r=a1.bj— +as.bo— +km , k € Z,
mi ma
onde os b; sao tais que bi% =1 mod m;.

Assim, 4961 =1 mod 17: podemos escolher by = 26, e
1765 =1 mod 49: podemos escolher by = 8.
Assim, as solugoes sdo dadas por

x = 442a1 + 392a9 + k833 , k € Z.
Obtem-se, fazendo o calculo,
z =107 mod 833 ou x =401 mod 833 ou z =430 mod 833 ou x = 724 mod 833.

Note que encontramos quatro raizes distintas em Zgs3 para um polinémio de grau 2.
Nao ha qualquer contradigao, visto este anel possuir divisores de 0: tudo é possivel!
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6 O Problema de Waring

6.1 A equagao a®>+b>=n

Neste capitulo vamos determinar quais os inteiros que se podem respresentar como soma de
dois quadrados.

Prova:

= Suponhamos que p = a® + b2.
O quadrado de um nidmero inteiro é congruente com 0 (se for par) ou com 1 (se for impar)
médulo 4.

Assim, p = a? + b> = ¢ mod 4, onde ¢ € {0;1;2}. Daqui se conclui que p = 2 ou p = 1
mod 4.

=Sep=2p=12+12
Sejap € P, com p=1 mod 4.

-1 _

Tem-se que (—> = (—1)%_:L =1, logo existe z € Z com 22 = —1 mod p.
p

Seja m a parte inteira de \/p. Como \/p € N, m < /p <m+ 1.

Finalmente, consideramos a funcao
fo(uv) €{0;1;...;m}? = utav€Zy.

O dominio e f possui (m + 1)? elementos e o contradominio p < (m + 1)2.
Logo f nao é injectiva:
existem dois pares (u1,v1) e (ug2,v2) distintos com f(uy,v1) = f(u2,v2), isto é

u1 + xv] = ug + rve mod p.
Assim,

u; —ug = z(va —v1) mod p.
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Elevando ao quadrado:
(up — ug)2 + (v — v2)2 =0 mod p.

Sejam a = u; —ug e b =v; — vo.
o pla® + b2
e a? + b > 0 (porque os pares (u1,v1) e (ug,v2) sdo distintos).
o a?+ b2 <m?+m? < 2p.

Como p € P, necessariamente,
p=a®+ b

O seguinte lema mostra que se dois nimeros inteiros n e m se escrevem como soma de dois
quadrados, mn também:

Prova: E sé fazer o cdlculo!

Podemos agora enunciar o teorema principal:

Prova:
< Seja um tal n:

n=2[]w 1"

onde p;,q; € P, p; =1 mod 4, ¢; =3 mod 4 e 3 pares.

Assim,
B.
n =2 [J(af +0%)7.

Pelo Lema 6.1.1, todos os factores se escrevem como soma de dois quadrados. Assim, utiizando
iteradamente o Lema 6.1.2, n é a soma de dois quadrados.



= Suponhamos que n = a® 4 b? e, por exemplo, 31, a poténcia de ¢; é impar.

Seja d = (a,b). Seja
n a\?2 b2

q1 aparece com poténcia impar na decomposicao de k. Em particular, q;|k.
Por outro lado, k1 = % e ko = % sao primos entre si.

Logo g1 nao pode dividir simultaneamente ki e ko.

Como ¢; divide k% + k%, Q1 fk1eq fko.

Assim, existe x € Z, com xky = ko mod ¢;.
Finalmente,
O0=k=k +k2=k1+2?) mod q.

Como ¢ fk?, 2> = —1 mod q1, o que é absurdo visto ¢; = 3 mod 4.
Exemplo: n = 765:

n = 32.5.17: 5 e 17 sdo congruentes com 1 médulo 4. 3 é congruente com 3 médulo 4 mas
estd ao quadrado. Logo 765 pode ser representado como soma de quadrados. Fazemos a repre-
sentacao para cada factor:

32=32+02,5=22+1%e 17=4%+ 1%
Utilizando a férmula do Lema 6.1.2,

765 = (32 4+ 0%)(22 + 1) (42 +1%) = (6° +3H) (4> +1°) = (24 + 3)* + (6 — 12)® = 27% - 6°.

6.2 A equacao 22+ y? = 22

65



Afim de determinar todos os triangulos pitagdricos, vamos explicitar no que se segue todos
0s que sao primitivos. Eis algumas propriedades destes triangulos:

i. Seja d = (v,y). Como 22 = 22 +y?, d?|2? : d|z. Logo d é divisor comum de z, y, z: d = 1.
Da mesma forma se prova que (y,z) = (z,z) = 1.
ii. Apenas um dos nimeros x,y e z pode ser par, pela alinea anterior. Se z é par: 2> =
mod 4. Como z e y sdo impares, 22 + y?> =2 mod 4, o que é absurdo.
Assim z é impar e x ou y é par. Por convengéo, y serd sempre o elemento par.

o

iii. E um pequeno exercicio cléssico:
Seja d = (z — z, z + x): d|2z, d|2y, logo d|(2z,2y) = 2(z,y) = 1.

Fica como exercicio a prova do seguinte lema:

Finalmente:

2

Por um lado, um simples célculo prova que (z = r2 — s2,y = 2rs,z = r2 + s2) é um trio
b b b

pitagdrico, e que x, y, z sdo primos entre si.



Seja agora (x,y, z) um trio pitagérico primitivo.

Como (z—z,z24+2)=2,2z—x=2uez+x=2v, com (u,v) =1.
Assim,

y2222—x2:(z—x)(z+m):4uv,

pelo que 2]y e

Y2
—_ = Uuv
&)
Pelo Lema 6.2.1, existem 7 e s primos entre si tais que u = 72 e v = s2. Daqui resulta facilmente

quez=12—5% y=2rsez=1r>+s>

Finalmente, r e s s@o de paridade oposta ja que z é impar.

Prova:

< E evidente.
= Seja d = (z,y, z). Basta observar que (3,4, 5) é um trio pitagérico primitivo.

6.3 A equacgao z* + y* = 22

Na realidade, esta equagao nao possui solu¢ées nao triviais, isto é, tais que zyz # 0.
Suponhamos que existe uma solugdo nao trivial.
Seja xo, Yo, 2o Uma solucao tal que z, > 0 é minimal. Necessariamente, x,, y,, 2, S20 primos
entre si. Sendo, existiria p € P divisor comum de z,y e z. Entao, (%2, % 23) & solucao, o que

p’'pp
contradiz a minimalidade de z,.

Assim, (22,92, 2,) é um tridngulo pitagérico primitivo.
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Logo, existem (a, b) primos entre si com
2=a®>—0* 92 =2ab, z, = a® + b*.
a € impar: de facto, se a é par, b é impar, e
22=-1 mod 4
o — )

o que é absurdo.
Assim, 22 + b? = a? é outro triAngulo pitagérico primitivo, b par.

Logo, existem r,s com r > s, (r,s) = 1 tais que

2

b=2rs, zo =12 — s> e a=r?+ s>

Logo,
Y2 = 2ab = 4rs(r? + s%).

Como (r,s) =1, r,s e > — 52 sdo quadrados:

de onde resulta que
ut + ot =12

Temos pois uma outra solugdo da equagdo inicial. A contradigao resulta do facto de t < z,:

P=P+r’=a<d®+b =2

Este processo de prova chama-se “descida infinita de Fermat.

Nota: Trata-se de um caso particular do famoso teorema de Fermat-Wiles.

6.4 O teorema de Waring
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Prova: E sé fazer o cdlculo!

Esta surpreendente igualdade diz em particular que se dois niimeros inteiros se excrevem como
soma de quatro quadrados, o seu produto também.

Neste capitulo, vamos provar o seguinte resultado, conhecido como problema de Waring de
ordem 2:

Pela observacao, basta provar o resultado para n € P, ja que todo inteiro natural se escreve
como produto de niimeros primos.

Prova:

Suponhamos que p > 3.

Comecemos por observar que os ’%1 nimeros x
p (cf. prova da Propriedade 5.1.3).

Da mesma forma os ’%1 nimeros da forma —1 — 32, onde 0 < y < ’%1, sao distintos médulo p.
O conjunto

2 com0<z< p;21, sao todos distintos médulo

E:{wz;OSOfSpT}U{—l—yZ;OSySpT},



possuindo p + 1 elementos e existindo apenas p classes de residuos médulo p, podemos afirmar
a existéncia de x,y € {0;...; %} tais que

1+22+4?>=0 mod p,
pelo “principio das gavetas”.

Logo, existe m € Z tal que 1 + 22 + 3% = mp.
2
Como 1+ % +y? <1+ 28 <p? m<p.

A propriedade sendo evidente para p = 2, fica provado o lema.
Prova do Teorema 6.4.1:
Como 1 = 0% + 12, fica provada, pelo lema anterior, a existéncia de 1, x2, o3 € x4 inteiros tais
que
2 2 2 2 _
ity +z3+xy=mp,0<m<p,

para todo p € P, p > 3.

Seja m, um mais pequeno inteiro tal que m,p se escreve como soma de quatro quadrados.
Provamos agora que m, = 1.

Suponhamos que m, > 1.

Se m, é par, entao m,p é par. Existem entao trés possibilidades:

i. Todos os z7 sdo pares (entdao todos os x; sdo pares).

ii)Todos os x7 sao impares (entdo todos os x; sdo impares).

2
iii) Dois dos x? 2

i
7 sao pares e dois sao impares, por exemplo x% e zj (entdo x; e x2 sdo pares, e

x3,T4 impares).

Em todos os casos, 1 + xo, x1 — T3, T3 + T4, T3 — T4 SA0 NUMeEros pares.
Assim,
r1 + T2 T — T2 T3 + x4 T3 — T4

1 1
2 2 2 2:7 2 2 2 2 — -

0 que contradiz a minimalidade de m,,.

Logo, m, é impar, mais precisamente 3 < m, < p.
Definimos agora y; por: y; = x; mod m, e —m"T_l <y < m"T_l

Tem-se y3 +y3 +y3 +y3 =0 mod m, e y3 + 3 + 3 + y3 < (mo — 1)? pelo que
. 2,2 0 22 22
n € {0;...imo — 1}, 41 + 5 + Y5 + Y3 = mon.

n é nao nulo, se nao ter-se-ia todos os y; nulos e consequentemente todos os x; diviseis por p.
Entao, m,p seria divisivel por p?, o que é absurdo.
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Finalmente,
mgpn = (af + 23 + o3 + 23 (i +v3 + v + i) = L+ 25+ Z3 + 73
para certos Z;, pela identidade de Lagrange. Verifica-se facilmente que para todo i, m,|Z;, pelo

que
Z1\? 75\ 2 Z3\ 2 Zi\?
w= () () () ()

mo me me me

com n < m, 0 que contraria a minimalidade de m,,.
Assim m, = 1 e a prova esta concluida.

Por exemplo, se quisermos escrever 143 = 11 x 13 como soma de quatro quadrados, basta
descobrir a decomposicao de 11 e 13:

Por exemplo, 13 =3%2+224+02+0%2 e 11 =32+ 12+ 12 4+ 02

Assim, pela identidade de Lagrange,

143 =13 x 11 = (32 + 22 + 02 + 0% (32 + 12 + 12+ 0?) = (3.3 + 2.1 + 0.1 + 0.0)*+
+(31-23+1.0-0.0*+(3.1-0.3+0.1-2.0)*+(3.0+ 0.3 +2.1 —0.1)%,

ou seja,
146 = 112 + 3% + 32 + 22,
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